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CHAPITRIÍ  VIL 

COURBES  TRANSCENDANTES  REMARQUABLES. 


La  ioniirithiuiíiue. 

400.     On  designe  sons  le  num  de  loijaviúunique  la  courbe  détiiiie  par  Féquation  cartésienne 

X 

(1)  y  =  ae"',,     o\i       x=mlog  —  ; 


a 


on  lui  a  donné  aussi  autrefois  le  nom    de  logistique.   En  représentant   par  (V,  y)  et  ('a)'',  y'') 
les  eoordonnées  de  deux  de  ses  points  et  en  tenant  compte  des  relations 

y  =ae    ,     y"  =  ae     , 
on  peut  encore  réduire  réquation  pi'úcédente  à  la  forme 

On  trouve  la  primière  mention  connue  de  la  courbe  représentée  par  ces  óquations  et  de 
quelques-unes  de  ses  propriétás  dans  une  lettre  adressée  par  Descartes  à  Debeaune  le  20 
fevrier  1G39  iOeuvref:  de  Descartes,  éd.  d'Adam  et  P.  Tanneiy,  t.  ii,  p.  514),  ou  Ton  voit 
un  problème  doiit  elle  est  la  solutioii,  problòme  dont  nous  noiís  occuperons  au-dessous.  La 
même  courbe  fnt  étudiée  par  Toi-ricelli,  qui  Ta  considérée  dans  uno  leltre  adressée  en  IG-Í-Í  à 
Ricci  (qu'on  peiít  voir  dans  la  collecliou  de  lettres  de  ce  grand  géomètre  publiée  en  1864  par 
Ghinassi),  et  qui  a  consaeré  à  sa  théorie  un  écrit  remarquable,  ti'ouvc  parmi  ses  papiers  et 
publié  par  M.  Loria  dans  la  Bihliotlieca  mathematica  (Leipzig,  3,"  série,  t.  i,  p.  80).  James 
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Gregory  a  envisagé  la  mêine  courbe  daiis  sa  Geomeiriae  pars  universalk,  parue  en  16G8,  oíi 
elle  est  détinie  par  une  construction  exprimable  par  Téquation  (2),  et  Huygens  en  a  exposé 
plusieurs  propriétés,  paniii  Ifsquelles  sont  coniprises  celles  qui  avaient  óté  démontrées  par 
Torricelli,  daiis  son  Discoi(7-s  siu-  la  cause  de  la  gravite,  publié  en  1691.  Les  déinonstrations 
de  ees  propriétés,  que  Huygens  n'a  pas  indiquées,  furent  données  par  Nicolas  dans  son  traité 
De  spiralihus  hyperholicis  et  lineis  logurithmicisj  paru  en  1696,  et  aussi  par  Guido  Grandi 
dans  un  ouvrage  intitule:  Demonstratio  theorematum  Hugeniunorum,  publié  en  1701. 

Les  théorcmes  énoncés  dans  les  travaux  qu'on  vient  de  nientionner,  se  rapportent  à  la 
déterinination  des  tangentea  de  la  courbe  considérée,  à  sa  quadrature,  à  la  mesure  des 
volumes  des  solides  qu'elle  engendre  en  tournant  autour  de  Taxe  des  abscisses  ou  d'une 
parallèle  à  Taxe  des  ordonnées,  au  centi'e  de  gravite  de  son  aire  et  à  celui  du  premier  de  ces 
solides,  ete.  Ij'exprèssion  du  rayon  de  courbure  de  la  mênie  courbe  et  de  la  longueur  de  ses 
ares  ont  été  obtenues  ])ar  LTIospital,  qui  les  a  comniuniquóes  à  Huygens  en  1792  [Oeuvres 
de  Huygens,  t.  x.  p.  30õ,  312  et  342),  et  ce  dernier  góomètre  a  encore  determine  Taire  de  la 
surface  que  ia  courbe  engendre  en  tournant  auteur  de  Taxe  des  abscisses  (1.  c,  t.  x,  p.  330). 
Ces  deux  derniòies  questions  fui'eut  aussi  rcsolues  par  Cotes  dans  V Harmonia  mensurarum 
(1722,  p.  23  et  92). 

Dans  Tétude  que  nous  allons  faire  de  la  courbe  (1),  nous  supposerons  que  les  axes  des 
coordonnces  sont  orthogonaux ;  la  généralisatiou  des  resultais  ainsi  obtenus  au  cas  ou  ces 
axes  sont  obliques  est  três  facile. 


401.     Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  constantes  «  et  m  sont  positives.  Alors  Ia 
variable  y  croít  depuis  O  jusqu'à  cc,  lorsque  x  varie  depuis  — cc  jusqu'à  oo.   Par  conséquent 

la  courbe  a  une  seule  branche,  qui  s'étend  in- 
détinim''nt  dans  le  sens  des  abscisses  positives 
et  négatives  (jlg.  100)  et  dunt  Taxe  des  abscis- 
ses est  une  /isymptote;  par  ce  motif  Torricelli 

4^- ■^  l'a  appelóe  htmihyptvhole.  L'axe  des  ordonnées 

est  coupé  p;ir  la  courbe  au  point  A,  ou  OA  =  a. 
La  déi-ivée  y"  est  positive,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  x,  et  par  conséquent  la  logarithmique 
ne  possède  pas  de  puints  d'inflexion. 

La  sous-tangente,  la  sous-normale,   la  lon- 
gueur de  la  tangente  et  la  lungueui'  de  la  noraiale  sont  déterminées  par  les  formules 


S,  =  m,     S„  = 


T  =  /7^ 


N 


-v^H' 


La    première  de  ces  i-elations    exprime  que    Ia  longueur  de  la  sous-tangeute   de    la    loga- 
rithmique est  constante  (Torricelli,  1.  c).  On    pciit  ajuuter  qu'il    n'existe    pas  d  autre   courbe 


jouissant  de  cetty  propriété.  En  effet,  réqiiation  (1)  est  riutégrale  générale  de  Téqualion  dififé- 

rentielle 

ydx  =  mdy. 
Le  rayon  de  courbiire  a  pour  expression 


R  = 


3^ 


my  ^*  ^l 


T  ' 


et   il  en  resulte   que   ce  rayon   prend   une   valeur   maxiiue   au    point    correspondant   à    Tor- 

1  3         -  . 

donnée  -5- ml  ^  et  que  cette  valeur  est  égale   à  —  híV  o.    La    formule   qu'on  vient  d  éerire 

fut  donnée  par  L'Hospital  dans  une  lettre  adressée  à  Huygens  le  23  uovembre  1G92  (Oeuvres 
de  Huygens,  t.  X,  p.  342);  le  théorème  qu'on  en  vient  de  déduire  est  du  à  Huygens  (1.  c, 
p.  327  et  333). 

402.     La  valeur   de  laire  comprise  entre   la   logarithmique,    Taxe   des   abscisses  et  les 
ordonnées  des  points  {xq,  y^  et  («1,  yi)  est  déterminée  par  la  formule 


X  =  af  '  e"'  fZa;  =  m  (yi  —  i/q)  =  (yi  —  y^)  S, ; 


•^0 

et  le  volume  du  solide  que  cette  aire  engendre  en  tournant  autour  de  Tasymptote  est  deter- 
mine par  cette  autre: 

V  =  -«2  r^  e  '"  dx  =  m-  P'  y  dy  =  —  m-  (y]  -  tjD  =  ^  r.  (y^- yp  S,. 

■lo  Vo 

En  particulier,  l'aire  de  Fespace  infini  borne  par  Tasymptote,  la  partie  de  la  courbe  com- 
prise entre  les  points  (— cc,  0)  et  (xi,  ?/))  et  Tordonnée  de  ce  point  est  égale  à  myi,  et  le 
volume   du   solide  que  cet  espace   engendre   en   tournant   autour  de  Tasymptote   est   égal   à 

Le  volume  Vi  du  solide  engendre  par  Tespace  influi  qu'on  vient  de  cor.sidérer  en  tour- 
nant autour  de  Tordonnée  du  point  (sei,  yi)  peut  être  calcule  aassi  aisément.  En  transportant 
Torigine.  des  coordonnées  ati  point  (xi,  0),  Téquation  de  la  courLe  prend  la  forme 

x■^x^ 
y  =  ae  »'  , 


et  on  a  par  conséqiient 

x+x 

\'{=r^j      X- dl/ = -^' —  /    a;^e    '"    dx  =  2'!im-t/i. 

Ò  — -e 

On  peut  déduire  aisément  de  ces  formules  les  propositions  siir  Taire  de  la  courbe  et  les 
volumes  des  solides  qu'on  vieiít  de  considérer,  éiioncées  dans  les  ccrits  de  Torrieelli  et  Huy- 
gens  mentionnés  ci-dessus.  Nous  indiqueroiis  seulement  celles-ei : 

] ."  Uaire  de  Vei-puce  cowpvis  entre  la  partie  de  la  courhe  sititée  à  gaúche  du  poiní  (xi,  i/t), 
Vordonnée  de  ce  point  et  Vasynvpfote  est  doiible  de  celle  du  triangle  forme  par  cette  ordonnée, 
par  la  tangente  au  point  (x\,  yi)  et  2>ar  la  soustavgente  correspondante  (Torrieelli  et  Huygens). 

2."  Le  volume  du  solide  que  cet  espace  engendre  en  tournant  autour  de  Vasymptote,  est  égal 
à  une  fois  et  demi  cclui  du  cone  engendre  par  le  même  triangle  en  tournant  autour  de  Vasym- 
ptoie  (Torrieelli  et  Huygens). 

3."  Le  volume  du  solide  engendre  par  le  même  espace  en  tournant  autour  de  Vordonnée  du 
point  (a'i,  y\)  est  égal  à  six  fois  le  volume  du,  cone  engendre  par  le  triangle  considere  en  tour- 
nant autour  de  cette  ordonnée  (Huygens). 

403.  lleprésentons  par  (*',  y')  les  coordonnées  du  centre  de  gravito  de  Tespace  infini 
compris  entre  la  partie  de  la  logaritlimique  située  à  gauelie  dii  point  (íC),  t/i),  Tordonnée  de  ce 
point  et  Tasyraptote,  et  par  A|  Taire  de  cet  espace.  On  a,  en  appliquant  les  formules  générales 
par  lesquelles  on  détt-riniue  les  coordonnées  du  centre  de  gravite  des  aires  planes, 

f^\  ,1    /'•'^i  1 

Ad=?)i2/i,      Aia;'=/       yxdx  =  7ny\[x\ —m).      c\iy'--=—i       y-dx  =  ^mi^^, 

et  par  eonséquent 

X  =Xi  —  m,     y  =--ryi- 

Done,  les  distances  du  centre  de  gravi'é  de  1'airc  considérée  à  Vordonnée  du  point  (a;i,  yi) 
et  à  l'asympto'e  sont,  respectivement,  égales  à  la  sous-tangente  et  au  quart  de  cet  e  ordonnée. 

En  représentant  par  x"  Tabscisse  du  centre  de  gravite  du  solide  engendre  par  Taire  qu'on 
vient  de  d'envisager  en  tournant  autour  de  Tasymptote,  et  par  V  le  volume  de  ce  solide,  on 
trouve 

V  =  -^  X  my^ ,     Vai"  =  x  /      y-  xdx  =  "«-  /       xe      c/a;  =  —  -  «i^/j  (  x^ ^j 


et  par  eonséquent 


1 

X[ -^  m . 


La  distance  du  centre  de  gravite  dii  solide  considere  à  sa  base  est  donc  égale  à  la  moifíé 
de  la  suus-tangente. 

De  même,  en  représentant  par  g'  rordoniiée  du  centre  de  gravite  du  solide  engendre  par 
la  même  aire  en  tournaiit  autour  de  Tordonnée  du  point  (xi,  gi)  et  par  Vi  le  volume  de  ce 
solide,  on  a  (n.°  402) 

\/i  =  2r.)a-gi,      y,g   =  T.         x'tjdy  =  ---l      x-e  rfa:  =  — xw-?/j, 


1 


et  par  conséqueiit  y"  =^  -tt  yi-    La  distance  du  centre  de  gravite  du  solide  considere    á  sa  base 
o 

est  donc  égale  à  une  huiiihne  de  son  axe. 

Les  propositions  qu'on  vieiít  de  démontrer  ont  étó  énoneées  par  Huygens  dans  le  Discours 

,««)•  la  cause  de  la  gravite,  meutiunnó  ci-dessus. 


404.     La  longueur   de  Tare    de    la    logaritlaQJque    oompris   entre    les  points    (vCq,   j/q)   et 
(xi,  7/1)  peut  être  calculée  par  l,i  formule  suivante,  due  à  L'Hospital  (1.  c.j: 


=j    \/^+-^^'fy=r'Í7 ^' "»' + f ^y 


dx^ 
~df 


■"1 

y 


2/0 


2/0 


^        \y\  +  »i"  +  wí 

que  nous  iiiettrons  encore  sous  la  forme 


^y\^' 


v/^5+'"'  +  -^log-^= 


'^y\  +  m^  +  wí 


] 


.^T.-T„  +  «,logf-Z^, 


Tq  et  Tl  représentant  les  longueurs  des  tangentes  à  la  courbe  aux  points  (a-j,,  y^  et  (íci,  yC). 
A  cette  dernière  relation  correspond  une  règle  donnée  par  Cotes  (I.  c.)  pour  constrnire  s. 

La  valeur  de  Taire  engendrée  par  Tare  de  la  courbe  compris  entre  les  points  correspon- 
dants  aux  ordonnées  O  et  yi,  en  tournant  autour  de  Tasymptote,  peut  être  calculée  par  la 
fornuilií  suivante,  donnée  par  Huygens  (Oeuvres,  t.  x,  p.  327  et  330)  et  par  Cotes: 


\]  =  2tl  I      \/ m"-  +  ?/-  dy  =  2ií  ms i  =  x  [?/i  ^Z  iii^  +  ^^  +  «i^  1  og 


y^ 


^s/m^  +  yl 


S{  représentant   Tare  de  la  parabole   g~  =  2inx  compris   entre  les  points  correspondants   aux 
ordonnées  O  et  ?/i,  ou 


U 


=  ríix 


Ni  -\-m  log 


y>  +  Tl 


405.  Noiís  allons  considerei-  maintenant  deiix  problèmes  relatifs  aiix  trajectoires  ortho- 
gonales  des  logaritlimiques,  proposés  par  .Tacques  Bernoulli  dans  les  Ada  eruditoriua  et  résolus 
dans  le  inéme  reciieil  par  Jeaii  Bernoulli  {Opera,  t.  i,  p.  260  et  269). 

1."  Cliercher  les  trajectoires  orthogonales  des  loijarithmiques  à  asymptote  cotnmune  piissant 
par  un  point  (x',  y'). 

On  peut  donner  à  l'équation  de  la  coui'be  la  forme 

X — x' 

et  i'équation  qui  traduit  le  problème  énoncé  resulte  de  rélimination  de  m  entre  cette  équation 
et  ydy  "\-mdx  =  0-^  eile  est  donc  celieci  : 

y  ('og  y'  —  ^^?iy)<iy  =  {x  —  ^')  dx. 

En  intógrant  cette  équation,  on  obtient  celle  des  trajectoires  cVierchées,  savoir 
2y  log  4  +  2a; {x -  2x')  _y'  +  C  =  0. 

2."  Chercher  les  trajacfoires  orlhogonales  des  lofjarithmiqites  à  asympfotes  paraWdes  ayant 
la  même  sous-tangente  m  et  passant  par  le  méme  point  (x',  y'). 
L'équation  des  logarithniiques  nientionnées  est 

x—x' 

y  +  h  =  {y'  +  h)e~, 
et  réquation  différentielle  des  courbes  c-bei'chées  est  donc 


(y'  —  y)  dy  -|-  w  \  1  —  e  '"  /  dx  —  0. 
En  intógrant,  on  obtient  1'óquation  tinio  des  niêmes  courbes,  savoir 

x'—x 

2„i2  e'^  +  y(y-  2//)  +  2mx  +  C  =  O. 

40C.  On  est  amené  íi  une  courbe  logaritlunique  par  le  problcme  suivant,  proposó  par 
Debeaune  à  Descartes : 

Construire  une  ligne  teJh:  que  le  rappori  de  la.  sous  tangente  à  1'ordonnée  soit  égal  au  rap- 
p)ort  d'iin  segment  donné  à  la  partie  de  Vordonnée  comprise  entre  la  courbe  et  une  droite  K, 
faisant  un  angle  de  45"  avec  l'axe  des  ahscisses  et  pas^ant  par  1'origine  des  coordonnées . 

L'équation  qui  traduit  ce  problème  est 

S,,   ^      a 
y       y—x' 


a  représcntant  la  longueiir  du  segmeiít  donné,  ou 

(y  — .X)  dy  =  adx. 
Ponr  intégrer  cette  éqiiation,  posons  y  —  x  =  t.  II  viVnt 

t  —  a 

et  par  suite 

v_ 

y  —  X  —  a  =  ce 

Cette  équation  represente  la  courbe  qui  répond  au  problème  énoncé,  et  11  eii  resulte  que  sa 
constructiou  dépend  du  calcul  des  logaritlimes,  et  qu'elle  a  une  asyinptote  leprésentée  par 
l'équation 

y  =  x-\-a; 

cette  asymptote  est  parallèle   à  la  droite  K  et  passe  par  le  point   dont   les   coordonnées  sont 
(O,  a). 

Keprésentons  par  D  la  distance  du  poiat  (a-,  y)  à  1'asymptote  de  la  courbe.  On  a 

l,  ,./.        1 


V>^-{y-x-a)\/2  =  -^c\^e    ". 


En  différentiant  cette  équation,  ou  trouve 

dTi  = —  e        dy  = dy : 

donc,  la  courbe  considérée  est  le  litu  des  pnsitions  que  prend  le  point  d'intersectiun  d'une  droite 
parullele  à  Va.re  des  abscisses  avcc  une  droite  pcrpendiculuire  à  1'asymptote,  quand  la  premiere 
droite  SC  nteitl  (ivec  une  vitesse  consfan'e  et  r<mtre  avec  une  vitesse  proportionnelle  à  sa  dis- 
tance  à  cette  asymptote. 

Le  problème  de  Debeauiie  est  célèbiv  dans  Tliistoire  des  sciences  mathématiques,  par- 
ceque  cVHait  une  qiiestiun  d'iin  nouveau  genre  à  Tépoque  oii  il  fut  |)ropo8é  à  Descartes,  qui 
ne  poLivait  pas  étre  résolue  par  Tapplication  directe  des  méthodes  connues.  Ce  gi'and  géomètre 
en  a  truuvé  la  solution  et  Ta  communiquée  àDebeaune  en  lettre  du  20  fevrier  1639  (Oeuvres  de 
Descartes,  éd.  d'Adain  et  P.  Tannery,  t.  11,  ]).  514),  ou  il  di.t  que  la  courbe  demandée  possède 
une  asymptote  parallèle  à  la  droite  K  et  indique  la  manière  de  Teugendrer  qu'on  vient  de 
démontrer.  Descartes  n'y  fait  pas  niention  des  logaiitlimes,  mais,  couime  P.  Tannery  la  fait 


reuiarqiier  dans  une  Note  à  cette  lettre  (1.  c,  p.  520),  la  nature  (logarithmiqite)  de  Ia  courbe 
est  une  couséqueiice  immédiate  de  cette  manière  de  construire  Ia  courbe  et  de  la  définition 
que  Neper  avait  donnée  de  cet  algorithme. 

On  peut  donner  à  Téquatiun  de  la  ligne  coiiíridérée  une  autre  forme  qu'on  va  voir. 

Transportons  rorigine  des  coordonnées  aii  point  (O,  a),  ou  Tasymptote  coupe  Taxe  des 
ordonnées,  et  prenons  ensuite  cette  as)Mnptote  pour  nouvel  axe  des  ordonnées  et  une  parallèle 
à  Taxe  primitif  des  abscisses  pour  nouvel  axe  des  abscisses.  On  a,  en  représentant  par  x! 
et  y  les  nouvelles  coordonnées  du  point  (a;,  ?/), 

.      x'  =  a-^x—ij,     y'  =  (y-a)\/2, 
et  par  conséquent  léquation  de  Ia  courbe  prend  la  forme 

(3)  x'  = e     ^^      . 

On  voit  donc  que  la  courbe  considérée  est  une  logarithmique  rapportée  à  des  axes  obli- 
ques. 

En  représentant  par  >SÍ,  la  longueur  de  la  sous-normale  prise  sur  Tasymptote,  c'est-à-dire 
la  longueur  du  segment  de  Tasymptote  compris  entre  les  points  oíi  cette  droite  est  coupée 
par  la  tangente  au  point  íx,  //)  et  par  Ia  ijarallòle  à  Taxe  des  abscisses  passant  pai'  ce  point, 
on  a 

Donc,  la  longimur  de  la  sous-normale  prise  sur  Vasymptote  est  constante.  Cette  proposition 
fut  énoncée  par  Descartes  dans  Ia  lettre  mentionnée  ci-dessus. 

Après  rinventiun  de  Ia  mé'hode  difFérentielle  le  problèrae  de  Deb^aune  fut  résolw  par 
Leibniz,  d'après  ce  qu'il  affirme  dans  une  lettre  adressée  à  Oldenbourg  en  1676  {Opera,  t.  iii, 
1768,  p.  55);  il  fut  aussi  résolu  par  L'HospitaI  et  Jean  Bernoulli  dans  le  Journal  des  savants 
(1692)  et  dans  les  Acta  eruditoruiii  (1693  et  1696),  oii  ils  se  sont  occupés  de  Ia  construction 
de  la  courbe,  de  sa  quadratiire,  de  la  déterniination  du  centre  de  gravite  de  son  aire,  etc.  On 
peut  encore  voir  les  résultats  ubteims  par  ces  géomètres  dans  les  Opera  omnia  de  Jean  Ber- 
noulli (t.  I,  p.  62,  65  et  145;  t.  iii,  p.  423)  et  dans  quelques  lettri  s  de  la  correspondance 
de  Huygens  avec  L'Hospital  et  Leibniz,    publiées  dans  le  tome   X  des   Oeuvrex   de  Huygens. 

Le  problema  de  Debeaiine  fiit  généralisé  par  Jacques  Bernoulli  en  1696  dans  les  Acta 
eruditorum  (Opera,  t.  II,  p.  731j.  II  a  remplacó  Ia  droite  K  par  une  ligne  quelconque.  Si 
cette  ligne  est  une  droite  foi-mant  un  angle  (o  ave  Taxe  des  abscisses,  léqualion  de  la  courbe 
qui  satisfait  au  problème  est 

_  j_ 
»/ =  a;  tango) -f  «I +ce      ', 
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ou  ai=cícotto.  La  courbe  possède  done  une  asyraptote  représentée  par  Téquation 

y  =  «  tangoj  +  «i, 

et,  en  prenant   pour   axe  des  y'  cette   asymptote    et  pour  axe   des   a;'   une  parallèle  à  Taxe 
des  X  passant  par  le  point  d'inters9ction  de  rasymptote  avec  Taxe  des  ?/,  on  a 

x'  =  x-\-  («i  —  a;)  cot  lo,     y  —  a\  =  y'  sin  cd, 

et  par  conséquent  nn  peut  donner  à  Téqualion  de  la  courbe  la  forme 

1/'  si  n  cu 

a;'  tang  to  =  c^e       "'    . 

407.  On  est  amené  à  une  courbe  dont  la  construction  dépend  de  celle  de  la  logarithmi 
que  par  le  problème  suivant,  proposé  par  Huygens  à  Leibniz  le  24  aout  1690  (Oeuvres  de 
Huygens,  t.  ix,  p.  472; : 

Déterminer  la  courbe  dont  la  sous-iangentti  est  égale  à 

2x-y  —  a^x 
'àa^  —  2xy 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  est 

(3a"^  —  2xy)  ydx  =  x  {2xy  —  a*)  dy. 

Pour  intégrer  cette  équation,  posons  xy=t.  II  vient 

^      rlx      2<  — a'  - 

2«^  —  = dt, 

X  t 

et  par  conséquent  Téquation  finie  de  la  courbe  qui  satisfait  au  problème  est 

x^y  =  Ce  '■''  . 

Ce  résultat  et  sa  démonstration  furent  communiqués  par  Leibniz  à  Huygens  en  deiix 
lettres  de  octobre  1690  (1.  c,  p.  517)  et  novembre  1690  (1.  c,  p.  517  et  532). 

II  est  à  remarquer  que,  si  Ton  change  le  signe  de  Texpression  de  la  sous-tangente  écrite 
ci-dessus,  on  obtient  une  courbe  algébrique.  Cette  circonstance  a  donné  lieu  k  quelques  re- 
marques de  Leibniz  sur  le  besoin  de  tenir  compte  des  sigues  de  la  sous-tangente  dans  les 
questions  de  cette  nature. 

Dans  la  correspondance  de  Huygens  et  Leibniz  sont  encore  mentionnées  les  courbes 
VOL.  V  I* 
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de  nature  logarithmique  representées  par  les  équations  {Oeiívres  de  Huygens,  t.  x,  p.  15,  20 

et  542). 

X 

] -fy  =  Ji  (1  _?/),     ?/*  =  2o£t;— «2  + «ae    "  . 

La  pi-emière  de  ces  courbes  a  donné  lieu  à  quelques  rt- marques  de  Leibniz  sur  la  notion 
de  fonction  exponentielle,  interessantes  pour  i'histoire  de  FAnalyse,  contenues  dans  la  lettre 
adressée  par  ce  géoraètre  à  Huygens  ie  6  fevrier  1691  (Oeuvres  de  Huygens,  t.  x,  p.  9). 

408.  Le  problème  de  ia  détermination  de  ia  forme  et  des  dimensions  qu'il  convient  de 
donner  aux  gradins  d'iin  amphitliéâtre  pour  que  tous  les  spectateurs  puissent  voir  un  point 
determino  de  la  s;ille,  a  am>^né  M.  E.  Saavedra  à  envisager  ia  courbe  représentée  par  réquation 

q       ,   hx  ,      2x  —  a 

?/  =  —  a;  J log-T » 

.    -^       p  a         2p  —  a 

dont  les  coordonnées  sont  liées  à  celle  de  la  logaritbmique  par  des  relations  rationnelles.  Cette 
courbe  passe  par  les  yeux  des  spéctateurs  situes  dans  une  niêrae  file  verticale,  et  par  ce  motif 
rillustre  ingénieur  lui  a  donné  le  nom  de  visaria  [Anules  de  la  construción  y  de  la  indus- 
tria, Madrid,  1886,  p.  329). 

Les  points  et  les  tangentes  de  cette  courbe  peuvent  être  obtenus  aiséraent  au  moyen  des 
points  et  des  tangentes  de  la  logarithmique,  en  remarquant  que,  si  Fon  pose,  dans  Féquation 

Yx 

de  la  visaria  y  = ,  on  trouve 


(A)  Y  -  p  =  i  lo. 


1 


g^a^— Y'''' 


ou 


Construisons,  pour  cela,  la  logai'i(lnnique  représentée  par  l'équation 

y'  =  h\ogx\ 

rapportée  aux  axes  0'X'  et  0'Y'  (fg.  107),  parallèles  aux  axes  OX  et  OY,  auxqueis  est  rap- 

portée  la  visaria,  et  passant  par  un  point  O'  ayant  pour  coordonnées  —  a  et  P,   par  rapport 

à  OX  et  OY.  Cette  logarithmique  coiucide  avec  la  courbe  représentée  par  Téquation  (A). 

Ceia  pose,  considérons   un  point   N  de  cette   logarithmique   et   meuons   par  ce  point  les 
droites  NK  et  NR,  parallèles  aux  axes.  Traçons  ensuite  la  droite  KH,  parallèle  à  OY  et  à 
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la  distance  a  de  cet  axe.  On  a  la  relation 


MR       MR       OR 


NR       KH       OH 


ou 


MR 


X 

a 


d'ou  il  resulte  que  M  est  iin  point  de  la  visoria. 

Cette  manièi-e  de  construire  la  visoria  correspund  à  considérer  oette  courbe  eorame  anti 
hyperholisme  (n.°  114)  de  la  logaritliniique  En  appliquant 
donc  un  théorème  démontré  au  n."  114,  on  conclut  que 
la  tangente  à  la  visoria  au  point  M  et  la  tangente  à  la 
logarithmique  au  point  N  se  rencontrent  à  un  point 
situe  sur  la  droite  KP. 

On  voit  au  nioyen   de   Téquation  de    la  visoria   et  de 
réquation 

Ah 


y'  = 


a  {2x  —  a) 


2x—  a 


que  cette  courbe  possède  une  asymptote,  représentée  par 

1'équation  2x  =  a;  qu'elle  a  \\n  point  (Tinjiexion  rcel  quand  p^„   jq-^ 

p'^-^a,  unpoint  d'injlexion  imaginaire  Q{nhx\\  p  <-ya;  et  qu"el!e  coupe  l'axe  des  abscisses 

aux  points  ou 

£c  =  0,     a!=  — (t+íp- 

et  qu'un  de  ces  points  est  isole. 


a  \e 


II. 
La  cliainetto. 


400.     On  appele  chalnette   la  courbe   qui  represente  la  forme  que  prend   un  ííl  pesant, 

flexible,  inexteusible  et  honiogène,  attaché   par  ses  extrémités  à  deux  points  fixes.   On   dé- 
montré en  Mécanique  que  Téquation  de  cette  courbe  est 


(1) 


et  on  voit  au  moyen  de  cette  équation  qu'elle   a   la  forme  indiquce  dans  la  figure  108.   Elle 
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est  infinie  et  possède  iin  axe,  qui  coincide  avec  celui  des  ordonnées,  et  elle  coupe  orthogona- 

lement  cet  axe  au  point  A,  ou  OA  =  c.  La  chalnette 
n'a  pas  d'asyinptotes  ni  de  points  d'inflexion. 

Le  problème  de  la  chainette,  c'est-à-dire  le 
problème  qui  a  pour  but  de  ehercher  Ia  forme  que 
prend  iin  til  vérifiant  les  conditions  mentionnées 
pias  haiit,  fut  proposé  en  1690  par  Jacques  Ber- 
noidli  dans  les  Acta  eruãitonim.  Cette  question  avait 
été  déjà  envisagée  plusieurs  années  avant  1690  par 
Galilée,  Jungius  et  Hiiygens,  mais  ees  géomètrea  n'eii 
avaient  pas  trouvé  la  solution;  elle  fut  résolue  par 
Leibiiiz,  Jean  Bernoulli  et  Hnygens  dans  le  volume 
correspondant  à  1691  du  recueil  ou  elle  avait  été 
}-if/.  Í08  proposée.  Tous  ces  géomètres  ont  donné  des  métho- 

des  pour  la  construction  de  !a  courbe  et  de  ses  tangentes,  et  pour  la  réctitication  de  ses  ares. 
Le  problème  de  Ia  quadrature  de  Tespace  AOPB  a  étó  róduit  par  Leibniz  et  par  Jean  Ber- 
noulli à  celui  de  la  quadrature  de  Thyperbole,  qu'on  savait  résoudre  depuis  plusieurs  années; 
Hnygens  a  reduit  le  même  problème  à  celui  de  la  quadrature  de  la  courbe  des  secantes,  mais 
il  n'a  pas  remarque  que  la  quadrature  de  cette  dernière  courbe  dépendait  de  celle  de  Tliyper- 
bole.  La  développée  de  la  chainette  a  été  envisagce  par  Jean  Bernoulli  et  par  Huygens,  la 
dimension  de  la  surface  engendrée  par  un  are  de  la  même  couibe  en  tournant  autour  de  OY  a 
été  calculéa  par  ce  dernier  géomètre  et  par  Leibniz;  la  position  du  centi-e  de  gravite  de  Tare 
AB  a  été  déterminée  par  Jean  Bernoulli  et  Leibniz,  et  ce  géomètre  a,  en  outre,  determino 
la  position  du  centre  de  gravite  de  Taire  OABP.  L'équation  cartésienne  de  Ia  courbe  n'a  pas 
été  donnée  par  les  géomètres  mentionnés,  mais  elle  resulte  presque  immédiatement  de  la 
solution  de  Leibniz 

Les  méthodes  employées  par  Jean  Bernoulli  et  par  Leibniz  pour  eonstiuire  la  chainette 
sont  equivalentes,  puisque  le  premier  de  ces  géomètres  a  réduit  ce  problème  a  celui  de  la 
quadrature  de  Thyperbole  ou  à  celui  de  Ia  réctitication  de  la  parabole,  et  Fautre  à  celui  de 
la  construction  de  la  logarilhmique ;  ces  réductions  ont  échappé  à  Huygens,  qui  a  fait  dépen- 
dre  la  construction  de  la  courbe  de  celle  de  deux  quartiques. 

La  comparaison  des  trois  solutions  mentionnées  fut  faite  par  Leibniz  dans  une  Note  in- 
sérée  au  volume  des  Acta  ou  les  solutions  avaient  été  publiées  {Opera,  t.  III,  1768,  p.  249)  et 
dans  la  lettre  à  Huygens  du  21  juillet  1G91  (Oeuvres  de  Huygens,  t.  x,  p.  109),  et  par 
Huygens  dans  la  réponse  à  cette  lettre  en  1  septembre  de  la  même  année  (1.  c,  p.  129). 
On  trouve  encore  dans  les  tomes  ix  et  x  des  Oeuvres  de  Huygens  plusieurs  autres  lettrts 
précieuses  de  ces  grands  géomètres  se  rapportant  à  ces  solutions,  auxqueiles  M.  Korteweg 
a  ajouté  des  notes  três  instructives. 

Dans  les  écrits  inseres  aux  Acta  eruditorum,  les  auteurs  des  trois  solutions  du  problème 
de  la  chainette  ont  énoncó  seulement  les  proposilions  qu'ils  ont  rencontrées,  sans  indiquer  les 
méthodes   suivies   pour   les  obtenir.    Les   démonstrations   d'Huygens  furent  publiées   et   au- 
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notées  par  M.  Korteweg  daiis  le  tome  Ix,  p.  502,  «t  t.  x,  p.  63,  des  Oeuvres  du  célebre  géo- 
inètre  et  dans  un  écrit  inséré  à  la  Bibliotheca  mathematica  (3."  série,  t.  I,  p.  97).  On  peiít 
voir  les  méthodes  suivies  par  Jean  Bernoulii  dans  ses  Lectiones  mathematicae  (Opera,  t.  Iii, 
p.  491). 

La  chaínette  est  encore  ia  solution  de  cet  autre  probième  reraarquabie  de  Mécanique  : 
déterminer  ia  section  verticale  d'une  voile  rectangidaire  enflée  par  le  vent,  en  supposant 
que  deux  de  ses  bords  sont  fixes  à  deux  côtés  horisuntals  d'iin  reetangle  et  que  ia  direction 
du  vent  est  perpendicuiaire  à  ces  droites.  La  nature  de  la  eourbe  qui  satisfait  à  ce  probième, 
nommée  eourbe  de  la  voile  ou  velaria,  fut  indiquée  par  Jacques  Bernoulli,  qui,  ie  premier, 
i'a  étudié,  en  1692,  dans  les  ^4c<a  emãitonim  (Opera,  t.  i,  p.  481);  elle  fut  aussi  déterminée 
par  son  frère  Jean  Bernoulli  à  la  même  année  au  Journal  des  savants  et  de  nouveau  dans  ses 
Lectiones  mathematicae  (Opera,  t.  i,  p.  59,  t.  iii,  p.  510).  Tis  ont  reeonnu  que  la  partie  de  la 
eourbe  de  ia  voile  comprise  entre  ies  extrémités  de  la  corde  perpendicuiaire  à  la  direction  du 
vent  coincide  avec  un  are  cercle,  et  i'autre  partie  avec  un  are  de  chaínette.  Huygens  a 
pretendu  démontrer  que  cette  conclusion  n'est  pas  legitime  (Oeuvres,  t.  X,  p.  556);  mais,  en 
completant  son  anaiyse,  on  en  confirme,  au  contraire,  Texactitude   (1.  c,    p.  560,    note  15). 

410.  En  passant  mainteuant  à  i'étude  des  propriétés  de  la  cliainette,  nous  remarquerons 
premièrement  qu'on  a 


\/y 


,4_C-2 


2 


et  par  conséqiient 


i^-% 


^Jy'-'', 


on  peut  construire  pourtant  la  tangente  à  cette  eourbe  au  point  B  de  la  manière  qu'on  va  voir. 
Traçons  une  cireonférence  ayant  pour  centre  l'origine  O  et  pour  rayon   le   segment  OA, 
égal  à  c  (fig.  108),  et  par  le  point  Q,  oíi  la  parallèle  à  Taxe  des  abscisses  passant   B  coupe 
Taxe  des  ordonnées,  menons  la  tangente  QT  à  cette  cireonférence.  On  a 


et  par  conséquent,  en  supposant  que  la  druite  TS  est  parallèle  à  l'axe  des  abscisses, 

tang  QTS  =  tang  QOT  =  -^ =  y'. 

Donc.  la  tangente  à  la  eourbe  au  point  B  es'  parallèle  à  la  droite  QT. 

411.     Le  rayon  de  courbure  de  la  chaínette  au  même  point  B  est  determine  par  la  formule 

c 
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li  représentant  la  longueur  de  la  normale.  Ce  rayon  prend  donc  la  valeur  minime  au  point  A, 
et  cette  valeur  est  égaie  à  c. 

Réciproquement,  si  le  segment  de  la  normale  à  une  courbe  à  un  point  quelconqiie  (x^  y) 
compris  entre  ce  point  et  le  centre  de  courhuve  correspondant  est  égal  et  opposé  au  segment 
compris  entre  le  point  (x,  y)  et  le  point  ou  la  même  normale  rencontre  tine  droite  fixe  donnée, 
la  courbe  est  une  chatnette. 

En  eíFet,    en  prenant  la  droite  donnée  pour   axe   des   abscisses,    Téquation    qui   exprime 
Tégalité  des  segments  mentionnés  est 

ou 

2/y'±y-+i=o, 

ou,  en  remplaçant  y  par  la  valeur  donnée  par  la  relation  y"dy  =  y'dy', 


En  intégrant  ces  équations,  on  obtient  ces  autres  : 

y{l+y'^-f^-c,     c(l+y'''f=y, 

et  en  intégrant  de  nouveau,  on  voit  que  ia  première  represente  un  cercle  ayant  le  centre 
sur  la  droite  donnée  (lequel  ne  satisfait  pas  évidemment  à  Ténoncé),  et  que  Tautre  est  equi- 
valente à  celle-ci : 


^^ ,  .i_  y  +  ^i/' 


\íf-c^  c 

Or,  cette  dernière  équation  peut  être  mise  sous  la  forme: 


y^sjyt 


ou 


iy-  —  c-  =  ce      , 


d'oú  il  resulte  Téquation 


X — a 

(2)  y  =  Hr^  ^e' 


qui  represente  une  chainette  ayant  le  sommet  au  point  ia,  c). 
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412.  En  représentant  par  s  la  loiígiíeur  de  l'ar(:  AB  de  la  cliaínette  (1),  on  a  la  formule 

/  —       — — \ 
s  ={^ydx  =  y\e'  -e     y  =  ^7372  =  QT  =  BM, 

o 
d'ou  lon  dédiíit,  aii  nioyen  des  théoiènies  généraux  de  la  tlióorie  des  développées,  la  corsé- 
quence  importante  qii'on  va  voir. 

Le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  M  d'intersection  de  la  tangente  au  point  B  avec 
TS,  quand  B  varie,  est  une  développante  de  la  cliainette  envisagée,  et  par  conséquent  Ia 
tangente  MU  à  cette  dernière  courbe  doit  être  perpendiculaire  à  BM,  et  par  suite  paralièle 
à  OT.  Dono,  on  a  MU=TO,  et  par  conséquent  la  dévdopfanU  de  la  chaínette  ayant  Vorigine  à  O 
est  une  cuurbe  telle  que  leu  segments  des  tangentes  compris  entre  les  points  de  contact  et  une 
droite  fixe  sont  égaux. 

Les  courbes  qui  jouissent  de  la  propriété  qu'on  vient  d'énoncer  sont  nommées  tactrices ; 
elles  seront  étudiées  bientôt. 

II  resulte  encore  de  la  dernière  formule  qu'on  vient  d'obtenir  et  de  celle  qui  determine  R, 
que  Téquation  en  coordonnées  intrinsèqucs  de  la  chaínette  est 

;  cR  =  s2  +  c2, 

et  que  par  suite  cette  courbe  appartient   à  la  classe  de  courbes   représentées  par  Téquation 

désignées  par  Cesàro  sous  le  nom  de  alysoides  (Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1886, 
p.  75).  Parmi  les  propriétés  de  ces  courbes  nous  remarquerons  celle-ci,  qui  resulte  immédia- 
tement  de  cette  équation :  si  une  chamette,  ou  en  générale  une  alysovle,  roule  sur  une  droite, 
le  centre  de  coitrhure  du  point  correspondant  au  point  de  contact  avec  la  droite  engendre  une 
parabole. 

413.  La  quadrature  de  la  surface  engendróe  par  Tare  AB  de  la  courbe  en  tournant 
autour  de  OY  peut  être  calculée  par  la  formule 


dx 


S  =  2- /    xds  =  TÍ    x\e'^  ~{-e 
o  o 

r    /|       _|\        íl       _|\         ] 
=  c-K.[x\e'^  —  e      /  —  c\e'^  -\-e      /  -{-  2c J 


=  2%  (x  s/y^  —  c"^  -cy^  c"-). 
Si  Ton  remarque  maintenant  que  la  tangente  à  la  co»rbe  au  point  B  coupe  Taxe  des  cr- 
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données  à  un  point  dont  Tordonnée  ?/t  est  égale  à  y '^ y^  —  c^,  iious  pouvons  encore  raet- 

c 
tre  Texpression  de  S  sous  la  forme 

S  =  2xc(c-.y,)! 

d'oíi  il  resulte  que  Vaire  S  «si  e^a?e  d  Taire  á'ií?i  ctrde  ãe  rayon  égal  à  la  moyenne  propor- 
tionnelle  entre  OA  et  le  segiiient  eh  OY  compris  entre  le  point  O  et  le  point  oú  cette  droite  est 
coupée  par  la  tangente  aii  point  B  (Huygens). 

414.     Les  coordonnées  («',  y')  du  centre   de  gravite  de   Taro  AB  peuvent  être  détermi- 
nées  par  les  formules 

sx'  =  ^    xds,     sy'==  j     7/ds  =  j     J ^_^  ,  ' 


o 


qui  donnent  (n.°  413),  en  représentant  par  xt  l'abscisse  du  point  oíi  la  tangente    au   point  B 
coupe  la  tangente  au  point  A, 


f         S  OA  ,^.  , 

^=^^=bm(^^-2")=^^' 


y'=' 


+  s/y^-c^ 

II     !.■      ii~  t:~    — I—   I".—    I  i  iví     

25 


y  \' y'^  —  c*  +  c^  log 


415.     L'aire  A  de  AOPB  est  déterminée  par  la  formule 


A  =  —  le'  —  e     "^  j  =  CS  =  c  vy- 

qui  exprime  que  cette  aire  est  proportionnelle  à  Ia  longueur  de  raro  AB. 

416.     Pour  déterminer   les  coordonnées   (x",  y")  du  centre  de  gravite  de  Taire  OABP, 
on  peut  employer  les  formules 

1    r" 


Ax"  =  I   yxdx,     Ay"  =  -r-  l    y^dx, 


qm,  en  tenant  compte  de  la  relation  -^ —  = -^  ,  donnent 


d'ou  il  resulte 


/^  c   py 

xds,     Ay"  =  "õ"  /    yds. 


^'=^,   f=\y'- 
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Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorèine  suivant: 

Les  centres  de  gravite  de  Vare  AB  cl  de  Vaire  OABP  de  la  chulnette  sont  situes  sur  tine 
parallele  á  Vaxe  OY,  pafsant  par  le  point  ou  la  tangente  au  point  B  coiipe  la  tangente  au 
point  O.  Uordonnée  du  centre  de  gravi/é  de  Vare  est  égale  á  deux  fois  celle  du  centre  de  gra- 
vi'é  de  Vaire  (Leibniz). 

41V.  Nous  allons  coiisiciéror  inaintenniit  quelqiies  questions  sur  la  chainette  dunt  la 
solution  dépend  de  la  niétliode  des  variations. 

1."  Determinei-  La  courbe  plane  dont  Tare  compris  entre  deux  points  donnés  A  et  B  en- 
gendre, en  toLirnant  aiitour  d'un  axe  situo  dans  son  plan,  une  surface  dont  Taire  soit  la  mi- 
nime  des  aires  engendrées  par  les  courbes  planes  passant  par  les  mêmes  points  et  tournant 
autour  du  même  axe.  On  suppose  que  les  points  A  et  B,  ainsi  que  les  courbes,  sont  situes 
au-dessus  de  Taxe. 

En  appliquant  la  niéthode  des  variations  à  Tintégrale 


2-/    >/[^l+f'dx, 

a 

qui  represente  la  valeur  de  Taire  déerite  par  un  are  d'une  courbe  plane,  compris  entre  les 
points  ayant  pour  abseisses  a  et  b,  quand  il  tourne  autour  de  Taxe  des  abscisses,  on  obtient 
d'abord,  pour  déterminer  la  courbe  qui  peut  engendrer  Taire  niinime,  Téquation  différenlielle 

z/.í/"-y— 1=0, 

et  ensuite,  en  intégrant  eette  équation,  on  trouve,  comme  Ta  vu  ci-dessus,  Téquation  (2). 
Donc,  la  chainette  à  axe  perpendiculaire  à  Taxe  de  rotatioii  est  Tunlípie  courbe  qui  peut 
satisfaire  à  la  question. 

Pour  completer  la  résolution  du  problème  énoncé,  on  aurait  encore  besoin  de  déterminer 
les  parauiètres  qui  entrent  dans  Téquation  (2)  en  fonction  des  coordonnées  des  extréuiités  de 
Tare  mentionné,  et  d'étudier  la  variation  du  deuxième  ordre  de  Tintégral  écrite  ci-dessus;  mais 
nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cette  discussion,  qu'on  peut  voir  dans  les  Eesearches  in  the 
Calculus  of  Viriations  de  Todhunter,  p.  55.  On  y  démontre  que  par  les  points  A  et  B  ij 
peut  passer  une  ou  deux  cbaínettes,  ou  qu'il  n'en  peut  passer  aucune,  et  que,  dans  le  pre- 
mier  cas,  le  problème  n'adinet  pas  de  solution,  et,  dans  le  deuxième  cas,  Tune  des  cbaínettes 
lui  satisfait.  Nous  mentionnerons  encore,  d"après  Lindelõf  et  Moigno  (Calculdes  variations,  1850, 
p.  209)  cette  propriété  caractéiistique  de  la  chainette  qui  satisfait  au  problème:  les  normales 
aux  extvémifés  A  et  B  de  Vare  considere  se  coupent  à  un  point  situe  du  vtême  côté  de  Vaxe  de 
rotation  que  hs  pioints  A  et  B.  Nous  ajouterons  enfin  que  dans  les  Lectures  on  the  Calcxdus 
of  variations  (Chicago,  1904)  de  M.  Bolza  et  dans  le  Cours  d' Anubjse  (Paris,  1905,  t.  ii, 
eh.  xxiii)  de  M.  Goursat  il  est  fait  une  étude  rigjureuse  et  complete  de  la  question  qu'on 
vient  d'envisager. 

VOL.   V  ^ 
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2."  Considérons  les  courbes  de  mcine  longueiir  l  qui  joignent  deux  points  A  et  B  don- 
nés  et  qui  soient  situées  daiis  un  même  plan  vertical.  Déterminons  celles  dont  le  centre  de 
gravite  est  ie  plus  bas  et  le  plus  haut. 

On  a,  y'  représentant  lordonnée  du  centre  de  gravite  des  courbes  considórées, 


ly  =  Çy\-'l+y'^-dx; 


et  par  conséquent,  pour  résoudre  le  problème  énoncé,  il  faut  appliquer  la  méthode  des  varia- 
tions  à  Tintégrale 

C  y\'\+y'^-dx, 

a 

en  tenant  compt.-  <le  Tégalité 

r  j/]  +y"^dx^l.     . 

a 

Cette  question  d'Ana]yse,  dont  nous  ne  nous  occuperons  pas  ici,  fut  étudiée  par  Le- 
gendre  en  1786  dans  les  Mémoires  de  VAcaJémie  des  Sciences  de  Paris.  Elie  fut  aussi  con- 
sidérée  par  Lindeliif  dans  le  tome  ii,  p.  100,  des  Mathematiche  Annahn  et  par  Mayer  dans 
le  tome  xiii,  p.  65,  du  même  recueil,  Oii  en  ]ieut  voir  une  étude  complete  dans  l'ouvrage 
de  M.  Bolza  mentionné  ei-dessus  (p.  211,  2.'51,  241).  On  a  trouvé  que  par  les  points  A  et  B 
passent  deux  chaiiiettes  qui  satisfont  au  problème.  Ces  chainettes  sont  évidemment  situées 
symétriquement  par  rapport  à  la  droite  qui  passe  par  les  points  A  et  B. 

La  propriété  de  la  cliaíuette  qu'on  vient  de  considérer  fut  remarquée  par  Leibniz  [Opera^ 
t.  III,  p.  248)  et  par  Jean  Bernoulli  {Opera,  t.  iii,  p.  497),  qui  Tont  envisagée  comme  con- 
séquence  de  la  stabilitó  de  Téquilibre  du  íil  que  forme  la  courbe. 

3."  Considérons,  eomme  dans  le  problème  préoédent,  les  courbes  de  même  longueur  qui 
joignent  deux  points  A  et  B  et  sont  situées  sur  un  même  plan,  et  supposoos  que  ces  courbes 
ne  coupent  pas  Taxe  des  abscisses.  Ou  veut  déterminer  celles  qui,  en  tournant  autour  de  cet 
axe,  engendrent  une  surfaee  d'aire  maxime  ou  miniine. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  faut  appliquer  la  méthode  des  varia tions  à  la  même  inté- 
grale  que  dans  la  question  precedente.  Par  les  points  A  et  B  passent  donc  deux  chainettes 
égales,  symétriqueuient  situées  par  rapport  à  la  droite  AB,  qui  satisfont  au  problème.  L'une 
de  ces  chainettes  tourne  la  convexité  vers  Taxe  de  rotation,  et  elle  engendre  la  surfaee  d'aire 
minime;  Tautre  a  la  concavité  tournée  vers  cet  axe,  et  elle  engendre  la  surfaee  d'aire  ma- 
xime. 

Ajoutons  à  ce  qui  precede  que  la  surfaee  qu'oi;  vient  de  considérer  a  été  nommée  cate- 
noide  ou  alysi,éide_,  et  qu'elle  jouit  de  la  propriété  sui vante,  décou verte  par  Meusnier  [Mémoires 
des  savants  étrangers,  t.  X,  p.  4Í7):  Faii^e  bornée  par  une  courbe  tracée  sur  cette  surfac» 
est  minime  parmi  les  aires  des  surfaces  courbes  limitées  par  ce  contour. 
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418.  Le  problèrae  énoiK-é  ;ui  n."  409  est  susceptible  cViine  généralisatlon  evidente.  Au 
lieu  de  supposer  que  la  densité  dti  til  est  constante,  on  peut  supposer  qu'elle  est  déterrainée 
en  cliaqiie  point  par  une  relation  quelconque  dounée  entre  cette  quantité  et  la  longaetir  de 
Tare  compris  entre  ce  point  et  Tuii  des  points  de  suspension.  Phisieurs  années  avant  la 
résolution  du  problema  de  la  chainelte  ordinaire,  Huygens  a  obtenu  la  solution  d'iin  pro- 
blème  de  cette  nature,  oii  le  fil  preiíd  Ia  forme  parabolique,  en  des  lettres  adresséea  à  Mer- 
senne  en  1646  (Oeuvres  de  Huygens,  t.  i,  p.  28  et  34-44).  D'autres  problèmes  de  la  même 
nature  furent  mentionnés  par  Jacques  Bernoiílli  dans  les  Acta  eruditorum  {Opera,  t.  i,  p.  449), 
par  Jean  Bernoulli  dans  les  Lectiones  mathematicae  {Opera,  t.  iii,  p.  497-505),  etc. 

Nous  ajouterons  encore  que  1'homogéiiité  du  til  n'eBt  pas  une  condition  nécessaire  pour 
que  la  courbe  qu'il  forme  soit  la  chainette  ordinaire.  M.  Haton  de  La  Goupillière  a,  en 
efFet,  reconnu  [Nouvelles  Annales  de  Mathémaliques,  1870,  p.  554)  que,  si  la  densité  du  fil  au 
point  (íc,  y)  est  inversement  proportionnellc  à  la  longueur  de  Tare  compris  entre  ce  point  et 
un  point  fixe,  la  courbe  qu'il  forme  est  encore  une  chainette  ordinaire,  dont  la  tangente  est 
verticale  à  Torigine  des  densités.  M.  Brocard  a  donné  (I.  c  )  une  démonstration  de  cette  pro- 
position. 


III. 
La  tractricc. 

-110.  Le  problème  qui  a  pour  but  de  déterminer  une  courbe  telle  que  les  segments 
des  tangentes  compris  entre  les  points  de  contact  et  une  droite  fixe  soient  égaux  à  une 
constante  c,  peut  être  tradiiit  analytiquenient  par  Téquation  différentielle  suivante,  en  pre- 
nant  cette  droite  pour  axe  des  abscisses : 

y-2(i+y-2)  =  c2y2. 
L'équation  finie  des  courbes  qui  satisfont  à  cette  question  est  dono 


03  +  a  4-  V  c*  —  ,y-  =  c  log 


Vc^  —  y^  +  c 


y 

ou,  en  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  {—a,  0), 


(1)  x  +  \/c^-y-  =  c\og ^— — 

t/ 
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Le  problcine  qu'on  vifiit  de  eonsidórer  fut  résolu  par  Newton,  comme  on  le  voit  par  sa 
célebre  lettre  à  Oldenhourg  du  24  octobie  1676,  oíi  il  en  a  fait  mention  et  il  a  indique  la 
iiature  de  la  courbe  qui  le  vériíie.  La  même  courbe  fut  étiidiée  par  Hiiygens  en  1692  (Oeu- 
vres,  t.  X,  p.  418),  et  les  resultais  qu'il  a  obtenus  furent  communiqués  à  B.  de  Beauval  dans 
une  lettre  de  1693  (1.  c,  p.  407),  imprimée  dans  VHistuire  des  ouvrages  cies  savants  (1693, 
p.  244).  Dans  cette  lettre,  le  grand  géoniètre  a  detitii  la  courbe  par  la  propriétó  de  la  tan- 
gente mentioHnée  ci-dessus,  il  en  a  indique  le  rOle  dans  la  quadrature  de  Thyperbole,  et  il 
a  exposé  la  manière  d'en  déterminer  la  longueur  des  axes,  la  grandeur  de  Taire,  la  valeur  du 
volume  et  de  la  surface  du  solide  quelle  engendre  en  tuurnant  autour  de  Taxe  des  abscisses ; 
il  a  fait  encore  remarquer,  dans  la  niêine  lettre,  que  la  courbe  est  le  lieu  des  positions  que 
prend  un  point  pesant,  situe  à  rextrémité  d'un  Hl  inflexible,  en  faisant  parcourir  à  Tautre 
extréniité  une  druite  donnée,  et  il  a  donné  quelques  indications  sur  un  appareil  pour  la  tracer, 
base  sur  cette  pi'opriété.  On  trouve  encore  mention  de  la  courbe  (1)  dans  une  note  de  Leibniz 
publiée  en  1693  dans  les  Acta  eriíditorum  [Ojpera,  1768,  t.  iii,  p.  294),  d'ou  il  resulte  que 
ce  géomètre  a  aussi  étudié  cette  courbe,  et  dans  les  Lectionts  mafhematicae  de  Jean  Bernoulli 
{Opera,  t.  III,  p.  497-499),  ou  est  rés^olu  un  problème  spécial  sur  la  cliaínette  forniée  par  un 
til  pesant  de  densité  variable,  dont  la  mCnne  courbe  est  la  solution. 

420.  La  courbe  représentée  par  Téquation  (1)  fut  nommée  par  Huygens  et  Leibniz 
tradoria,  et  elle  est  connue  à  présent  par  le  nom  de  tvaclrice  ou  iractolre.  On  en  determine 
aisément  la  forme  au  moyen  de  son  équation  et  de  ces  ;uitres: 


y^ 


?/ 


c-y 


Vc^-- 


-f)' 


d'ou    il    resulte   que   la  courbe   est   syinétrique    ])ar  rapport   à  Taxe   des  ordonnées,    qu'elle 

possède  une  asymptote,  qui  coincide  avec 
Taxe  des  abscisses,  et  quelle  est  tangente 
à  Taxe  des  ordonnées  au  point  ayant  pour 
eoordonnées  (O,  c),  ou  elle  a  un  rebrousse- 
meut.  Oa  voit  encore  que  la  tractrice  n'a 
pas  de  points  d'inflexion.  On  a  represente 
dans  la  íigure  109  la  partie  de  la  cnurbe 
située  d'un  côté  de  son  axe. 

On  peut  tracer  la  tangente  à  la  tractrice 
au  point  ]M,  en  décrivant  la  circonférence 
de  ray'>n  égal  à  AO  ayant  le  centre  à  M; 
la  droite  MN  qui  passe  par  M  et  par  le 
pomt   ou  cette  circonrerence    coupe    1  ax^j 

des  abscisses  positives,  est  la  tangente  demandée.  En  effet,  on  a  MN  =  AO  =  c. 
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421.     On  voit  aisóiuent  que   le    rayoii  de  courbure   de  la  tractrice  est   determino  par  Ia 
formule 


y 

Les  expressioiís  des  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont 


£ei=clog "—,      w)  =  —  5 

y  y 


et  on  en  déduit 


et  par  consóquent 


3^ 


c  '      ' 


Dono,  la  développée  de  la  tractrice  est  la  ckaínette.  Ce  tbéorème,  reciproque  de  celui  qii'on 
a  démontré  au  n,"  412,  est  dú  à  Jean  Bernoulli  (1.  c). 

422.     La  valeur  de  Taire  comprise  entre  la  courbe,  Taxe  des  abscisses,  la  droite  OA  et 
une  parallèle  à  cette  droite  passant  par  le  point  (x,  y)  est  donnée  par  Tégalitó 

k=Çj^dy  =  -ÇV^^^Jy  =  ^^-^e.v,B.n^-^^^^\ 

c  c 

d'ou  il  resulte  que  1'aire  de  Vespace  injini  hurné  par  la  coiirbe,  par  OA  et  par  Vasymptote  est 
égale  au  quart  de  1'aire  du  cercle  de  ruyon  OA  (Huygens). 

La  distance  y\  du  centre  de  gravite   de  cette   aire  à  Tasymptote   est   déterminée   par    la 
formule 


yi-^fy^^^^'dy  =  ^, 


et  dépend,  donc,  de  la  quadrature  du  cercle  (Hujgens,  I.  c,  p.  421). 

423.     La  longueur  de  Tare  de  ia  tractrice  compris  entre  le  point  A  et  le  point  M,  cor- 
respondant  aux  coordonnées  (a?,  y),  est  déterminée  par  la  formule 


s  =  -j\/l^^dy^-chgy^ 
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On  peut  donc  construire  s  au  moyen  de  la  logarithmique.  Huygens  a  remarque  (I.  c.) 
la  propriété  que  cette  équation  exprime  et  il  a,  en  outre,  donnó  une  règle  pour  constiaiire  s, 
oíi,  au  lieu  de  la  logarithmique,  est  directement  emplnyée  la  tractrice  donnée. 

II  resulte  encore  de  formule  qu'on  vient  d'obtenir  et  de  celle  qui  determine  R  la  reiaticn 


R2  +  c2  =  c2e  ' 

qui  est  Véquation  intrinseque  de  la  tractrice. 

La  distance  yi  du  centre  de  gravite  de  Tare  AM  à  rasymptote  est  donnée  par  la  formule 


y-^ 


sj     ^    *      logc  — logy 


o 
424.     Le   volume    du    solide   infini    engendre  par   Tespace   corapris  entre    la  courbe,  la 
droite  OA  et  Tasymptote,  en  tournant  autour  de  cette  asymptote,  est  determine  par  la  formule 


fyy"^    ,         l 


V  =  TC  /    -^  dy  =  -^  Tic^ 
o 

donc,  le  volume  V  est  égal  au  quart  de  celui  de  la  sphlre  de  rayon  O  A  (Huygens). 

L'aire  de  la  surfaee  engendrée  par  Tare  de  la  courbe  compris  entre  le  point  A  et  le 
point  M  correspondant  aux  coordonnées  (x,  y),  en  tournant  autour  de  rasymptote,  est 
donnée  par  la  formule 

U  =  2%ry /T+f' dx  =  2- r^ Vl+y'-' dy  =  2tc (c-y); 

o  <: 

donc,  les  valeurs  des  surfaces  décrifes  par  AM,  A]M',  etc.  sonl  proj^ortionnelles  aux  segmenta 
compris  entre  le  point  A  et  les  pieds  des  perpendiculaires  baissées  de  M,  M',  etc.  siir  OA 
(Huygens,  1.  c,  p  421).  Si  le  point  M  est  situe  à  Tinfini,  Taire  considérée  est  égale  à  27c  c^. 
La  surfaee  de  révolution  qu'on  vient  de  considérer,  connue  par  le  nom  de  pseudo-sphere, 
fut  étudiée  par  Beltrami,  qui  a  remarque  le  role  qu'elle  joue  dans  Tinterprétation  de  la  Géo- 
métrie  de  Lobatchevsky,  conime  on  peut  le  voir  dans  un  mémoire  important  qu'il  a  publié  sur 
ce  sujet  dans  le  Giornale  di  Matematiche  (Napoli,  t.  vi,  1868). 

425.  La  tractrice  est  la  trajectoire  orthogonale  des  cercies  de  rayon  égal  à  c  ayant  les 
centres  sur  Taxe  des  abscisses. 

En  efFet,  Téquation  différentielle  de  cette  trajectoire  resulte  de  Télimination  de  a  entre 
les  équations 

[x  —  af  +  7/-  =  c^,      (x  —  a)dy  =  y  dx, 
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qui  (lonne 

c'e8t-à-dire  Téquation  clifFérentielle  de  la  tractrice. 

426,  La  tractrice  est  une  brachistochrone  pour  leu  forces  situées  dans  un  plan  et  perpen- 
diculaires  à  ttne  droite  existante  dans  ce  plan,  quand  ces  forces  sont  proportionnelles  aux 
distances  des  points  d'application  à  cetíe  droite. 

Eu  eíFet,  en  prenant  pour  axe  des  abscisses  la  droite  donnée  et  en  supposant  que  la  force 
qui  agit  siir  le  point  (a;,  i/)  est  égale  à  ki/,  il  resulte  du  príncipe  des  forces  vives 


Par  conséquent,  en  représentant  par  t'   le  temps   que   le  mobile  emploie  pour  aller  d'uii 
point  donné  à  Tautre  et  par  a  et  p  les  ordonnées  de  ces  points,  on  a 


M 


l+x'^      , 


En  appliquant  maintenint  la  méthode  des  variations  à  cette  intégrale,  on  voit  que  Téqua- 
tion  différentielle  de  la  courbe  cherchée  est 

dx*  y-  —  c- 

oii  a  designe  une  constante,  quon  doit  déterminer  par  la  condition   de    la  courbe  passer  par 
Tun  des  points  donnés. 

Cette  courbe  est  donc  une  tractrice  lorsque  on  a  c'^-\--7-  =  0  (M.  Haton  de  La  Goupil- 

lière  :  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  de  Paris,  t.  xxvill). 

427.  La  tractrice  est  un  cas  particulier  d'une  classe  de  courbes  rapportées  à  des  axes 
formant  un  angle  6  et  définies  par  la  coiiditiun  d'êlre  constante  la  puissance  des  côtés  du 
triangie  forraé  par  la  tangente,  Foidonné  du  point  de  contact  et  la  sous-tangente,  courbes  qni 
ont  été  cunsidérées  pa,r  M.  Duran  Loriga  (Intcrmédiairé  des  mathématiciens,  t.   iv,    p.  148). 

En  représentant  par  x  et  y  les  coordonnées  du  pciint  de  contact  et  par  Xg  Tabscisse  du 
point  oii  la  tangente  coupe  Taxe  des  abscisses,  les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangie  men- 
tionné  sont 

v/p+7^^-^F-^27(íõ— «yõõse,     \y\,     \xq  —  x\, 
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et,  puÍ8qu'on  a  x^  —  x^  —  y—j — ,  réquation  qui  exprime  la  constance  de  la  puissaiice  de  ce 
triangle  est 


En  intégrant  cette  équation,  on  obtient  celle-ci ; 


«=  — -^  cose  + 


v/?3p_eIog-?±l5lEZ], 


oíi 

,^        4c^ 
?        4-cos2e  ' 

qui  represente  les  courbes  considérées. 

En  posant  dans  cette  équation  d  =  -q-,  on  obtient  eelle  de  la  tractnce. 


IV. 
La  syiitraetriee. 

42$.  Considérons  un  point  B  (jig.  109)  de  ia  tangente  MN  à  la  tractrice  et  représen- 
tons  par  c  la  longueur  de  MN  et  par  a  la  longueiir  de  BN.  La  courbe  décrite  par  B,  quand 
Ia  tangente  MN  varie,  a  restant  constante,  est  nommée  i^ynlractrice. 

D'après  une  Note  de  M.  Loria,  iiisérée  à  la  Bibliothecu  mathemafica  [3."  série,  f.  vii, 
p.  270),  cette  courbe  fut  envisagée  par  Poleni  en  1729  dans  VEpistolarum  mathematicarum 
fasciculus  et  fut  étudiée  par  Riccati  en  1755  dans  les  Banoniensi  Commentarii. 

On  trouve  Téquation  de  cette  courbe  en  remarquant  d'abord  qu'on  a,  (a;,  y)  représentant 
les  coordonnées  du  point  B  et  (X,  Y)  celles  du  point  M, 


aY  =  cy,     a;-X  =  l/c2-Y«-v/a2-/, 
et,  en  éliminant  ensuite  X  et  Y  entre  ces  équations  et  celle  de  la  tractrice: 


X  +  vV-Y2  =  clog 
L'équation  de  la  syntactrice  est  donc 


c-f-/c2-Y-^ 


I     /-ã ^         I       a-\-<^a^  —  y^' 

X  -f  i/tr  —  y^  =  c  log 2— 
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429.  Ou  voit  aiséiuent,  eii  tenint  conipte  de  la  dérintion  de  la  courbe  et  des  rdation? 

djc         ip-  —  ac  d-x       a[ia  —  2c)  jy^  +  a-c] 

que  Ia  syntractrice  possède  un  axc,  qui  coim-ide  avec  celiii  des  ordonníes,  et  une  asymptote,  qui 
coincide  avec  Taxe  des  abseisses,  et  qa"elle  peut  pren  ire  deux  firmes  ditférentes.  Si  a<c, 
elle  coupe  Taxe  des  ordonnées  à  un  s-eul  point,  dont  les  coorduiinées  sout  (O,  a),  oii  la 
tangente  est  parallèle  à  1'asyiiiptote,  et  elle  a  deux  points  d'inflexiun,  djnt  les  ordonnées  sont 

égaies  à  «VZ-õ •  Si  a>c,  elle  a  sur  Taxe  de?  ordonnées  un  sjmmet   et  un  noeud,   et 

Y      íiC  —  Cl 

elle  possède  une  boucle.  Dans  ce  dernier  cas  la  courbe  n'a  pas  de  points  d  inflexion  réels,  et 
elle  possède  sur  la  boucle  deux  points,  correspondants  au  valeur  y  ac  de  y,  oíi  la  tan- 
gente est  perpendicuiaire  h  rasymptote. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  syntractrice  a  pour  expression 

1  i- 

^ ^  a\[a-2c)y^  +  ac'-\^  _ 

y[{a  —  2c)y^^-a^c] 

430.  Les  valeui's  des  aires  de  la  courbe  peuvent   être  obtenues   au  m  lyen    de  Tégalité 

/i/2  —  ac  1        , a  V 

^rrp %  —  y  y  ^--  -f^-^  (- - 2c)  are sin  ^  , 

d'ou  il  resulte  que  la  syntractrice  est  qiiarrable  algéiiriq)ienient  qnand  a  =  2-,  et  que,  dans  les 
autres  cas,  sa  quadrature  dépead  de  celle  du  cercle. 

Eu  particulier  si  a<c,    Taire  A  de  Tespace  compris  entre   la  courbe   et   Tasymptote  est 
déterminée  par  Téquation 

A  ^  2  f  Jlzi!!  cJy=^aT  ,2c  -  a). 
J     Va-  —  y  ^ 

a 

Si  al^c,  cette  formule  determine   la    ditieren -e  entre  l'aire  de  Tespaee  compr's   entre  la 
courbe  et  l'asymptote  et  l'aire  de  la  boucle. 

La  détermination  de  la  longueur  des  ares  de  la  co;irbe  dépend  du  calcul  de  riutégra'e 


ou,  en  posant  ^\=  ^ 


t/(«-2c)//-+«c-  j^ 


^J  t\'c^-t 


laquelle  est  exprimable  par  les  fonctions  élénientaires. 
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431.  Les  propriétós  spéciales  de  la  syntractrice  correspondante  a  a  —  2c  furent  étudiées 
par  j\J.  d'Ocagne  <lans  les  NouveUes  Annnles  de  Mathématiques  (1891,  p.  82),  et  par  M. 
Cifarelli  dans  le  Giornale  di  Matcinatiche  (t.  xxxvi,  1898,  p.  183).  Dans  ce  cas  particulier 
les  formides  qu'on  vient  d'oblenir  se  simplifieiít  beaucoup.  Ainsi,  les  expressions  du  rayon 
de  courltiire  R  et  de  Faire  A  se  réduisent  à  celles-ci: 

c2 
R  =  --,     A  =  0: 

y 

donc,  retire  de  la  honcle  et  Vaire  de  Vespace  compris  entre  la  courbe  et  Vasijmiytote  sont,  dans 
ce  cas,  égales. 

Les  coordonnées  dii  centre  de  coiirbure  sont 

X,=---V4c'-9J-+c\cig '—,        yi=  y-{.  . 

^  y  ^       y 

Mais  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  de  la  tractrice  au  point  (X,  Y),  correspondant 
à  («,  ?/),  sont  (n.°  421) 


^.  ,      c  +  v/c-^í-Y^        ,      2c  +  l/4c2-y2  2cS 

Ai  =  clog ^ =clog ~t        \\  = 

^  y  y 

Par  conséqiient  on  a 

a;i  =  Y(«  +  Xi),     2/1  =  y(?/  +  Yi). 

Donc,  le  centre  de  courhure  de  la  synfraclrice  considérée,  correspondant  au  p)OÍnt  {x,  y), 
est  siíné  au  milieii  du  segment  de  droite  compris  entre  ce  jwint  et  le  centre  de  courbure  de  la 
tractricc,  correspondant  au  jioint  (X,  Y). 

Ces  deux  propriétés  de  la  syntractrice  correspondante  à  a  =  2c  ont  été  déniontrées  géo- 
niéti'iqnement  par  M.  dOcagne  dans  Técrit  nientionné. 

La  longueur  de  Tare  conijiris  entre  le  sommet  et  le  pcint  (x,  y)  est  alors  détenninée  par 
la  ftinniile 


,  =  2c^ f  ^-^^  =  c  log  ^'^±l^f^  . 
J        y\^Ac^-f-  y 

y 

En  éliminant  y  entre  cette  équation  et  celle  qui  determine  R,  on  obtient  Véquation  intrin- 
seque  de  la  courbe  envisagée,  savoir  : 

R  =  ^(.^+e"^ 

au  moyen  de  laquelle  elle  a  été  définie  et  étudiée  par  M.  Cifarelli. 
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La  courbe  considérée  appartieiít  donc  à  la  classe  de  courlíes  définies  par  Téquatioii  iiitrin- 
sèque 


envisagées  par  le  même  géoinètre  dans  Téfi-it  mentionné  ci-dessus.  Cette  équalion  conipreiíd 
aussi  la  chalnette  d'égale  résistancfí,  qifon  va  étudier  aux  paragraphes  smvants. 


V. 


Chainette  dYffalc  rósistaiico. 


432.     On    donne    le    nom    de    chtunetfe   rVéijule    résis'ance    à    la   courbe    représentée    par 
réquation 


y  =  —  alugcos  —  ) 


Y<~^<^>' 


car  cette  courbe  represente  la  forme  que  preiíd  un  ti!  pesant,  flexible  et  inextensible,  attaché 
par  ses  extrémités  à  deux  poiíits  fixes,  quaiid  la  densité  ou  Tépaisseur  varient  de  niaiiière 
que  la  résistance  à  la  rupture  reste  constante  en  tous  les  points.  Le  problème  de  la  déter- 
mination  dun  fil  satisfaisant  à  cette  condition  a  été  résolu  par  D.  Gilbert  dans  un  travail 
insere  aux  Plii/losopliical  Tnmsactions  of  the  E.  Society  of  London  (1826,  p.  202)  et  par 
Bobillier  et  Finck  dans  une  Note  publice  dans  les  Annales  de  Gergonne  (1826-1827,  t.  xvn, 
p.  61).  Dans  le  premier  de  ces  écrits,  Tauteur  a  en  vue  létude  de  léquilibre  des  ponts  sus- 
pendas, et  pour  cela  it  a  fait  acconipagner  la  solution  du  problème  de  tables  qui  facilitem 
Fapplication  des  résultats  obtenus  à  cette  qiiestion;  les  auteurs  du  second  travail  ont  exposé 
en  même  teraps  la  solution  du  même  problème  et  les  principales  propriétés  géoraétriques  de 
la  courbe.  Ces  propriétés  ont  été  reti'ouvées  plus  tard  par  Guderraann  dans  un  Mémoire  sur 
les  fonctions  liyperboliques  inséré  au  Journal 
df.  Crelle  (t.  VI,  1830,  p.  333),  ou  la  courbe 
considérée  est  désignée  })ar  le  nom  de  loni/itn- 
dinale;  et  le  problème  mentionné  fut  résolu  de 
nouveau  par  Coriolis  dans  une  petile  Note  in- 
sérée  au  Journal  de  Liuuville  (t.  i,  1836,  p.  7õ), 
et,  avec  plus  de  details,  par  j\I.  Oollignon  dans 
une  communication  à  TAssociation  frani;aise  {Con- 
grès  de  Rouen,  1883,  ]).   102). 

La  chainette    d'éKale    résistance    a  la  forme 


L' 


représentée  dans  la  figure  110.   EUe   est  symé- 


Fiy.  110 
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trique  par  rapport  à  Taxe  cies  ordoiiiiées  et  est  tangente  à  l'axe  des  abscisses  au  poiíit  O; 
les  druites  KL  et  K'L',  correspondantes  aux  équations  x  =  +—a~,  en  sont  des  asymptotes ; 
elle  ne  possède  pas  de  puints  d"iiiflesion. 


433.     On  a 


y  =  tang  --  ■> 


et  par  conséquent  Tangle  -íj  de  la  tangente  au  point  {x,  y)  avec  Taxe  des  abseisses  est  deter- 
mine par  Téquation 


X 
a 


La  valeur  du  rayon  de  courbure  au  niême  point  est  donnée  par  Ia  formule 

X        cos  C? 
cos  — 
a 

d'ou  il  lésulte  t^ue  la  projeclion  du  seijmait  de  la  normule  comj)r!s  entre  le  point   {x,  y)    et  le 
centre  de  courbure  sur  Vuxe  de  la  courhe  est  constante. 

434.     La  longueur  de  Tare  de  la  courbe  compris  entre  le  point  O  et  le  point  [x,  y)  peut 
être  caleulée  par  Téquation 


/-•*      dx 
s=  I 


u 


=  a  log  tang  (£  +  -^  j  =  «  log  tang  (y  +  -|- 


On  obtient  au  nioyen  de  eette  éqiiation  et  de  celle  qui  préeède,  Téquation  intrinsèque  de 
la  courbe,  en  remarquant  qu'on  a 


et  par  conséquent 


s  s         sec 


sé( 


a     1  a 

e    -\-  e        = 


'(t+í) 


tang^-^-f -|-j         sin/Y  +  ^ 
Done,  1'équation  cherchée  est 


IZ  ^  cos  !p 

2. 


R=yU°+e 


s  s 
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et  il  en  resulte  que,  si  la  chainette  d'égale  résistance  roule  sur  un  droite,  le  centre  de  courbure 
correspondant  cm  point  de  contact  avec  cette  droite  engendre  la  chainette  ordinaire. 

435.     La  valeur  de  Taire  coinprise   entre   la  courbe,    la   droite   OK  et  Tasymptote  KL 
peut  être  calculée  par  ia  formule 


a-  Tr 

A  =  —  a      ^  log  cos  —  dx  =  —  a'^  j  -  iog  cos  t 


dt, 


ou  f  = 

a 

F)ur  calculer  la  valeur  de  cette  intégrale,  nous  employerons  l'analyse  suivante   (Todhun- 
ter :  A  Treatise  on  lhe  Integral  Calculus,  1883,  p.  65): 
On  a 

5t  r  X 

r~¥  \     rT        /gj^  9t\  1    r^  t. 

;      log  cos  í  c?<  =  —  /      [og\'—^]dt  =  —  log  sin  2<  cZí  — -2"  log  2, 

o  0  0 

et,  en  posant  2í  =  ti, 


O 

Par  conséquent 


/       logsin  2<áí  =  —  /     log  sin  íi  c?íi  =    /       iogsiníidíj. 


/       logco3<íí<=    /       logsin<cZ<  =  — ^log2. 
o  o 

La  valeur  do  Paire  considérée  est  donc  déterminée  par  Téquation 


A  --=  -;^  a-x  log  2 . 


VI. 
Les  courbes  des  siiius,  des  tanscntcs  et  des  secantes. 

436.     On  appele  courhe  des  sinits  ou  sinusóide  la  ligne  définie  par  l'équation 


(1)  y  =  asm- 


X 
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Cette  courlje  fut  étudiée  pour  la  première  fois  par  Roberval,  sous  la  désignation  de  com- 
2)agne  de  la  cycloíde,  dans  ses  recherches  siir  cette  deniiòre  ligne.  II  en  a  determine  les 
tangentes  par  la  méthode  cinématique  qu'il  avait  inventée,  dans  le  Méinoire  qii'il  a  consacré 
à  Texposition  de  cette  méthode  (Mémoires  de  VAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  i.  vi,  p.  82), 
et  il  a  résolu  divers  problèraes  sur  ses  aires  et  sur  les  volumes  de  ses  solides  de  révoliition, 
qu"on  verra  ci-dessous,  dans  les  travaux  quil  a  consacrés  à  ia  théorie  de  la  cycloíde  (1.  c, 
p.  361  et  383). 

La  courbe  des  siniis  fut  aussi  rencontrée  par  le  nicnie  géomètre  dans  ses  recherches  sur 
la  courbe  qui  resulte  de  Tintersection  d'un  cylindre  de  révolution  avec  une  sphòie  tangente, 
ayant  le  centre  sur  la  surface  du  cylindre  (1.  c,  p.  293  à  310).  II  a,  en  effet,  dénionti-ó  que 
la  transformée  de  cette  ligue,  quand  on  développe  la  surface  du  cylindre  sur  un  piau,  est  la 
oompagne  de  la  cycloíde.  On  peut  démontrer  cette  proposition  par  les  méthodes  niodeines  de 
la  maniòre  suivante. 

Prenons  pour  plan  xy  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cylindre,  passant  pai-  le  centre 
de  la  sphère,  pour  plan  xz  le  plan  mené  par  ce  memo  point  et  par  cet  axe,  pour  piau  yz  le 
plan  perpendiculaire  au  précédent  passant  par  le  même  axe.  Les  équations  du  cylindre  et 
de  la  sphère  sont 

ou,  en  représentaut  par  t  langle  forme  par  la  projection  du  vecteur  du  point  (x,  y,  z\  de  la 
courbe  avec  Taxe  des  abscisses, 

x=ò<:x)st,     y  =  hs\nt,     z^^  +  -^sii)  — • 

Les  coordonnées  (X,  Y)  du  point  de  la  transformée  correspondant  au  point  (x,  y,  z)  sont 
donc  déterminóes  par  les  équations 

X  =  6^     Y  =  s  =  +2òsin4' 
dont  il  résultt' 

Y  =  ±2isin§. 

Les  recherches  de  Roberval  sur  la  cycloíde  et  sa  compagne  ont  été  mentionnées  par  Jler- 
senne  en  1637  dans  sa  Harmonie  univevselle  et  ont  été  publiées  après  sa  niort.  D'après  This- 
toire  de  la  cycloíde  de  Pascal  (Oeuvres,  ed.  Hachette,  t.  IIJ,  p.  337  et  340),  Roberval  a 
considere  ces  courbes  et  a  trouvé  le  théorcme  qu'on  vient  de  démontrer  vers  1630. 

La  courbe  des  sinus  fut  étudiée  aussi  par  Wallis  dans  son  traité  De  cyclvide,  publié 
en  1659  {Opera,  t.  i,  p.  556)  et  dans  la  deuxième  partie  de  son  traité  De  motu,  paru  en 
1670,  oíi  sont  cousacrées  plusieurs  pages  à  la  théorie  de  cette  courbe  (1.  c,  p.  752-800).  II  a 
donné  de  nombreuses  propositions  sur  ses  aires,  sur  les  volumes  de  quelques-uns  de  ses  solides 
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de  révuliiliou,  siir  les  centres  de  gravite  de  ces  aires  et  de  ces  solides,  etc.  L'éminent  géo- 
mètre  a  encore  démontré  (p.  557  et  7G5)  que  la  courbe  considérée  est  la  transformée,  dans 
le  déveioppemeiU  d'uii  cyliiulre  droit,  de  Tellipse  qiron  obtient  en  coupant  ce  cylindre  par  un 
plan.  Cette  proposition  a  été  attribuée  par  Chaales  (Aperçu  historigiie,  1875,  p.  139)  à  Pitot, 
qui  Ta  retrouvé  dans  un  Mémoire  presente  en  1724  à  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris 
(Histoire  de  VAcaãêmie  des  Sciences  de  Paris,  1724,  p.  107),  oíi  il  a  démontré,  en  outre, 
que  la  ](rc)jection  d'ime  hélice  fraeée  sur  un  cylindre  de  lévolution  sur  un  plan  parallèle  à 
Taxe  est  aussi  une  sinusóide.  Cette  dernièi'e  proposition  será  déniontrée  plus  loin;  Tautre  va 
être  déniontrée  toiít  de  suite. 

Prenons  poiír  axe  des  z  Taxe  du  cylindre,  pour  plan  xy  le  plan  perpeudiculaire  à  cet 
axe  passant  par  le  point  O  oii  il  est  coupé  par  le  plan  de  la  section  considérée,  pour  axe  des 
y  rintersectiou  des  deux  plans  quon  vient  de  nientionner,  et  pour  axe  des  x  la  droite  per- 
pendiculaire  au  plan  zy.  Les  coordonnées  {a:,  y,  z)  d'un  point  M  de  la  section  sont  détermi- 
nées  par  les  équations 

a;  =  asin6',     ?/  =  acos6,     z  =  a;  tango», 

ou  a  represente  le  rayon  cie  la  base  du  cylindre,  to  Tangle  forme  par  le  plan  de  la  section 
avec  le  plan  xy,  et  6  Tangle  de  Taxe  des  y  avec  la  projection  du  vecteur  OM  du  point  M 
sur  le  plan  xy. 

Les  coordonnées  (X,  Y)  du  point  corres])ondant  à  M  dans  le  développement  du  cylindre 
sont  par  conséquent  exprimées  par  les  équations 

X  =  aÔ,      Y  =  z  =  a  tang  co  sin  6. 

Pour  completer  maintenant  la  démonstration  du  théorème  énoncé,  il  suffit  de  remarquer 
qu'il  resulte  de  ces  équations,  par  rélimination  de  6,  Téquation  de  la  sinusóide. 


437.  La  sinusóide  est  composée  d'une  suite  d'arcs  égaux  à  OAB  (jiy.  111),  alternative- 
ment  si'ués  (run  côté  et  de  Tautre  de  Taxe 
des  abscisses.  La  corde  OB  de  Tare  OAB 
est  égale  à  mx,  et  cet  are  est  symétrique 
par  rapport  à  la  droite  AP.  Les  coordon- 
nées du  point  A  sont  (—-m~,  a\    et  à   ce 

point  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des 
abscisses.  La  courbe  a  un  nombre  infini 
de  poiuts  d  intlexion,  qui  eoTncident  avec 
les  poiuts  O,  B,  .  .  .  oíi  elle  coupe  Taxe 
des    abscisses,    et    en    ces    points    on    a 


Fig.  111 


tango)  =  +  — ,  (1)  représentant  Tangle  forme  par  la  tangente  avec  l'axe  des  abscisses. 
m 

La  sous-tangente,  la  sous  norinale,    la  longueur  de  la  tangente  et  la  longueur  de  la  nor- 
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inale  sont  données  pnr  les  forinules 


s.= Jr,-  s.^f./íTzy. 


N  =  -^  l/m-  +  a-'  —  w- ,      i  =  y  1  / ^ 

et  le  rayon  de  courbure  est  determine  par  cette  autre: 


-,         (Wl2  +  a2  — «2)2          „i2N3 
K  = ^ ; • 

my  y* 

438.     L'aire  de  l'espace  compris  entre  la  courbe,  l'axe  des  abscisses  et   Tordonnée  du 
point  (íc,  y)  peut  être  calculée  par  la  formule 

A  =  am  ( 1  —  cos  — 

II  en  resulte  que  la  valeur  de  Taire  comprise  entre  la  courbe    et  la  corde   OB  est  égale 
à  'ima.  L'aire  du  triligne  forme  par  la  courbe,  par  la  norraale  au  point  A  et  par  la  tangente 

au  soramet  consécutif  i—m-,    — «j  est  égale   à   wiax;  dono  cette  aire  est  égale  à  la  moitié 

de  celle  du  rectangle  forme  par  les  normales  et  les  tangentes  à  deiix  sommets  consécutifs  de 
la  courbe  (Koberval:  1.  c,  p.  392).  Ce  résultat  est  d'ailleurs  géométriquement  évident. 

Le  volume  du  solide  S  engendre  par  le  triligne  qu'on  vient  de  considérer,  en  tournant  auf our 
de  la  droite  représentée  par  Téquation  y  =  —  a,  est  determine  par  Téquation 


3?íi~ 

3 


Y^T.a^-í    ^   Un  —  +iydx  = 


jma-r.^; 


ce  volume  est  donc  à  eeliii  du  eylindre  cireonscrit  à  ce  solide  comme  3  à  8  (Roberval,  1.  c, 
p.  392). 

De  même,  le  volume  du  solide  S{  engendre  par  Tespace  OAB,  en  tournan  tautour  de  OB, 
est  determine  par  la  formule 

\^  =  — ^ —  . 


En  transportant  l'origine  des  coordonnées  au  point   P,    Téquation    de  la  courbe  prend  la 
forme 

a?) 

?/j  =  a  cos» —  1 
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et  par  conséquent  le  volume  du  solide   S2  engendre  par  le  triligne  mentionné  ci-dessus,  en 
tournant  autour  de  AP,  est  determine  par  la  formule 

x\dy^=m'^aT? — 2~   j    xiyi  dxi  ^  nr  arJ^  —  2a~  j    xj  cos — dx[, 

OU  (Uoberval,  1.  c,  p.  410) 

V2  =  m-'  ait  (--^  -  4)  =  ^-  (^2  -  4), 

ou  V  represente  le  volume  du  cylindre  circonscrit. 

De  même,  le  volume  du  solide  S3  engendre  par  Tespace  AOP,  en  tournant  autour  de  AP, 
est  determine  par  la  formule 


V3=T 


:    /    x\dy^=  —  27:    /    Xiij]  dx\  =  ar.m- (r^  —  2). 


Les  théorèmes  de  Roberval  fiirent  généralisés  par  Wallis  (1.  c),  qui  a  determine  1'aire 
de  Tespace  compris  entre  la  eourbe,  Taxe  des  abacisses  et  une  parallèle  quelconque  à  Taxe 
des  ordonnées,  et  qui  a  determine  les  volumes  des  solides  qu'on  obtient  en  coupant  les  solides 
de  révolution  S,  8i,  S-2  et  S3  par  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  de  rotation. 

439.  Les  centres  de  gravito  des  aires  et  des  solides  qu'on  vient  de  considérer,  fiirent 
determines  par  Wallis  dans  le  traité  De  nwtu,  cite  ci-dessus.  Parmi  les  théorèmes  sur  cette 
question  donnés  par  Téminent  géomètre,  nous  mentionnerons  ceux-ei : 

1."  Le  centre  de  gravite  de  Vaire  bornée  par  la  courhe  et  j)«r  la  carde  OB  est  situe  sur  AP,  à 

la  ãisfance  -^-  de  P. 

o 

On  a,  en  effet,  en  représentant  par  ij'  Tordonnée  de  ce  centre, 

y  =  -— /      y-  dx  =  ^-  • 

(i 

.  ,    7         7- 1      .  •     .  •    7      7-  (õt:- — ]G)« 

1°   Le  centre  de  iirtívile   du   solide  b^    est  situe   sur  son  a.re,  d  la  dtstance  — -. dit 

4  (---4; 
sommet  A. 


Cette  proposition  resulte  di'  Tégalité 

\.2!/i  =  -j    x-t?jidi/^  = ^  j    a-,  sm  — c/a; 


oii  l/l  represente  lordonnée  du  cenli'e  de  gravite  chu^clié. 

VOL.   V 
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3."  ie  centre  de  nravilé  du  solide  S3   est    situe  sur  son  axe,  à  la  distance  -^ —  dti. 

^  16 

sovimet. 

En  représentant  par  y'l  l'ordonnée  du  point  cherché,  on  a,  en  effet, 

^  3  y.  =  -J   x;  y,  dy,  =  -  ^^^^  j    a-,  sin  -  ^-  r/x,  =   y^  -  (--  -  4). 
n  ">" 

440.  La  rectifieation  de  Ia  courbe  des  sinus  dépend  d'une  intégrale  elliptique  de  deu- 
xième  espèce.  On  a,  en  effet,  pour  determinei-  Tare  conipris  entre  le  point  O  et  le  point  (a?,  y), 
Téquation 


ou,  en  faisant  7/  =  «sin'í',  h  — 


s 
O 

a 


=  i/  a^  +  wí-  /  '^  V^T  — /v^sin='!?  d'f 


ou 

s  =  A.E(/í,  ç), 

oii 

A  =  [/a^  +  ví\     E  {k,  'f)  =    /'■^  t/l-/c-^sin^cp  fZ-f , 

(I 
On  vient  de  voir  que  la  longueur  de  i'arc  considere  est  égale   à  celle   d'un  are  d'eliipse ; 
par  conséquent  au  théorème  de  Fagnano  relatif  aux  ares  de  cette  courbe   il   correspond  un 
théorème  relatif  aux  ares  de  la  sinusóide,  que  nous  allons  déduire. 
On  a  (fifj.   111) 

OM  =  AE  {k,  'f ),     OM'  =  A E  {k,  '{>),     OA  =  AE  (it,  -^-j  , 

et  par  conséquent  régalité 

„  -r^  í .      T-\        k^  sin  ta  cos  cp 

E  {k,  o)  +  E  (k,  '!^)  -  E  ik,  -    =  ;.,   .  1-  > 

déniontrée  dans  Ia  tbéorie  des  intégrales  elliptiques,  donne 

OM  +  OM'  -  O  A  =  OM  -  AM'  =  ^IÍ°^I , 
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quand  les  angles  '{>  et  '\t  soiit  lies  par  la  relation 


cos  '-f  cos  '|i  =  sin  '^  siii  'y  vi  —  A;-. 
Or,  011  a 


AA;^  sin  Cp  cos  9  i/Va-—y'  y- 

T  représeiitaiit  la  loiígueui-  de  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M.  Doiie 

2 

quand 


OM-AM'-  ^, 


tang  'f  tang  '}  = 


Mais,  si  MT  est  la  tangente  à  la  courbe  au  point  JI,  MN  la  normale,  et  QL  une  perpen- 
diculaire  à  cette  normale,  menée  par  le  pied  de  Tordonnée  de  M,  on  a 

7j  =  MQ  =  T  sin  JITO,     QL  =y  sin  NMQ  =  ij  sin  JITÒ. 

Uonc 

OM-AM'  =  QL. 

441.     On  appele,  respectivement,  courbe  cies  tangentes  ou  tangentoide  et  courbe  des  secantes 
ou  sécantoide  les  lignes  définies  par  les  équations 

y  =  a  tang  --  ,      i/  =  a  séc  —  • 

La  courbe  des  tangentes   a   un  nouibre  intini   de   branches  égales.  Celle  qui  correspond 

aux  valeurs  de  x  coraprises  entre ^  et  — —  coupe  I  axe  des  abscisses  a  1  origine  des  coor- 

données,  oíi  elle  a  une  infiexion,  et  ce  point  est  un  centre  de  la  courbe.  Les  droites  correspon- 
dantes  aux  equations  £c  = —  et  «  =  — j^-  en  sont  des  asymptotes. 

La  courbe  des  secantes  a  aussi  un  nombre  inlini  de  branches.  Celle  qui  correspond  aux 

,            ,                     .                         fnr.  m-  ,     .  ^  .  i>  ^  i        . 

valeurs  de  x  comprises  entre ^  et     ^  est  syinctnque  par  rapport  a  1  axe  des  ordonnees 

et  coupe  cet  axe  au  point   (a,  0),    ou   la   tangente   est   paiallèle   à   Taxe   des  abscisses.  Les 

droites  représentées   par   les    équations  a;  = --et  a;  = —j- sont  asymptotes  de  cette  bran- 

che  de  la  courbe. 

La  courbe   des    tangentes  est   une  de  celles   à   laquelle   Barrow   a   appliqué   la  méthode 
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générale  des  tangentes  exposée  dans  ses  Lectiones  geometricae  (1669,  leçon  x).  EUe  fiit  envi- 
gagée  aussi,  sous  le  nom  de  ji<jnre  des  tangenies,  par  Cotes  dans  V Harmonia  menstirarinn 
(1722,  p.  78  et  81),  oh.  il  a  calcule  Taire  A  de  Tespace  compris  entre  Ia  courbe,  Taxe  des 
abscisses  et  Tordonnée  d'im  point  donné,  et  le  volume  V  du  solide  que  cet  espace  engendre 
en  tournant  autour  de  Taxe  des  abscisses.  Les  valeurs  de  cette  aire  et  de  ce  volume  sont 

X                        í               cc 
A  =  —  j)i  log  cos  —  )     V  =  T.11^    m  tang x 

m  \  m 

La  quadrature  de  la  courbe  des  secantes  fut  obtenue  par  J.  Gregory  dans  ses  Exercita- 
tiones  geometricae,  publiées  en  1668,  oíi  il  a  réduit  cette  quadrature  à  ceile  de  Tliyperbole, 
et  par  conséquent  au  calcui  des  logarithmes.  On  a,  en  eíFet.  en  représentant  par  A|  Faire  de 
Tespace  compris  entre  Tare  limite  par  les  points  (O,  0)  et  (x,  y),  Taxe  des  abscisses  et  Tor- 
donnée  du  dernier  point, 


r^    dx  1    ,      1  +  siu  X      ,  í  lí 

Ai=  /    =^'og:, , =  logcotl  — ■ 

/     cus  X        2         1  —  sma;  \4 


Huygens,  ayant  été  araené  à  s'occuper  de  ce  mêrae  problèrae  par  celui  de  la  chaínette, 
a  donné  une  mcthode  pour  calcuier  Ai  approximativement  [Oeuvres,  t.  X,  p.  192).  Le  pro- 
blème  de  ia  quadrature  de  la  courbe  des  secantes  fut  aussi  envisagé  par  Cotes  (1.  c,  p.  79), 
qui  a  appelé  cette  ligne  figure  des  secantes. 


VII. 
Sur  lii  courbe  \sm{x-\-iy)\  =  c. 

442.     La  courbe  déíínie  pnr  Féquation 
(1)  I  sin  (£C  +  »)/)  I  ==c^ 

ou  c  represente  une  constante,  i  Fimaginaire  V  —  1  et  |  sin  (a;  +  i2/)|  le  module  de  sin  (aj-J-i^), 
joue  un  role  fundamental  dans  la  théorie  du  développement  des  fonctions  anaiytiques  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  du  simis  de  la  variable,  comme  on  peut  le  voir  en  deux 
travaux  que  nous  avons  publiés  sur  ce  sujet  dans  les  Mémoires  de  V Acaãémie  des  Sciences 
de  Madrid  (t.  xvill,  1897,  p.  96)  et  dans  le  Journal  de  Crelle  (t.  Cxvi,  p.  16),  ou  nous  avons 
fait  en  même  temps  l'étude  de  cette  ligne. 
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L'équation  (1)  peiít  être  iiiise  sous  'a  forme 

j  sin  a;  cos  iy  +  sin  iy  cos  x\  =  c, 


Oll 


ou 


.     .  .e-ii  —  e-V  .         e~i  +  e'J 

sin  I II  —  —  i ; )     cos  í  y  = i 

2  2 


(2)  sin"^ X  cos-  iy  —  cos-  x  sin-  iy  =  c-. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  ne  varie  pas  quand  on  remplace  x  par  x-\-~,  et 
par  conséquent  y  est  une  fonction  périodique  de  a;,  à  période  égale  à  x;  poiírtant  il  siiffit  de 
considérer,  dans  Tétiide  de  la  courbe,  la  branche  correspondante  aux  valeurs  de  x  coiiiprises 

entre  — ^  et  -^ .  On  voit  encore,  aii  luoyen  de  la  niême  équation,  que  la  courbe  est  symé- 

trique  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées. 

Cela  pose,  supposons  premièrement  c^l. 

La  branche  considérée  de  la  courbe  coupe  alors  Taxe  des  y  à  deux  points  dont  les 
ordonnées  sont  égales  à  +  log  (c  +  v  c- +  1),  et  Taxe  des  x  à  deux  points  dont  les  abscisses 
sont  égales  à  +ai"csinc. 

Mais,  en  remplaçant  dans  Téquation  (2)  sin^í_y  par  1— cos^í^,  on  troiive 

(3)  cos-  iy  =  c-  +  cos-  X, 

et  par  conséquent 

e-  y  +  e-" 


=  +  \/c^  -j-  cos^a; , 

ou 

y  =  Iog[+ l/  c'^ -|- cos- a:;  + /c*  —  sin-xj. 

Donc,  réquation  cartésienne   de   la  bi'anche   de   la  courbe   qui  donne  pour  y  les  valeurs 
+  log(c  +  l/c^ -f-1),  quand  x  =  0,  est 

(4)  y  =  ±lt'g  L  v'c"  +  cos-a;  -f  j/c-  — sin-x  j. 

On    voit    d'abord,    au    moyen    de  cette  équation,   que,  quand  x  varie    depuis  O  jusqu'à 
are  sin  c^  y  décroit  constarainent  depuis  log(c  +  Vc^  +  l)  jusqu'à  0. 
En  difFérentiant  Téquation  (3),  on  obtient  celle-ci: 


isin  '2.iy 
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qui  determine  les  tangentes  à  la  courlte,  et  fait  voir   qu'elle  coupe  orthogonaleraent  les  axes 
des  coordonnées. 

Pour  obtenir  les  points  d'inflexion  de  la  ligne  considéróe,    remarqiions  que  Téquation  (5) 
donne,  en  différentiaiit  et  en  posant  ensuite  y"  —  0, 

sin^  2x  cos  2ii/  =  cos  '2x  sin^  2it/, 

et  que  Téquation  (2)  peut  être  mise  seus  la  forme 

cos  2ii/  =  2c^  +  cos  2a?. 

Les  coordonnées  des  points  d'inflexion  sont  déterminées  par  ces  cquations.  Or,  eu  éiiini- 
nant  y  entre  elles,  on  obtieut  cette  autre : 


(6)  cos2a.'  =  -c'±l/c4-l, 

d'ou  il  resulte  que  la  courbe  ii"a  pas  de  points  d'inflexion  réeis  quand  c^]. 

On  conclut  de  tout  ce  qui  precede  que,  lorsque  c^l,  la  courbe  représentéepar  Téquation  (1) 
est  composée  d'un  nonibre  infini  d'ovales  convexes  égaux,   ayant  pour  centres  les  points  cor- 

respondants  aux  coordonnées  (U,  0),    (O,  ±ir),  (O,  ±  2k), Chacun  de  ces  ovales   a  deux 

axes  de  symétrie,  Tun  coíncidant  avec  l'axe  des  abscisses,  et  Tautre  parallèle  à  Taxe  des 
ordonnées,  et  ces  axes  sont,  respectivement,  égaux  à  2arcsinc  et  2\og(c -\-V^c^-\-l). 

Supposons  maintenant  c>  1.  On  peut  voir,  au  moyen  d'une  discussion  semblable  à  celle 

qu'on  vient  d'empl(iyer,    que   la  courbe  est  alors    composée   seulement   de   deux   branches, 

syraétriquement  disposées  par  rapport  à  Taxe  des  abscisses,  et  qui  s'étendent  jusqu'à  Tinfini 

dans  les  sens  des  abscisses  positives  et  négatives,  en  faisant  une  suite  d'ondulations  d'ampíi- 

tude  égale  à  -.  L'ordonnée  prend  une  valeur  maxirae,  égaie  à  log  (c  +  Vc^  -\-  1),  dans  les  points 

ou  05  =  0,   +1Í,   +2t^,  ...,  et  une  valeur  minime,  égale  à  log(c  +  v/c-— 1),   aux   points   ou 

13  5 

íB  =  Í-õ"^,  i  ^  ~,  i-^t,    .-..    La  courbe  envisagée   a   dana    ce  deuxième  cas  des  points 

d'ínflexion  réels,  dont  les  abscisses  sont  déterminées  par  Téquation  (6). 
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VIII. 


La  quadratíce  de  Diiiostratc. 

443.     On  designe  sons  le  nora  de  quadratrice  de  Dinoxtrate  la  coiirbe  engendrée  par  im 
point  M   qui  se   déplace  sur  le    pjan  YOX 
(fig.     112)   de    nianière   que   se    vérifie    en 
tous  ses  positions  i'égalité 


(1) 


OP 
OD 


BOJI 
liuií 


D  étant  iin  point  fixe.  En  représentant  par  a 
le  segraent  OD,  par  6  Tangle  MOY  et  par 
(x,  y)  les  coordonnées  de  M,  on  a 


X        26 

(2)  v  =  afecte,     — -= 

a         ~ 


et  par  conséquent  réquation  cartésienne  de  la  courbe  est 


(3) 


?/  =  a7cct 


2a 


II  resulte  de  ce  qui  precede  qu'on  peut  construire  cette  courbe  en  divisant  les  angles 
des  axes  des  coordonnées  en  2,  4,  8,  16,  32,  ...  parties  égales  et  en  déterminant  ensuite 
les  points  qui  sont  situes  sur  chacune  de  ces  droites  par  Téquation  (1). 


444.     On  peut  obtenir  aisénient,  au  moyen  de  la  dernière  équation,  la  forme  de  la  ligne 

considérée. 

On  voit,  en  premier  lieu,  en  posant  «  =  0,    que   cette  ligne  coupe  Taxe  des  ordonnées  à 

2a 

\n\  point  B  (ji<j.  113),  dont  Tordonnée  est  égale  à  — ,    et  que,    en  ce  point,    la   tangente   est 

parallèle  à  Taxe  des  abscisses.  On  voit  aussi  qu'elle  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des 
ordonnées. 

Quand  x  varie  depuis  O  JHsqu'à  2a,  y  décroít  constamment  depuis  BO  jusqu'à  — co,  et 
le  point  {x,  y)  décrit  Tare  infini  BDO,  qui  coupe  Taxe  des  abscisses  au  point  D,  dont  les 
coordonées  sont  {a,  0),  et  qui  a  pour  asymptote  la  droite  PQ,  correspondante  à  Téquation  x=2a. 

Quand  x  varie  depuis  2a  jusqu'à  Aa,   y  décroit    constamment  depuis  oo  jusqu'à  — <x,  et 
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le  point  (x,  y)  déerit  la  branehe  infinie  GFG'  de  la  courbe,  qui  coupe  Taxe  des  abscisses  au 


Fig.  113 


point  F,  dont  les  coordonnées  sont  Çòa,  0),  et  qui  a  pour  asymptotes  les  droites  PQ  et  P"Q", 
correspondantes  aux  équations  a3  =  2a  et  x  =  Aa. 

En  continuaiit  de  même,  on  obtieiít  une  suite  de  branches  égales  à  celle  qu'on  vient  de 
considérer. 

On  voit  au  raoyen  de  Féquation  de  ia  courbe  et  de  Téquation  y"  =  0  que  les  coordonnées 
des  points  d'inflexion  sont  déterminées  par  les  équations 


■RX 


—  =tang-^,     y- 


2a 


donc,  la  quadratrice  de  Dinostrate  possède  un  nombre  infini  de  points  d'inflexion,  situes  sur 
la  parallèle  à  Taxe  des  abscisses  qui  passe  par  le  point  B. 

445.  Lhistoire  de  la  courbe  qu'on  vient  d'envisager,  est  liée  à  celle  des  probièmes  céle- 
bres de  la  trisection  de  Tangle  et  de  la  quadrature  du  cercle,  dont  les  anciens  géomètres  se 
sont  occupés  à  bien  de  reprises.  EUe  fut  employée  par  Hippias,  géomètre  qu'on  suppose  avoir 
vécu  dans  la  seconde  moitié  du  IV  siècle  avant  J.  C,  pour  résoudre  le  premier  des  pro- 
bièmes nientionnés,  d'après  deux  passages  des  livres  iii  et  iv  des  Commentaires  de  Proclus. 
Plus  tard,  la  même  courbe  fut  employée  par  Dinostrate  et  Nicomède  pour  résoudre  le  pro- 
blème  de  quadrature  du  cercle,  et  elle  fut  par  ce  motif  nommée  quadratrice  par  ces  géomètres. 

Les  méthodes  suivies  par  les  anciens  géomètres  pour  résoudre  au  moyen  de  la  courbe  (3) 
les  probièmes  de  la  division  de  Tangle  en  trois  parties  égales,  ou,  en  general,  en  deux  autres 
qui  soient  dans  un  rapport  donné  k,  et  celui  de  la  quadrature  du  cercle  furent  exposées  par 
Pappus  dans  le  livre  IV  (n."^  xxx  à  xxxii)  des  CoUections  mathérnatiques. 


41 


L'application  de  cette  courbe  aii  premier  problème  est  une  conséquence  imraédiate  de  sa 
définition.  Soit  MOB  (jig.  112)  Taiigle  donné,  BAÍD  la  quadratrice  et  P  la  projection  de  M 

sur  OX.  Prenons  siir  cette  dernière  droite  un  point  Q,,  tel  que  —7^0'  =  ^,  et  ensiiite  menons 

par  ee  poiat  la  p;irallèle   NQ  à  OY,    et  iiiarquons  le  point  N  011  elle  coupe  la   quadratrice. 
L'angie  NOB  est  Tangle  clierehé,  On  a,  en  eíFet, 

OP  _  2M0B         QQ  _  2N0B        OQ  _ 
OD  ~       X       '    "ÕD"  ^       í       '     OP  ~   ' 

et  par  conséquent 

^^«     -Ic, 


MOB 


Pour  résoudre  le  problème  de  la  trisection  de  Tangle  MOB,  il  suffit  de  faire   daiis  cette 

construction  OQ  =  -^OP. 
o 

Pour  voir  eomrae  on  résout  au  niojen  de  la  courbe  considércy  le  problème  de  la  quadra- 
tura du  cercle,  remarquons  que  Tégalité  OB  =  '^-  determine  la  valeur  de  ::,  quand  on  connaít 

l'ordonnée  du  point  ou  la.  courbe  rencontre  Taxe  OY.    Cette  solution   est  toutefois  purement 

tliéorique,    car  on  ne  sait  pas  tracer    la   ligne  considórée  par   un  mouvement  continu.  Cette 

circonstance  fut    dójà  remarquée    dans    Tantiquité    par    Sporo,    d'après   rapport   de   Pappus 

2« 
(livre  IV,    n.°  xxxi).    Pour   établir   la  vérité   de   Tégalité   OB  =  — ,    Pappus    a    employó   la 

démonstration  par  exaustion.    On  peut   voir  cette  démonstration,  sous   une  forme  moderne, 

dans  VHistoire  ães  Mathématiques  de  M.  Zeutlien  (1902,  p.  62). 

Voiei   encore   un   autre    problème    que    Pappus   a    résolu   au    moyen    de   la    quadratrice 

(prop.  40"):  tracer  j}»}-  deux  poiíits  donnéu  H  eí  K  une  circonfêrence  telle  que  le  rapport  entre 

la  longueur  de  Vare  compris  entre  ces  p)OÍnts  et  celle  de  la  corde  soit  égal  à  un  nombre  donné  k. 

Pour  résoudre  ce  problème,  traçons  un  cercle  ayant  le  centre  au  point  O  et  un  rayon  ON  tel 

que  ON  =kOB.  Le  rapport  de  Tare  de  ce  cercle  compris  entre  le  point  N  et  le  point  C,  symé- 

trique  de  N  par  rapport  à  OY,  et  de  la  corde    CN   est   égal  à  k.    En  eíFet,    la  seconde   des 

2a 
relations  (2)  et  la  relation  OB  =  —  donufiit 


OQ  2a  OB        1 


ON.NOB       NO.r       ON       k 
et  par  suite 

CN  1 


ON.NOC        A- 


Hl  on  tire  donc  par  ies  puints  donncs  11  tt  K  deux  droites   formant  avec  la  perpendiculaire 

VOL.    V  F 
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à  HK,  menée  par  le  inilieu  E  de  ce  segment,  cies  aiigles  égaiix  à  BON,  le  point  oii  elles 
se  coupent  est  le  centre  du  cercle  clierclié. 

Pappiís  a  encore  ajoiíté  aux  propositions  siir  la  quadratrice  qui  avaient  été  découvertes 
par  ílippias  et  Diiiostrate,  cette  aiitre  (prop.  28°): 

Si  Von  coupe  l'hélico'ide  gaúche  jyar  nn  plan  passimt  par  ime  génératrice  et  si  l'on  projette 
la  section  sur  un  plan  perpjendiculaire  á  Vaxe  du  cTjVmdre  ou  est  située  Vhélice  directrice,  ou 
ohtient  la  quadratrice  de  Dinostrate. 

Cette  proposition  s^-ra  démontrée  au  rliapitre  de  cet  ouvrage  oíi  será  étudiée  Tliélice 
cylindriqiie. 

Les  anciens  géoniètres  considóraient  seuleinent  la  partie  BD  de  la  coiirbe  qu'on  avait 
besoin  d'empluyer  poiír  résoudre  les  problèmes  mentionnés  ci  dessus.  Roberval,  le  premier,  a 
considere  toute  la  branche  CBC  (fig.  113)  et  en  a  determine  les  asymptotes  PQ  et  P'Q',  dans 
le  llémoire  sur  les  tangentes  que  iious  avons  déjà  souvent  c-ité  [Mémoires  de  V Académie  des 
Sciences  de  Parti',  t.  vi,  p.  òl).  Plus  tard,  mais  avant.la  publication  des  travaux  de  Roberval, 
le  P.«  Léotaiid  a  aiissi  envisagé  la  continiiation  de  la  courbe  au  dela  des  points  B  et  D  et  a  re- 
trouvé  les  asymptotes  PQ  et  P'Q',  dans  un  écrit  qu'il  a  consacré  à  cette  courbe,  intitule:  Líber 
in  qiio  mirabiles  quadraíricis  facidlates  variae  exponuntiir,  publié  en  1G63,  comme  appendice 
à  sa  Ci/clumathia. 

446.  La  quadratrice  de  Dinostrate  est  une  des  courbes  auxquelles  Roberval  a  appliqué  la 
méthode  cinémalique  des  tangentes  exposée  dans  le  Ménioire  que  nous  venons  de  mentionner. 
Huygens  [Oeuvres,  t.  x,  p.  440)  et  AVallis  (Opera,  t.  ii,  p.  401)  cn  ont  determine  aussi  les 
tangentes  par  la  même  méthode. 

II  resulte  des  relations  (2)  que  la  courbe  considérée  est  engendrée  par  l'intersection  de 
deiix  droites  OM  et  JIP  (fi(j.   112),  dont  une  tourne  autour  de  O  et  l'autre  se  déplace  paral- 

lèlenient  à  OY,    avec  des  vitesses  constantes  étant  dans  le  rapport  de  ---  à  a.  Pour  tracer  la 

tangente  au  point  j\[,  il  suttit  doiic  de  prendre  sur  les  droites  1\IS  et  ML,  respectivement  perpen- 

(liculairc-s  à  OY  et  OM,  deux  segments  ]\IS  et  JIL  qui  soient  dans  le  rapport  de  a  pour  --r-. 

La  diagonale  MT  du  ]iarallélogramnie  construit  sur  ces  segments  est  Ia  tangente  demandée. 
On  trouve  au  moyen  de  Téquation  de  la  tangente  à  ia  courbe  que  cette  droile  coupe  Taxe 
des  ordonnées  à  un  point  determine  par  Téquation 


OU. 


2«sin-  —— 
za 


qui,  en  tenant  corapte  de  la  second  des  équations  (2)  et  de  la  relation  a;  =  OMsin  6,  peut  être 
rédnite  à  la  forme 

^^,      OM-^6       OM 
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(O  représentnnt  la  loiígueur  de  Tare  du  cercie  de  rayon  OM,  ayant  le  centre  àrorigine  des  coor- 
données,  compris  entre  point  M  et  Taxe  des  oi-donuées.  Oette  égalitc  a  été  eniployée  par 
Fermat  {Oeuvres,  t.  iir,  p.  145)  pour  déterminer  la  tangente  à  ia  courbe  au  point  M. 

447.  La  quadratrice  de  Dinostrate  fut  envisagée  par  Newton  dans  ia  lettre  à  Oldenboiírg 
du  13  juin  1676,  publiée  dans  ies  Opera  omnia  de  Leibniz  (t.  iii,  1768,  p.  36).  Le  grand 
géomètre  y  fait  application  des  séries  à  la  détermination  de  ses  points  et  de  ses  tangentes,  et 
au  caicul  de  ses  aires  et  de  la  iongueur  de  ses  ares.  Voiri  ies  resultais  qu'il  a  obtenus: 

_  «2    _       a,*  2a;« 

^"''""3^  4Õ^ã  945  c 5    "■■  ■' 

Y  =  c  -L  -^—  -I \ - \- 


A  =  fx- 


x^  2x' 


)c         22b  c^         6615  c5 


*~'^"^27c'^  ■   2Õ25F"^  89025cfi"^""'' 

ou  c  represente  i'ordonnée  du  sommet  B  de  la  courbe,  Y  celle  du  point  U,  oíi  la  tangente  au 
point  M  coupe  son  axe,  A  i'aire  de  1'espafe  OBJIP  (jig.  112)  compris  entre  la  courbe,  l'axe 
des  ordonnées  et  l'ordonnée  du  point  M,  et  s  la  Iongueur  de  i'arc  BM. 

On  oblient  la  première  série  eii  développant  ie  second  nierabre  de  (3).  On  obtient  ensuite 
Ies  autres  en  développant  Ies  seconds  menibres  des  égalités 

ij  õ 

en  tenant  compto  des  déveioppenients  de  ?/  et  ?/'.  Les  coefficienis  des  teruies  généraux  des 
trois  premières  séries  dépendent  des  nombrt-s  de  Bei'nouIli;  cehii  de  la  dernière  série  est  três 
complique. 

L'aire  A|  de  Tespace  DBD'  eompiús  enlre  la  quadrati'ice  et  Taxe  des  abscisses  peut  être 

exprimóe  sous  une  forme  finie.  On  a,  en  i-ftVt,  en  p  .sant   J^     =t, 

r"  -r  í  2a\ ^    '^ 

Ai  =2      íccot  ^j     ,Jx  =  2(-^)    I   ~icA<tfdf, 

Ú  o 

et  par  conséquent,  en  intégrant  par  parties  et  en  tenant  eompte  d'un  rcsultat  obteiiu  au 
n."  435, 


Ái=-2(^^y  f~^  \ogsmtdt  =  ~\og2. 
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448.     La  qunclratrice  de  Dinostrate  apparíient  à  la  classe  de  courbes  définics  par  l'équa- 
tion 

y  =  x  cot  -c-  (x-\-  a), 

oíi  a  represente  une  constante.  Ces  lignes  fiirent  étiidiées  par  M.  Fouret  dans  ies  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques  (3.°  série,  c.  v,  1886,  p.  39j,  ou  il  a  fait  voir  qirelles  coineident 
avec  Ies  projections  orthogonales  des  sections  j)lanes  de  Thélicoide  gaúche  sur  un  pia»  per- 
pendiculaire  à  Taxe  de  eette  surface.  Celte  propoíition,  qui  est  une  généralisation  du  théo- 
rème  de  Pappus  inentionné  ei-dessus,  será  démontrée  plus  loin. 


IX. 
La  oourbo  ólastique  ou  líiitéaire. 

449.  On  designe  sous  le  nom  de  coiirbe  élaslique  ou  courbe  lintéaire,  par  des  motifs 
qu'on  verra  ci-dessous,  la  ligne  dont  le  rayon  de  courbure,  à  un  point  quelconque,  est  inverse- 
ment  proportioíinel  à  Tabscisse  de  ce  point.  Cotte  ligne  est  dono  représentée  par  Féquation 
différentielle  de  deuxième  ordre 


f  2x 

oíi  a>0,  et  par  conséquent  par  cclle  de  preniier  ordre 


ar^  +  c  =  a 


/T+7' 


J  ii+y'r 

ou 

(1)  [«._(,,.  +  e)2](jy'  =  ^2  +  e. 


dont  i!  resulte 


Pour  déterminer  la  forme  de  la  courbe  détinie  par  Téquation  (1),  prenons  un  point  de 
cette  courbe  pour  origine  des  coordonnées  et  envisageons  premièrenient  larc  correspondant 
à  Téquation 

o 
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Soit  c>  O  ou  c  =  0.  On  voit  dabord,  en  tenant  compte  de  la  notion  d'intégrale  définie, 
que  la  valeur  de  y  est  imaginaire  quand  Cya,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x;  nous  suppose- 
rons  donc  qu'on  a  c  <  a.  Dans  ee  cas,  la  même  variable  devient  imaginaire  quand  x^  >a  —  c; 
donc  la  courbe  représeatée  par  (2)  ne  s'ótend  pas  au  dela  des  points  M  et  M'  (fig.  114),  dont 
les  abscisses  sont  égales  à  /a— c   et  —\/a—c.    Le  point   O  est  un  centre  de   la  courbe,  vu 


J 

M 

p' 

0 

_^ 

i  ^ 

^^ 

P 

M7 

Viy.  114 


Fig.  llõ 


que  ia  vari;ible  y  cliange  de  signe  avec  la  limite  supérieure   x   de   Tintégrale.   II   resulte  de 
réquation  (I)    que    le  coéfficient   angulaire   de   la   tangente  au  point   O  est  égal  à 


que  la  courbe  ne  possède  pas  de  points  ou  la  tangente  soit  parallèle  à  Taxe  des  abscisses  et 
que  les  tangentes  aux  points  M  et  M'  sont  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées. 

On  voit  de  même  que,  si  c  <  O  et  «  >■  |  c  |^  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  115, 
oíi  O  est  encore  un  centre  et  ou  Tabscisse  OP  de  M  est  égale  à  V  a  —  c.  Dans  ce  cas,  la 
courbe  possède  deux  points  N  et  N'  ou  la  tangente  est  parallcle  à  Taxe  des  abscisses,  lesquels 
correspondent  aux  valeurs  v  — c  et  — V — c  de  x.  Les  tangentes  aux  points  M  et  M'  sont, 
comnie  dans  le  cas  prccédent,  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées. 

L'arc  M'OM  des  figures  114  et  11.')  ne  represente  pas  couaplétement  la  fonction  réelle  et 
continue  définie  par  Téquation  différentielle  (I),  et  par  la  condi tion  initiale:  y  =  0  quand  03  =  0. 
En  prt^mier  lieu,  remarquons  que  la  courbe  possède  deux  bi-anches,  syraétriquement  placées 
par  rapport  aux  axes  des  abscisses,  qui  vérifient  cette  condition  initiale,  lesquelles  corres- 
pondent aux  deux  signes  du  radical  dont  dépend  -^.    En   second   lieu,    la    branche    qu'on 

vient  de  considérer  ne  teimine  pas  aux  points  M  et  M'.  En  faisant  varier  x  depuis  Va  —  c 
jusqua— /a  — c  et  en  prenant  MP  pour  valeur  initiale  de  Tintégrale  de  (1),  c'est-à-dire 
en  déterminant  y  par  Téquation 


«     {x^  +  c)  dx 


■MP,     a  =  \/a  —  c, 


on  obtient  un  aiitre  are  de  la  courbe,  qui  satisfait  à  1'équation  difiFórentielle  envisagóe  et  qui 
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est  symétrique  de  MOM',  par  rapport  à  la  parai lèle  à  Taxe  des  abscisses  menée  par  le 
point  M.  En  continiiaiit  de  même,  on  obtient  une  courbe  qui  s'élend  jiisqu'à  Tinfini  daiis  les 
directions  des  ordonnóes  positives  et  négatives,  et  qui  forme  une  suite  d'ondulations,  ayant 
alternativement  ies  sommets  à  la  droite  MP  et  à  la  droite  M'P',  auxquelles  elle  est  tan- 
gente en  tous  ces  sommets. 

Les  tangentes  et  les  normales   à  la   courbe  envisagée  peuvent  être   construites    par   des 
procedes  qui  résultent  immédiatement  des  équations 

ay  ax 

oíi  T  et  N  représentent,  respectivement,  la  longueur  du  segment  de  la  tangente  compris 
entre  le  point  {x,  y)  et  Taxe  des  abscisses,  et  celle  du  segment  de  la  normale  compris  entre 
ce  point  et  l'axe  des  ordonnées. 

450.     L'intógrale  dont  dépend  la  variable  y  nè  peut  pas  être  exprimée  par  des  fonctiona 
élémentaires;  mais  on  peut  Texprimer  par  des  fonctions  eliiptiques,  conime  on  va  le  voir. 
Faisons  a;^  =  v~'.  II  vient 

(ci)+  \)dv 
2\/  a?  —  c^ 


,    2  c 

et,  en  posant  mamtenant  v  =  í +  -77 ^ 5-' 

'■  ò       a^  —  c^ 

c         p  {ct-\-ai-^\)dt 

^  ~  \'á^  -  c\l       (et  +  a)  [/'4t^-g,f~gi 

dt  r  dt 


} 


ou 


\/«'-cHj      \/At^-g,t-g~2       J     (cí  +  a)/4í3_5r,<_5,J' 


4(c2  +  3a2)  8c(9rt2  — c2) 


Par  conséquent  y  dépend  d'une  intégrale  elliptique   de  2}>'e''nière  espèce   et   d'une  autre  de 
troisième  espece,  ayant  la  forme  normale  adoptée  par  Weierstrass. 

Pour  représenter  raaintenant  y  par  des  fonctions  eliiptiques,  posons 


r 


dt  dt 

=  u,     t  =  pií,     — ^=^^==^  =  —  du, 


s/At:^-g,t-g~2  ^4,t^^g,t-g2 
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p?t  dósigiiant   la  fonction    elliptique   de  Weierstrass  correspondante  aux  invariants  gt    et  g-i. 
On  a 


ou,  en  faisant  — ==  —  pi;. 


!/  = 


v/a«- 


1    r"     du 


c  í    p«— p 


ou,  en  applicjuHtit  l'égalité  connue  (Halplien :   Traíté  des  fonctions  elliptiques,  t.  I,  p.  138) 


Z(u-v)-r(u  +  v)  +  2Zv  = "^ — , 

p?í  — pv 


et  en  remarquant  que  %u  est  Tintégrale  de  — pít, 

1 


y  = 


Cette  formule  et  celle-ci: 


3  (m  —  d) 

^  (j(ll-\-v) 


acp'v  +  log  — — ■ — ^,  +  2ií  Zv 


]■ 


et  -\-  a        pw  —  py 


«xpriment    x-   et    ?/   en    fonction    du  paianiètre    u,    au   moyen    des  fonctions   elliptiques    de 
Weierstrass. 

451.     La  longueur  de  Tare  de  la  courbe  élastique  compris  entre  ToEigine  des  coordonnées 
«t  le  point  (íc,  y)  est  dóterminée  par  Téquation 


/■  ^  adx 

J    /«"-(«^- 


cf 


ou,  en  tenant  couipte  des  formules  obtenues  au  n."  précédent, 

dt 


s  = 


[/a^  -  c2 


\/4t3-git-gi        l/«2_c2 
í 

Xies  racines  ei,  ea  et  ea  de  Téquation 

4í^  —  5'!  ^  — í/s  =  O 
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sont  déterminées  par  les  formules 

3«  +  c  2c  _      c  — 3a 

'"=-3(«._c2)'    '^^=-3(«*-c*)'     '^-3(«^-c2)' 

et  on  a  ei>e-2>e3.  La  période  réelle   2ío   des   fonctions  elliptiques  eonsidérées  ci-dessus  est 
donc  égale  à 


/ 


dt 


\/it^  —  git-gi 


La  valeur  que  t  prend  au  point  M  est  égale  à  ei ;  et  par  conséquent  la  longueur  si  de 
l'arc  OM  a  pour  expression 

a 

II  resulte  de  Texpression  de  s  obtenue  ci-dessus  et  de  tliéorèraes  bien  connus  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques,  que  les  ares  de  la  courbe  élastique  peuvent  être  divises  algébrique- 
ment  en  n  parties  égales.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  veut  diviser  Tare  OM  en  deux  parties 

égales,  on  doit  faire  ii=~i  et  ensuite  déterminer  l'abscisse  du  milieu  de  Tare  considere  par 
la  formule 


qui,  en  tenant  compte  de  Tégalité  (Halphen :  1.  c,  p.  50) 


(u  . 3rt  +  c  4-  3  \,'2a  (a  +  c) 

i'Y  =  «i  +  n«í-e2)(ei-É3)  = 'í,l^d'-c^) ' 

se  réduit  à  celle-ci : 

\/2ã(a  +  c)  — (a  +  c). 

452.  L'équation  (1)  represente  la  forme  prise  par  une  lame  élastique,  prismatique  et 
assez  mince,  quand,  Tune  des  extrémités  étant  fixe,  on  applique  au  centre  de  Tautre  une 
force  située  dans  le  plan  perpendiculaire  à  la  largueur  de  la  lame.  On  peut  voir  la  solu- 
tion  de  ce  problème  dans  le  Traité  de  Mécanique  (1833,  t.  i,  p.  600)  de  Poisson,  oíi  il  donne, 
pour  représenter  la  courbe,  Téquation 

dy  (2òíc-íc2). 


dx        \/a^  —  {2bx  —  x^)^ 
qu'on  peut  réduire  à  la  forme  (1)  au  moyen   d'un  changement  de  Torigine  des  coordonnées. 
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Le  problème  de  la  courbe  élastiqiie  fut  proposé  par  Jacques  Bernoulli  eii  1691  dans  les 
Acta  eruditorum  {Opera,  t.  i,  p.  451)  et  fut  résolu  par  lui-même  en  1694  dans  un  Mémoire 
imblié  dans  le  raême  recueil  (1.  c,  p.  576).  Dans  ce  Mémoire,  il  démontre  d"abord  que  ee 
])roblème  est  équivalent  au  problème  inverse  des  courbures,  quelle  que  soit  la  relation  entre 
la  tension  en  une  section  de  la  larae  parallèle  à  Textrémité  fixe  et  la  distance  de  ces  deux 
plans;  ensuite  il  eonsidère  spécialement  le  cas  ou  cette  tension  est  proportionelle  à  la  dis- 
tance mentionnée.  Dans  ce  dernier  cas  la  forme  prise  par  Taxe  de  la  lame  est  représentée 
par  Téquation  (1);  mais  Téminent  géomèíre  a  pose  comme  condition,  dans  Ténoncé  du  pro- 
blème, que  la  lame  prenne  une  position  tclle  que  la  tangente  au  point  d'npplication  de  la 
force  soit  perpendiculaire  à  la  même  for^je,  et  pour  cela,  au  lieu  de  Téquation  (1),  il  a 
obtenu  le  cas  particulier  correspondant  à  c  =  0.  Par  ce  motif,  Huygens  a  observe  que  cette 
solution  n'est  pas  suffisauiment  générale,  dans  une  Kttre  à  Leibniz  du  24  aoút  1694,  dont 
líernouUi  a  eu  connaissance,  ce  qui  a  ameiíé  ce  dernier  géomètre  à  s'occuper  de  nouveau  du 
niême  problème  en  1695  dans  les  Acta  eiiidiíorum  [Opera,  t.  i,  p.  639),  oii  il  a  doiiné 
ióquation  (1).  Jacques  Bernoulli  a  encore  revenu  sur  la  même  question  dans  un  travail  in- 
sere aux  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris  (Opera,  t.  ii,  p.  976),  oii  il  a  examine 
soigneusement  les  conditions  physiques  du  problème  et  a  donné  à  la  solution  une  furme  plus 
analytique.  Dans  le  deuxième  des  travaux  qu'on  vient  de  citer,  on  voit  plusieurs  propriétés 
de  la  courbe  envisagée.  Ajoutons  encore  que  Tauteur,  ne  pouvant  pas  exprimer  ?/  par  les 
fonctions  connues  et  soupçonnant  que  cette  réduction  n'était  pas  possible,  a  appliqué  les  séries 
au  calcul  de  cette  quantité. 

Jacques  Bernoulli  a  encore  retrouvé  la  courbe  élastique  en  cherchant  la  section  droite  du 
eylindre  forme  par  une  membrane  flexible,  de  forme  rectangulaire,  suspendue  par  deux  bords 
à  deux  côtés  opposés  d  un  rectangie  liorisontal  et  étendue  par  la  pression  d'un  liquide  pesant 
{Opera,  t.  I,  pag.  597).  Par  ce  motif,  on  a  donné  aussi  ;i  la  ligne  envisagée  le  nom  de  courbe 
lintéaire. 

Les  deux  problèmes  qu'on  vient  de  mentionner,  furent  étudiés  encore  par  Jean  Bernoulli 
dans  le  volume  correspondant  à  1694  des  Acta  eruditvriím  et  dans  les  Lectioncs  mathematicae 
(Opera,  t.  J,  p.  122  et  t.  iii,  p.  512),  oii  Ton  trouve  deux  résultats  remarquables.  Dans  le 
jiremier  de  ces  travaux  réniinfut  géomètie  démontre  que,  quand  c  =  O,  la  constiniction  de  la 
courbe  dépend  de  la  rectiíication  des  ares  de  Tellipse;  dans  Tautre  il  fait  voir  que,  en  quel- 
(pies  cas,  cette  construetion  dépend  de  la  quailrature  de  Tliyperbole,  c'est-à  dire  du  calcul 
des  logaritlimes.  On  a,  en  eífel,  quand  c  =  —  a 

La  courbe  élastique  fut  encore  rencontrée  par  Euler  en  cherchant  la  solution  des  pro- 
blèmes suivants,  qu'on  peut  résoudre  par  la  méthode  des  variations: 

í."  Etant  donnés  deux  points,  déterminer,  parmi    les  courbes   du  même   périniètre,   com- 
jirises  entre  ces  points  et  situées  dans  un  même  plan,    celle  qui,   en    tournant   autour   d'une 
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droitn  í-ituée  d.uis  le  uicme  plan,  engeiulre  le  solide  de  volume  iiiaxiiiie  (Metkodus  invenienJi 
Uneas  curvas  muximi  miiiive  ])roprktafe  gaiulentes,  1744,  cap.  V,  n."  46). 

2."  Détermiiier,  panni  les  courbea  du  mêrae  périínètre,  situées  dans  un  même  plan  et  limi- 
tant  des  espaces  de  la  même  aire,  celles  qui,  en  tournant  autour  d'un  axe  situe  dans  le  même 
plan,  engendrent  un  solide  de  volume  mnxiiiie  ou  minime  (1.  c,  cap.  vii,  n."  22). 

Dans  les  pi'oblèmes  sur  la  courbe  élastique  menlionnés  ci-dessus,  on  suppose  que  la  force 
est  perpendicidaire  à  la  lai'geur  de  la  lame,  comme  on  Ta  déjà  dit.  Le  problema  plus  génóral 
oíi  Ton  suppose  que  la  force  a  une  direction  quelconque,  fut  étudié  par  Binet  {Comptes  renãvs 
de  VAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  t.  XVIII,  p.  lllõ)  et  Wantzel  (1.  c,  p.  1197);  alors  la 
courbe  élastique  est  une  ligne  de  double  courbure,  dont  ces  géomètres  ont  obtenus  les  équa- 
tions  différentielles,  et  qu'ils  ont  réduit  aitx  quadratures.  Plus  tard,  Hermite  a  exprime  les 
coordonnées  des  points  de  ces  courbes  par  des  fonctions  elliptiques,  dans  son  beau  et  im- 
[jortant  Méraoire  Sur  quelques  opplications  des  fonctions  elliptiques  (Paris,   1885,  p.  93). 


X. 
Coiirlte  isochrone  paracentriquc. 

-J53.  II  fut  designe  par  Leibniz  par  le  nom  de  courhe  isochrone  paracentrique  la  ligne 
qui  est  la  solution  du  problèrae  suivant,  proposé  par  ce  même  géomètre  en  1689  dans  les 
Acta  eruditorum  : 

Clierclier  la  courbe  plane  quun  point  pesant  doil  décrire,  pour  que  sa  distance  à  un  point 
fixe  varie  ■proportionnellement  au  temps  empiloyé  á  parcourir  choque  are  de  la  courhe. 

Ce  problème  fut  rcsolu  par  Jacques  Bernoulli,  au  moytn  de  1'analyse  qu'on  va  voir,  daiis 
le  volume  correspondant  à  1694  du  même  recueil  ou  il  avait  été  proposé  {Opera,  t.  i,  p.  601 
et  608). 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  fixe  donné  et  pour  axe  des  ordonnées 
positives  la  verticale  qui  passe  par  ce  point  et  est  déi'igée  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et 
représentons  pnr  [x,  y)  les  coordonnées  du  point  mobile,  et  par  ;•  sa  distance  au  point  fixe. 
On  a,  d'après  lénoncé  du  ])roblèrae, 


dr        c^v/jC^  +  í/  1  fdx    ,       d.y\      , 


dt  dt  (4.2  -|-  ?^2      \dt       "^  dt 

k  représentant  une  quantité  constante ;  et,  en  vertu  d'un  tliéorème  três  connu  de  Mécanique, 
on  a  aussi 
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En  éliminant  (ít  entre  ces  équations,  on  obtient  cette  autre: 


(1) 


k^  (x2  +  f)  (dx"-  +  df)  ==2g(ij  +  h)  (xdx  +  ^f/^)2, 


qui  represente  la  courbe  qui  satisfait  au  problèine. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  constantes  h  et  k  sont  liées   par   la  relation   k-  =  2(jh. 
Alors  Téquation  difFérentieUe  de  la  courbe  prend  la  forme 


h  («2  +  y-)  {dx^  +  dl/)  =  {y  +  h)  (xdx  +  ijdi/Y-, 


'  011 


(2)  {xdx  +  i/di/)  \/y  =  \/li  {ydx  +  xdy). 

Poiír  intégrer  cette  équation,  il  fut  employé  par  Jacqins  Bernoulli  le  procede  suivant: 
Faisons 


il  vient 


et  par  conséquent 


liy  =  rz,     lix  =  V  V  h-  —  z- : 


vdx  —  xdy  = =^- ,      xdx  +  >idii  =  vdv. 


V     ~  du  - 


hdz 


\/z  (If^  -  z^) 


(3) 


En  intégrant  cette  équation  et  en  supposant  qu'un  ait  y  =  O,  quand  z  =  .íy,  on  trouve 

1  ,.,r  /■--      dz 


\/z{}Í^  —  z'^) 


ou,  en  posant  z  =  A  cos  2co, 


v  =  h\ 


["    /'"'      f/o 


i/cos  2(1 


On  voit  donc  que  le  calcul  des  valeurs  de  a*  et  y  dépend  de  la  rcctitication  dun  are  de 
ia  lemniscate  (n."  211i  envisagée  au  n.°  205,  que  Jacques  Bernoulli  fut  ainsi  amené  à  consi- 
dérer,  et  que  par  ce  niotif  a  reçu  le  nom  de  lemniscate  de  Bernoidli. 


454.     L'intégration  de  Téquation  difiíerentielle  (2)  peut  être  obtenue  par  une  analyse  plus 
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simjile,  en  tr;nisforraant  cette  équation  au  moyen  des  relatioiíà  íc  =  pcosO,  y  ==  p  sin  6.  II  vient 
ainsi 


(4) 


c/p         ,_    rfe 


et  par  suite,  en  intégraiit  et  en  déterminant  la  constante  arlDÍtraire  de  nianiòre  qu'on  ait  p  =  0, 
qiiand  6  =  6o,  on  a  V équation  polaire  de  la  courhe: 


(5) 


-Af  r  ^^  T 

0. 


qui,  en  faisant  &  =  ^^ 2o>,  jieut  être  niise  sous  la  forme 

'         L  j       V^cos  2o.  J 


valeiír   est    esrale 


V     sm  I 


L"arc  que  Téquation  (5)  determine,  quand  O  varie  depuis  O^  jusqu'à  -,  s'étend  du 
point  O  (fig.  116)  jusqu'à  un  point  Ai  situo  sur  Taxe  des  abscisses.  La  normais  à  eet 
are    en    un    point    quelconque    peut   être    obtenue    au    moyen   de    la   sous-normale,    dont    la 

~.    La  tangente   au  point  O  forme   avec  Taxe  des  abscisses  un 
1  o 

angle  égal  à  Ô^;  et  la  tangente  au  point  Ai  coincide  avec   cet  axe.    Cet  are  a  un  point  d'in- 

flexion. 

La  courbe  correspondante  à  la  fonction  réelle  et  continue  définie  par  {'équation  (4)  et  par 

la  condition  de  p  être  égal  à  O,  quand 
6=i5j,,  ne  s'arrête  pas  au  point  A|. 
Pour  la  continuer,  il  faut  faire  va- 
rier  6  depuis  tc  jusqu'à  O,  en  prenant 
pour  valeur  initiale  de  Tintégrale 
celle  qu'elle  prend  quand  ô  =  x.  On 
a  alors  Téquation 


Fig.  116 


cia 

v/sinÔ 


"-     M 


\/ú^6 


-   de 


V^sin  6 


V^J 


par  laquelle  on  determine  Tare  A\  A2  de  la  même  courbe,  tangente  en  A-2  à  Taxe  des  abscis- 
ses. En  continuant  de  même,  on  obtient  une  suite   intinie  d"arcs   de  la  courbe  envisagée,  si- 
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tués  au-clessous  de  Taxe  des  abscisses.  La  courbe  s'étend  donc  jusqu'à  Tinfini  dans  les  sens 
des  abscisses  positives  et  négatives  et  dans  le  sens  des  ordonnées  positives. 

455.     Les  coordonnées  des  points   de  ia  courbe  isochrone  paracentrique   peuvent   être 
représentées  par  des  fonctions  elliptiques.  En  posant,  pour  cela, 


on  a 


1    •  , 
sin-u)  =  -;T-sin- tp, 


P  =  - 


h  r 


d(f 


V 


/,    1  ■ , 


et,  en  taisant  ensuite 


J7 


d'f 


1 

2" 


1  ^::rSÍn^íp 


on  trouve 


mais 


donc. 


8 


p=í^Oí^-wg); 


3Ín  6  =  cos  2co  ^=1  —  sin-  '^  =  cn^  ti  / 


i„.=c„.y/5: 


On  a  ainsi  l'éqiiation  polaire  de  ia  courbe  sous  une  nouvelle  forme,  qui  rend  évident 
que,  quand  p  varie  depuis  O  jusqu'à  Tinfini,  6  varie  périodiqiiement  entre  O  et  t,  comme  on 
Tavait  déjà  vu. 

On  a  ensuite 

h  h 

a?  =  -g-  (m-  —  ?t- )  sn  w^     ^  ^  "8"  ^"'  ~  "õ)  <'"'  "• 
Le  module  de  ces  fonctions  elliptiques  est  égal  à  -^  v2. 


456.     Nous  ajouterons  encore  à  ce  qui  precede  quelques  renseignements  historiques. 

Dans  le  premier  des  travaux  que  Jacques  Bernoulli  a  consacrés  au  problème  de  Leibniz, 
il  fait  dépendre  la  construetion  de  la  courbe  de  la  rectification  des  ares  de  la  courbe  élastique. 
II  y  dit  encore  (1.  c,    p.  606)   qu'on  peut  réduire  cette  construetion   à   la   quadrature  d'une 
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courbe  algébrique,  mais  il  ne  s'arrête  pas  à  cette  deniière  métliode,  en  se  coiitentant  cVavoir 
réduit  le  problèrae  à  celui 'de  la  rectification  d'uiie  courbe  qu^il  avait  étudióe  d'iine  inaiiière 
approfondie  Et,  en  effet,  il  suffit  de  faire  z  =  íí-  daiis  réquation  (3j  poiír  obteiiir  celleci: 


v  =  h^ 


du 


Vh^ 


oíi  Tintégrale  represente  la  longueiir  d'un  are  de  la  courbe  élastique  (n."  451). 

Dans  le  niême  volume  des  Acta  eruditorum  oíi  la  solution  de  Bernoulli  a  été  publiée,  il 
fut  inséré  aussi  la  solution  que  Leibniz  (Opera,  Genevae,  1768,  p.  303)  avait  obicnue  de  son 
problème,  laquelle  est  fondée  sur  la  quadrature  de  la  courbe  représentée  par  Téquation 


v/aj  (/t^  —  £C-j 

Dans  les  observations  sur  la  solution  de  Bernoulli  exposées  par  Leibniz  dans  cet  écrit, 
Téminent  géomètre  se  rapporte  à  la  difficulté  de  la  construetion  de  la  courbe  élastique  qu'il 
faut  rectifier  pour  résoudre  son  problème.  Par  ce  motif,  Bernoulli  a  donné  bientôt,  dans  le 
raême  volume  des  Acta  ou  fut  publié  Técrit  de  Leibniz,  une  autre  méthode  pour  résoudre  le 
problème,  en  le  réduisant  à  celui  de  la  rectification  de  la  leuiniscate  (1.  c,  p.  608),  comme  on 
a  vu  ci-desaus. 

Le  problème  de  Leibuiz  fut  étudié  encore  par  Jean  Bernoulli  dans  le  méme  volume  des 
Acta  eruditorum  oii  furent  publiées  ]es  soliitions  de  son  frère  et  dans  les  Lectiones  mailicmaticae 
[Opera,  t.  i,  p.  119  et  t.  Ill,  p.  486).  Dans  ce  écrit  il  expose  la  nianière  d'obtenir  Téquation 
diíFérentielle  qui  traduit  la  question.  Dans  Taulre  il  retrouve  la  réduction  du  problème  à 
celui  de  la  rectification  de  la  leniniscate,  qu'il  définit  par  les  équations 

dont  il  i-ésulte  une  inanière  de  construire  cette  ligne  au  moyen  d"un  cercle  et  d'une  liyperbole. 
On  n'a  j)as  pu  intégi-er  Téquation  (1)  quand  k^^2f/h  ou  k-<2gh.  Mais  Huygens  a  re- 
marque, dans  une  letlre  à  Leibniz  publiée  dans  le  volume  des  Acta  eruditorum  correspondant 
à  1694  (Oeuvres  de  Hut/gens,  t.  X,  p.  668  et  671),  que  les  courbes  font  alors  un  nombre 
intini  de  ciroonvolutions  autour  du  point  O.  En  eíFet,  en  posant  dans  Téquation  mentionnée 
a'=  p  cos  6,  y=[j  sin  6,  il  vient 

(Â;2  -  2gh  -  2rj^  sin  6]  f/p-  +  k-o-  dd-  =  O, 
ou,  en  représentant  par  a  Tangle  de  la  tangente  avec  le  vecteur  du  point  de  contact, 

k-  —  2hg  —  2grj  sin  6  +  k-  tang-  a  =  0. 
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Les  coiirbes  considérées  peuvent  donc  être  représentées,  approximativement,  qtianrl  p  est 
três  petit,  par  celles  qui  correspondeiit  à  Téquation 

ou,  en  intégrant, 


or,  chacune  des  oourbes  représentées  par  cette  équation  fait  un  noiubre  infini  de  circonvolu- 
tions  autour  du  pOle,  quand  6  tetid  vera  1'infini. 


XI. 
Coiirbcs  de  Wallis.  Courbc  aaiiuna. 


4Õ7.  Oii  appelle  courbe  de  Wallis  la  ligne  dont  rurdonnée  jj  jirend  la  valeur  ?/=  1,  quand 
03=  1,  et  la  valeur 

_    2.3     2.5     2.7        2(2a;-l)      2^-'.l.:i..   (2j;-1) 
^~     1     ■    2    '"3  x-1     ~     1.2.3. ..(«-1)     ' 

quand  Tabscisse  x  est  égale  à  un  nombre  entier  positif  quelconque. 

L'inveution  de  cette  courbe  a  eu  Torigine  aux  travaux  de  Waliis  sur  Tiiiterpolation  ari- 
thmétique,  et  a  éte  communiquée  par  cet  éniinent  géomètre  à  Scbooten,  qui  à  son  tour  i'a 
fait  connaitre  à  Huygens.  Ce  dernier  géomètre  s'est  oc(  upú  de  cette  courbe  en  deux 
lettres  adressées  à  Schooteu  en  26  dccembre  1(502  et  17  janvier  1653  {Oeuvres  de  Huygens, 
t.  I,  p.  208  et  217),  ou  il  considere  inipossible  la  déterminatiun  d'une  courbe  géométrique  par 
les  conditions  indiquées  ci-dessus,  sans  la  connaissance  de  quelque  propriété  qui  determine  les 
valeurs  des  ordonnées  aux  points  intermédiaires  entre  1  et  2,  2  et  3,  .  .  .;  et  plus  tard  il  a 
exposé  les  niênies  idées  dans  une  lettre  adressée  à  Waliis  lui-même  en  13  juin  16Õ5  (I.  c, 
p.  331).  La  nianière  de  calculer  ces  ordonnées  intermédiaires  a  été  indiquée  par  ce  dernier 
géomètre  peu  de  tenips  après,  en  1655,  dans  sa  Ãrithmciica  infinitorum  {Opera,  t.  i,  p.  476), 
oú  eu  mèine  lemps  il  a  fait  voir  que  cette  courbe  est  uue  quadratrice  du  cercle  (prop.  192'^). 
Pour  cela,  il  a  employé  une  méthode  d'interpolation  três  ingénieuse,  par  laquelle  il  a  obtenu, 
pour  cbaque  valeur  non  entière  de  x,  une  suite  de  nombres  dont  la  limite  est  la  valeur  de 
Tordonnée  correspondante.  Tl  a,  en  outre,  calcule  la  valeur   de  cette  ordonnée  au  moyen  de 
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la  valeur  de  Faire  de  la  eourbe  correspondante  à  Téquation 

Y  =  (l-X2>'^-'. 


En  eíFet,  comaie  Ton  a 


2^-M.2.3...(a;-l) 


j(i-x^)^->.x^-  i;3;:.(2.-i) 


quand  x  est  un  nombre  entier  positif,  la  coiirbe  de  Wallis  peut  être  reprósentée  par  Téquation 


(1) 


,  =  22(x-l)      C 


(l_X2)--<áX 


o  Q 

En  posant  x  =  -^^  on  trouve  ^= — ;  cette  oourbe  est  dono  une  quadratrice. 

La  eourbe  dont  les  ordonnées  prennent  les  valeurs  déterminées  par  Téquation 

_        1.3...(2a;-l) 
^  ~  '2^-'.1.2.3...(£c-^ ' 

quand  on  donne  àas  les  valeurs  1,  2,  3,   .  .  .,  fut  aussi  envisagée  par  Wallis  (1.  c,  prop.  193"). 
Son  équation  est 


(2) 


.'/  = 


f'(i-x-^ 


)<-'cZX 


Nous  faisons  ioi  mention  de  cette  eourbe,  ear  ellf  est  la  quadratrice  employée  par  ce  géomètre 
pour  obtenir  sa  fameuse  expressiou  du  nombre  t:  (1.  e.,  p.  467,  prop.  191^).  On  peut  voir, 
sous  forme  inoderne,  la  voie  siuvie  par  Wallis  pour  arriver  à  cette  expression,  dans  un  travail 
de  Cayley  publié  dans  le  tome  xiii,  p.  22,  des  Mathematical  Papers. 

458.  Paruii  les  courbes  de  Ia  même  nnture  que  eelles  qu'on  vient  de  voir,  envisagées 
par  Wallis  dans  V Arithmetica  injiniíorum,  on  doit  encore  remarquer  celle  qui  est  définie  par 
la  condition  d'être 

.y=  1.2.3.  ..(ít-l), 

quand  «  =  2,  3,  4,  ...  Cette  ligne  represente  la  fonction  gamma,  et  par  ce  motíf  elle  est 
appelée  eourbe  gamma.  Euler  Ta  nomuiée  eourbe  hyper-géométrique,  et  il  Ta  représentée  par 
l'équation 


y  =  V  {x)  =  lim 


1.2. 


„=:„  x{x+l).  .  .{x  +  n) 
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dans  une  lettre  à  Goldbcaili  du  13  ootobre  1729.  Plus  tanl  il  a  repiéseiité  la  niême  courbe  par 
cette  autre  équation: 

^  =  r(íe)=  /'°°e-'í-'-'fíí, 
o 
dans  les  Comm.  Acad.  Petrop.,  t.  v,  p.  ofi,  et  dans  les  lustitiifiones  Calcidi  iiitegi-alif,  t.  iv, 
p.  337.  La  premiòre  de  ces  équations  fut  eiiipioyée  par  Gaiíss  poiír  étudier  la  fonctioii  Ffa;), 
dans  le  Jlémoire  fundamental  quil  a  consacré  à  sa  théorie  (Werke,  t.  ili,  p.  123). 

On  voit  immédiatement  que  la  courbe  déterminée  par   la  dernière  équation  satisfait  à  la 
condition  par  laquelle  elle  a  été  définie,  puisqu'on  a,  quaud  x  est  un  nombre  entier, 


í 


-'l^-'dt  =  1.2..    (x-l). 


La  coineidence  des  courbes  déilnies  par  les  deux  équations  resulte  de  Tidentitc 

1.2. . .n.n^ 


P'-'  {'  - 1)  "'■'  -  "'  Í  ^'"  ^'  -''"  '^  =  ^ 


+  l)...(x+>i} 


o 

oh  n  represente  un  nombre  entier  positif  et  oii  t=^ny.  Elle  donne,  en  efFet, 

1.2.  . .  Ji .  n* 


o 


e''H^-^dt=  lim 


„=^íc(a3+  1)  ...(x-\n) 


La  courbe  qu'on  vient  de  mentionner,  n'a  pas  d'autre  intérêt  que  celui  de  rendre  evidentes 
les  variations  de  la  fonetion  importante  quelle  represente.  Par  ce  motif  nous  n'énoncerons 
pas  ici  ses  propriétés;  on  peut  les  voir  dans  le  tome  JH  du  notre  Curso  de  Anali/se  ou  dans 
autres  traités  d'Analyse  bien  eonnus,  ou  encore  dans  les  excellents  traités  spéeiaux  de  la 
fonetion  garama  de  MM.  Godefroy  {La  fonetion  gamma.  Paris,  1901)  et  Nielsen  (Handbuch 
der  theorie  der  gamma  function,  Leipzig,  1907). 

Les  ordonuées  des  coui'bes  envisagées  sont  liées  par  des  relations  três  simples,  qu'on  va 
voir. 

On  a,  en  posant  X- =  ?/, 


/ 


<  \írr\\'\ 


{[-X-^y-^dX^^j    y     -[X-yY-^dy 


I'(^)1M^ 


2V[x  +  \ 


et  par  conséquent  on  peut  donner  à  Tcquation  des  eourbes  (1)   et  (2)  les  formes,  respective- 
ment, 

'■(^+1)  ''('+1) 


r(x)rfl]  r(xir(l 
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ou,  en  tenant  compte  de  la  formule  de  Legendre 


v' 


ces  autres  formes: 


r(2a;)  r(2x) 


y^-^Tzv'  y 


Les  travaux  de  Wallis  sur  les  courbes  precedentes  sont  extrêmement  remarquables,  car  ils 
ont  ouvert  la  belle  et  féconde  théorie  des  fonctiong  euleriennes ,  que  Euler,  Legendre  et  Gauss 
ont  fondée,  et  que  les  plus  éminents  analystes  du  xix"  siècle  ont  enrichie  d'iraportantes  pro- 
positions. 


CHAPITRE  VIII. 


LES  SPIRALES. 


Lii  spiralo  (rArehimède. 


450.  Considérons  une  droite  OM  (jig.  117)  qui  touriie  autour  d'un  point  fixe  O,  et 
sur  OM  un  point  M  qui  en  inême  temps 
se  déplace  sur  cette  droite,  et  supposons 
que  les  vitesses  de  ces  deux  mouvenients 
sont  constantes  et  que  le  point  mobile 
part  du  point  O;  ie  lieu  déerit  par  M  est 
la  courbe  nomniée  spirale  d' Avchimede, 
pour  avoir  été  étiidiée  pour  la  premiòfe 
fois  par  le  grand  géomètre  de  Syracuse 
dans  un  Traité  spécial  quil  a  consacré  à 
cette  couriíe.  Quelques  auteurs  ont  attri- 
bué  à  Conon  Tinvention  de  cette  ligue  et 
de  ses  principales  propriétés,  et  à  Arclii- 
mède  la  démonstration  de  ces  propriétés, 
et  par  ce  motif  la  spirale  nientiuiinée  a 
été  désigiiée  souvent  sous  le  uoui  de 
spirale  de  Cvnon  (Paijpus:  CuUection.s  ma- 
ihématiques ,  livre  iv,  n.^XXi;  ilonlucla: 
Histoire  des  Mafhémutiqiws,  2."  ed.,  t.  i, 
p.  226;  etc);  mais  Nizze,  auteur  iriine 
traduction  allemande  des  ouvrages  d'Ar- 
cliimède,    a  démontré   liiiexactitude    de 

cette  conjecture,  et  ses  conclusiuns  ont  été  aectptées  par  les  liistoriens  contemporains  (P.  Tnn- 
nery,  M.  Cantor,  M.  Loria,  etc.j. 
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Les  demoiistraliuns  cIl^s  propriélés  de  la  spirale  données  par  Arcliimède  ont  été  conside- 
reis par  Libri  comme  si  obscures  et  compliquces  qu'il  eii  a  dit :  Ajnis  vingt  siècles  de  travaux 
et  de  découvertes,  les  intélUgences  les  ^)Zíts  ^;!ííss«)í<eò'  viennent  encore  échouer  contre  la  syn- 
thèse  dijficile  du  Traité  des  gpirales.  Mais,  d'après  Peyrard,  qui  a  tradiiit  en  français  et  com- 
meiíté  les  ouvrages  du  célebre  géomètre  gree,  ces  démunstrations  soiit  difficiles  seuleinent  p  air 
ceux  qui  ne  sont  pas  fainiliarisés  avee  les  anciennes  méthodes  d'investigation  géométrique. 
Actuellement  on  obticnt  les  propriétés  de  la  spirale  três  facilemeiít,  par  les  procedes  analy- 
tiques  nioderiies,  en  partaut  de  Téqualion,  rapportée  au  pôle  O  et  à  laxe  OD, 

(1)  p  =  |ie  =  «6, 

qui  resulte  de  \-i  dt''tiiiitiou  doiiuée  ci-dessus,  et  est  la  traduction  des  propositions  14°  et  15° 
d'Arcliimède. 

On  s^oit  au  uiuyen  de  celte  éqiiation  que,  quautl  O  varie  depuis  O  jusqu'à  gc,  le  poiut  M 
déi-rit  une  partie  OABCD...  de  la  courbe,  en  faisant  un  nonibre  infini  de  circonvolutions 
autuur  du  pôle  O,,  et  eu  s'éloiguant  constamuient  de'ce  })(>iut.  Aux  valeurs  négatives  de  6 
correspond  une  autre  partie  de  la  même  ligue,  syuiétrique  de  OABCD...  par  rapport  à  la 
droite  OE,  perpendiculaire  à  Taxe  OD.  La  courbe  est  tangente  à  cet  axe  au  pôle  O. 

La  spirale  envisagée  peut  être  construite  d'une  raauière  três  facile.  Traçons,  pour 
Cela,  uue  circonfcrence  ayant  le  centre  au  pôle  O  et  ayant  un  rayou  arbitraire  et  divisons 
citte  circonférenee  en  2'  parties  égales.    Ensuite  prenons  sur  les  droites  qui  passent  par  les 

poiuts  de  division  et  par  le  centre,  dans  le  sens  oii  6  auguiente,  des  segmenta  respectivement 

,     «1       2a^      3ai  ,.,,.,  .,  .  ,   , 

egaux  a  -^  ,        .    ,  ~nr  >   •  •  •   ^*^^  poiuts  qu  ou  ubtient  tle  cette  maaiere  appartiennent  a  la 

spirale. 

II  resulte  imuiédiatenient  de  réipiatiun  (1)  que,  si  (pi,  d\)  et  (pQ,  6q)  sont  deux  points  de 

la  courl)e  et  si  h  et  k  sont  deux  nonibres  entiers  positiís  tels  que  /.6i  =Mq.  on  a 

[H   _  h  _ 
Po  ~  /^  ' 

la  ;^j>irale  d'Arcliiiuède  peut  done  être  employée  pour  détei-miner  un  angle  qui  soit  pour 
un  autre  dans  le  rapport  de  deux  nonibres  entiers  donnés.  Pour  cela,  on  doit  niener  par  le 
pôle  O  une  druite  faisant  avec  Taxe  OD  un  angle  égal  à  Tangle  donné  6q,  et  construire  en- 
suite la  quatrièuie  proportionuelle  entre  le  vecteur  p^  correspondant  et  les  nombres  h  et  k; 
en  traçant  enfin  le  cercle  de  rayon  égal  à  pi,  ayant  le  centre  au  pôle,  et  le  vecteur  du  point 
oii  ee  cercle  eoupe  la  spirale,  ou  obtient  Tangle  6i  chcrclié. 

II  resulte  encore  de  la  même  équation  que,  si  (pQ,  6q),  (pi,  6i)  et  (pj,  6-2)  sont  trois  points 
de  la  spirale  et  si  6^  —61  =61 — Oq,  on  a  aussi  pj  —  pi  =  pi — po-  Cette  propriété  de  la  ligne 
considérée  constitue  la  propositÍ!:)n  l^"  d'Arcliiuiède. 

460.     La  sous-noruiale  S„  de  la  spirale,  la  sous-tangi/nte  S^,  la  longueur  N  de  la  nor- 
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male  et  Tangle  V  forme  par  la  tangente  avec  le  vecteur  du  point  de  contact  sont  determines 
par  les  équations 

P 


S„  =  a,     Si  =  p6,     N  =  V  «-  "T  f/',     tang  V  = 


a 


Ces  formules  peuvent  être  employées  puiir  trac-er  les  tangentes  et  les  normales  à  la  ligne 
considérée.  La  deuxièrae  formule  fait  voir  que  la  sous-tangente  OT,  correspondant  au  point  M, 
eit  égale  à  la  longueur  de  Vare  MAiMi  de  la  circonfévence  de  rayon  OM  ayant  le  centre  au 
píjle.  Cette  relation  remarquable  entre  le  problème  de  la  rectiíication  de  la  circonférence  et 
celui  de  la  eonstruction  de  la  tangente  à  la  spirale  a  été  découverte  par  Archimède  (I.  c, 
prop.  is^,  ]*J°  et  20"),  qui  la  obtenue  par  la  méthode  d'exhaustioii.  La  manière  de  construirá  la 
tangente  qui  en  resulte,  est  le  plus  ancien  exemple  connu  de  la  détermination  de  la  tangente 
à  une  eourbe  au  moyeu  de  la  sous-tangente. 

La  spirale  considere»  est  une  des  ligues  auxquelles  Roberval  a  appliqué  sa  méthode  des 
tangentes  {Mémoires  de  V Académie  des  Scienzes  de  Paris,  t  vi,  p.  50).  II  resulte  de  la  défi- 
nition  cinématique  de  la  eourbe,  donuée  ci-dessus,  que,  pour  tracer  ia  tangente  au  point  M,  il 
suffit  de  mener  par  ce  point  une  perpendiculaire  à  OM  et  de  prendre  sur  cette  droite,  dans 
le  sens  oú  Ô  augmente,  et  dans  le  prolongenient  de  OM  deux  segments  dont  le  rapport  soit 
égal  à  a;  la  diagonale  passant  par  M  du  parallélogramme  construit  sur  ces  segments  est  tan- 
gente à  la  eourbe  au  point  M. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  spirale  d'Archimède  a  Texpression 

dont  il  resulte  une  manière  facile  de  le  construire. 

461,  L'aire  A  balayée  par  le  vecteur  du  point  (p,  6),  quand  O  varie  depuis  Oq  jusqu'à  6i, 
est  déterminée  par  Téquation 


(2)  A  =  -(6]-e2,  =  -(p3-p3). 


a-    „      ..,        1 

(JCÍ 


On  déduit  aisément  de  cette  équation  les  propositions  24»  à  28''  du  traité  d'Archimède. 
Ainsi,  en  représentant  par  Aj  et  Ai  les  aires  des  secteurs  des  cercles  de  rayon  égal  à  pi 
•et  Pu  correspondant  à  Tangle  f)\  —  6q,  on  a 

Al  =  2^  p|  (pi  -  Po)>      ^0  =  27t  Po  (P»  -  Po)' 
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et  par  conséquent  (Archimède,  prop.  25",  26'=  et  28^) 


A  P\-9l  P'Po  +  yfpi-Po)' 


Al        3p|(pi-p„)  p2 

et 

A,-A      po  +  2p.       Po  +  |^P*-Po) 

A-A„       pi+2po       „    ,    1   .         ,  / 
Po  +  y(pi  — Po) 

De  raême,  en  faisant  6^=2  (n  —  l)z  et  ^i  =2mí  et  en  représentant  par  A'">  la  valfur  de 
Taire  balayóe  par  le  vecteur  correspondant,  quand  le  point  qui  engendre  la  courbe  décrit  la 
spire  d'ordre  n^  on  dóduit  de  la  niêine  formule  Tógalité  ("prop.  25^) 

O 

dont  résultent  quelques  relations  interessantes  signalées  aussi  par  Archimède,  parmi  lesquelles 
nous  mentionnerons  celles-ci  (prop.  24"  et  27*): 

(4)  A('»  =  -^z3a2,     A'2)  -  A")  =  8i:-<  «2,     M"' -  A"'-<^  =^  S  {n  -  i)  rJ^  aK 

Nous  ajouterons  encore  la  formule 

A«)  +  A(2»  +. .  .+  A'")  =  i-  nV-!  «2. 

o 

Nous  ferons  sur  le  problème  qu'on  vient  de  résoudre  deux  observations. 

Le  procede  suivi  par  Archimède  pour  déterminer  la  valeur  de  A  est  três  reniarquable, 
car  il  est  le  geruie  de  La  méthode  intinitósimale.  Comme  dans  cttte  méthode,  le  grand 
géomètre  a,  en  eflfet,  considere  Taire  A  comme  la  limite  des  sommes  de  deux  séries  de 
seeteurs  circulaires  entre  lesquelles  Taire  envisagée  est  comprise,  en  empioyant  toutefois, 
pour  éviter  Tidée  d'infini,  la  dcinonstration  par  exhausiion,  utilisée  toujours  par  les  anciens 
géomètres  dans  les  questions  de  cette  iiature.  M.  Zeuthen,  qui  a  étudié  profondement  les 
méthodes  employées  par  les  anciens  géomètres,  a  analysé  ce  procede  et  Ta  compare  à  la 
méthode  moderne  dans  son  excellent  traité  de  VHistoire  des  Mathématiques  (Paris,  1902,  p.  149). 

La  méthode  des  indivisibles  fiit  appliquée  à  la  même  question,  sons  forme  purenient  géo- 
métrique,  par  Cavalieri  dans  sa  Geometria  indivisilibus,  parue  en  1635,  et,  sous  forme  ana- 
lytique,  par  Wallis  dans  V Arithmetica  hífinitonim  {Opera,  t.  i,  p.  375).  Le  premier  de  ces 
géomètres  a  consacré  à  la  quadrature  de  la  spirale  d'Archimède  le  livre  VI  de  son  ouvrage. 
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oii  il  a  démontré  diverses  propositions  relatives  à  cette  question  au  moyen  des  propriétés  de 
Taire  de  la  parabole,  qii'il  avait  étudiée  au  livre  iv.  La  relation  entre  Taire  de  ia  spirale  et 
celle  de  ia  parabole  est  facile  de  reconnaitre  par  les  inétliodes  modernes ;  eii  effet,  en  repré- 
sentant  par  B  Taire  de  Tespace  eoinpris  entre  ia  parabole  définie  par  réquaiion  ay-  =  2x, 
l'axe  des  ordonnées  et  deiix  parallèles  à  i'axe  des  abscisses  passant  par  ies  points  ou  ?/ =  p,, 
et  ?/=  pi,  on  a  A  =  B.  Wallis  s'est  encore  occupé  de  la  spirale  d'Arci)iraède  dans  son  traité 
De  mofu  (Opera,  t.  i,  p.  87^),  ou  il  a  donné  diverses  propositions  siir  les  centres  de  gravite 
de  ses  aires.  La  détermination  de  ces  centres  par  les  métliodes  employées  avant  iinventioa 
du  OalcuI  integrai  était  considérée  par  Huygens  (Oeuvres,  t.  vii,  p.  43)  eomme  três  difficiie. 
Avant  de  terminer  cette  doctrine,  ajcutons  que  Arcliimède  n'a  pas  énoncé  expliciteraent 
ia  relation  (2);  mais  la  relation  (3)  qu'il  a  donnée  pour  la  solution  généraie  du  problème  de 
ia  quadratiire  de  la  spirale,  n'en  diífèi-e  pas  essentiellement.  Pour  résoudre  le  même  problème 
Pappus  a  donné  les  relations  (1.  c,  livre  IV,  n."*  XXII  à  XXiv) 

A  =  -^A.,     A  =  I^A... 

qui  résultent  de  ia  forrauie  (2)  en  y  posant  py  =  O  et  en  tenant  compte  de  l'égaiité  (3),  de  ia 
première  des  égalités  (4)  et  de  ia  relation  «i  =  2tm. 

462.     La  longiieur  s  de  l'arc  de  ia  spirale  compris  entre  le  pôle  O  et  le  point  (p,  6)  est 
déterininée  par  l'équation 


s  = 
o 


/V^--JÍ+^'^^>-|/^V  +  «^^P; 


elle  est  dane  égale  à  la  longueur  de  Vare  de  la  parahole  représentée  par  Véquation  ?/-  =  2aXf 
compris  entre  le  sommet  et  le  point  ou  x=  p. 

La  relation  entre  ies  ares  de  la  spirale  et  de  la  parabole  a  été  considérée  par  plusieurs 
géomèlres.  D'après  les  Cogitata  physico-mathematica  de  Mersenne,  ouvrage  paru  en  1644, 
cette  relation  a  été  trouvée  par  Roberval,  qui  Ta  déraontrée  par  une  méthode  cinématique; 
et,  d'après  Wailis  {Opera,  t.  i,  j).  5G0),  Hobbes  8'en  est  aussi  altribué  l'invention.  Gr.  de 
St  Vincent  a  aussi  fait  mention  de  cette  propriété  de  la  spirale  envisagée  dans  VOpus  geo- 
metricum  (1647).  Faseai  a  donné  une  demonstra tion  remarquable  de  cette  proposition  parles 
mélliodes  de  la  Géométrie  ancienne,  laquelle  fut  communiquée  à  Huygens  par  Carcavy  en 
16Õ9  [Oeuvres  de  Hiujgens,  i.  ii,  p  346  et  534),  et  qui  fut  exposée  pius  tard  par  Pascal 
iui-même  dmis  un  écrit  intitule:  Egalité  des  ligues  spirales  et paraholiques  [Oeuvres,  ed.  Ha- 
ciíette,   t.  II,    1889,  p.  4õ0). 

Eu  aj)pliqu;int  Texpression  connue  de  la  longueur  des  ares  de  ia  parabole,  ou  en  calcu- 
iant  la  valeur  de  i'intégrale  dont  s  dépend,  on  obtient  la  formule 


P  ./, 


,^i^^vy+„.+_,og 


a  p  +  v/p"2  +  a2 
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II. 


Spiralc  de  tíalíléc. 


463.  Fermat,  dans  ses  lettres  à  Mersenne  da  26  aviil  et  du  3  juin  1636  et  dans  un 
de  ses  écrits  {Oeuvres,  t.  ii,  p.  5  et  12  et  t.  iii,  p.  70),  fait  iiiention  d'une  spirale  doiit  il  ne 
donne  pas  la  définition.  Mais  Tétude  de  qnelques  passages  des  ouvrages  de  Mersenne  (repro- 
duites  dans  le  tome  ii,  p.  15,  des  Oeuvres  de  Fermat)  a  mené  P.  Tannery  à  reconnaítre  que 
cette  spirale  est  ia  ligne  eorrespondant  à  1'éqTiation 


(1) 


t  =  a  —  hi 


ou  a  et  b  sont  deiix  constantes  positives;   ligne  que  Fermat  a  rencontrée  en  étudiant,  siir  la 

demande  de  Mersenne,  le  problème  qui  a  pour  but  d& 
déterminer  la  eoiirbe  que  décrirait  h  Tintérieur  de  la 
terre  un  point  pesant,  tombant  livrement  jiisqu'aii  cen- 
tre suivant  la  loi  de  Galilée,  c'est-à-dire  avec  une 
aceélération  constante.  Cette  trajectoire  n'est  pas  recti- 
ligne,  à  cause  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre, 
doiit  il  taut  tenir  compte;  elle  est  une  courbe  à  double 
,  cnui-bure,  dunt  la  projection  sur  le  plan  de  Téquateur 
est  la  spirale  considérée.  Le  problème  mentionné  a 
été  pose  par  Galilée,  et  par  ce  motif  on  a  designe  cette 
ligne  par  le  nom  de  spirale  de  Galilée. 

On    obtient    aisément    la    forme    de    cette   spirale 

Cfig.  118).  Quand   6  varie  depuis   O  jusqu'à  v/ t~7  P 

décroít  depuis  rtjusqu'à  0;    et,    quand  ensuite  6  varie 

Fig.  118  (le   \  /  y  jusqu';!  Tinfini,   o  devient  négatif,  et  sa  va- 

leur  absolue  croit  depuis  O  jnsqu'à  Finfini.  Donc,  le  point  (6,  p),  en  partant  de  A,  ou 
OA  =  a,  décrit  d'abord  Tare  ACO,  et  ensuite  il  s'éloigne  indéfiniment  du  pôle  O,  en  décrivant 
un  nombre  intini    de  spires   autour  de  ce  point.  La  tangente   à  la  courbe  au  point  O  forme 

un  angle  égal  à  \/  -r  avec  Taxe  OX.  Aiix  valeurs  négatives  de  f)  eorrespond  la  partie 
ACiOMj   ...   de  la  courbe,  symétrique  de  ACOM.  .  .  par  rapport  à  Taxe  OX. 


65 


En  représentant  par  V  Tangle  fonné  par  Ia  tangente  à  la  courbe  au  point  (6,  o)  avec  le 
vecteur  dti  point  de  contact,  on  a  la  relation 


tansrV  = ^ 

2^/í(a-o) 


d'ou  il  resulte  une  nianière  de  tracer  la  tangente  à  ce  point.   On  voit  par  cette  formule  que 
la  tangente  au  point  A  est  perpeiulieulaire  à  OX. 

La  valeur  du  rayon  de  uourbure  au  niêiiie  point  (6,  p)  cst  déterminée  par  1'équalion 


R  = 


3 

~p2_6ip  +  8a6 


En  reraplaçant  dans  le  deuxiònie  terme  du  dénoniinateur  de  cette  expression  p  par  a — i6^, 
on  obtient  un  résultat  différent  de  zero,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  p  et  6;  la  courbe 
ne  possède  pas  donc  de  poinis  d'inflexion  réels. 

Pour  déterminer  les  points  doubles  situes  sur  la  partie  de  la  courbe  correspondant  aux 
valeurs  positives  de  6,  il  suffit  de  remarquer  que  ces  points  doivent  correspondre  à  deux 
valeurs  de  6  dont  la  différence  soit  égale  à  (2?i  +  l)~,  n  désignant  un  nombre  entier  et 
positif  quelconque,  et  cà  deux  valeurs  de  p  égales  et  de  signes  contraíres.  Les  coordonnées 
de  ces  points  doivent  ]3ourtant  vérifier  les  équations 

p  =  f,  _  1,6'-,     —p  =  a  —  b[e  +  {2n  +  1)  -J^. 
Or,  en  élirainant  p  entre  ces  équations,  on  obtient  celle  ei : 


,„,                                         ^       -(2n+\)xb±v'4ab-b'-T:-^  (-211  +  1)'^ 
{^)  t)  — j 


qui  donne  pour  O  deux  valeurs,  auxquelles  correspondent  des  points  de  la  partie  considérée 
de  la  courbe,  quand  elles  sont  positives,  c"est-à-dire  quand 

Aa>l%'-{2n^\f 
et  en  niêrae  tenips 


\/Aab  —  b-^-K^  {2n  +  1  )^  >  i2n  +  1)  -b. 
Cette  dernií-re  condition  [jeut  être  niise  sous  la  furnie 

2a>b-^2n+-íf; 
VOL.    V 
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et  par  conséqiieiit  la  coiidition  pour  que  Tangle  6  soit  réel  et  positif  est 

A  toiite  valeur  de  ii  qiii  vérifie  cette  inégalité   correspond  iin  point  doiible  de   la  courbe 

envisagée,  dont  les  coordonnées  sont  déterminées  par  les  équationfs  (1)  et  (2). 

En  posant  dans  les  formules  precedentes  n  =  O,    on  voit  que  ces  points  doubles  existent 

,  .    a         -- 

seulement  si  -i->-7r  • 
o         2 

Les  points  doubles  que  la  courbe  possède  dans  la  partie  ACj  OMi . .  .  sont  symétriques 
de  cc-ux  qu'on  vient  de  déterniiner  par  rappoit  à  OX. 

La  courbe  a  encore  un  nonibre  iníini  de  points  doubles  sur  Taxe  des  abscisses,  qui  sont 
ceux  oíi  les  deux  ares  ACOM.  .  .   et  ACi  OMi ...   se  coupent. 

464.     L'aire  balayée  par  le  vecteur   du  point   (d,  p),  quand  6  varie,  est  déterminée  par 

réquation 

1-0  1    /  9  1  \ 

A=4r  I    -■'-  rfô  =  4-  U(-  6  -  4  ah  6^  +  ~  t^  gò   . 
2  _/    '  2  o  o         / 

õ 

4G5.  La  spirale  dont  nous  nous  occupons  est  rect  fiable  algébriquement  quand  a  =  0. 
On  a,  en  effet,  dans  ce  cas 

- 

'^ò  í  'o  \/r-  +  4  d6=^h  [(f-  +  4)  ^'  -  81. 


S   : 

O 


Cette  proposition  fut  énoncée  j)ar  Wallis  en  16.ÕS)  dans  son  Tractafits  duo  {Opera,  t.  I, 
p.  561).  Elle  fut  découverte  aussi  par  Fermat  (Oeuvres,  t.  ii,  p.  449),  qui  Ta  coramuniquée  à 
Carcavy  en  1660.  II  est  à  reniarquer  que  dans  ce  temps  on  n'avait  encore  pu  rectifier  qu'un 
nombi-e  três  limite  de  cnirbes. 

Le  calcul  de  la  longueur  des  ares  de  la  nicnie  courbe  dans  les  autres  cas  dépend  des  in- 
tégrales  elliptiques  de  première  et  de  deuxième  espèce. 

On  a,  en  eífet, 


ou,  en  faisant  6-  =z. 


ou 


ds  =  {/  b'^  e''  +  2b  {2b  —  a\  d''  +  a- . de, 


1  h-h^  +  2bi2h-a)z  +  a^-       , 

2  v/z[òV  +  2è(2è-a)z  +  a2j 

_  1     [F'(s)  +  2b(2b-a)z  +  2a^]j 
F  (z)  =  z  [i-z^  +  2b  {2b  -a)z  +  a^]. 
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En  mettant  maintenant  cette  expressioii  de  ds  sons  la  forme 

1 


et  en  posant  ensuite 


on  trouve  enfin 


ãs  ■■ 


\^,       ,    h(2h  —  a)z  +  ur' 
c/F  (a)  +  — ,— dz 


^F{z) 


,;       ,            2(2h-a) 
z=,  +  h,     h  = , 


ou 


2  (26  -  a)  vdv 


ds  =  --\—d\/4v3-giV-g.2+  , 


+ 


g,=:i(sh^--^),      g,=4 


2a2  dv  n 

iv^  —  gi  v  —  g-ij 


2A^-^U. 


On  voit  par  cette  formule  que  s  dépend  d'iine  intégrale  elliptique  de  preraière  espèee  et 
d'une  autre  de  deuxièrae  espèce,  qu'oii  vient  de  mettre  sons  la  forme  normale  adoptée  par 
Weierstrass. 

Si2ò  =  a^  Tune  de  ces  intégrales  disparait,  et  la  rectilicatioii  delaspirale  considérée  dépend 
seulement  d'ime  intégrale  de  première  espèce. 


III. 


La  spiralc  de  Forinat. 


466.     On  appele  apirale  de  Fei-niat  la  lignc  définie  par  réquation 

[/-  ==  n-b, 

ligne  qui  a  été  envisagée  par  ee  graiid  géonièti'e  dans  une  lettre  ndressée  à  Mersenne  le  .'!  juiu 
1636  (Oeuvresj  t  iil,  p.  277).  Cette  ^pirale  a  la  forme  indiquée  daiis  la  figure  119.  Aux  valeurs 
positives  de  p  correspond  la  partie  0ABC13.  .  .  de  !a  courbe,  formée  d'iine  infinité  de  spires; 
aux  valeurs  négaiives  de  p  corre.spoud  la  partie  OA'B'...,  de  forme  ideiitique  à  eelle  de 
!'autre.  Ces  deux  parties  de  la  ooiirhe  forment  une  ligUc  continue,  tangente  en  O  à  Taxe  des 
abscisses,  et  ayant  à  ce  point  une  inflexion  et  un  centre. 

L'angle  V  forme  par  la  tangente  à  la  courbe  au  point  (6,  pj  avec  le  Vecteur  de  ce  point, 
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la  sous  normale  S„  et  la  sons  tangente  S^  sont  determines  par  les  formules 


2f 


2f 


tangV  =  -^,     S„  =  — -,     S,-       -, 
a-  liç  a- 


au  moyen  desquelies  on  pent  constniire  les  tangentes  et  les  normales. 

L'expression  du  rayon  de  eoiirbure 
Y  est 


R: 


2o  (4p4  +  3a*) 


il  en  resulte  que  le  pôle  O  est  le  seu! 
point  dinflexion  que  la  courbe  pos- 
sède. 

467.  L'aire  balayée  par  le  ve- 
cteur  p,  quand  6  varie  depuis  6q  jusqu'à 
6*1,  est  déterminée  par  la  formule 


1    rO; 


■p2áe  = 


Al,  Aa,  A3, 


d'uu  il  resulte,  en  posant  6^  =  0,  2r., 
4-,  .  .  . ,  6|  =  6q  +  2::,   que  les  valeurs 
des  aires  correspond.-int  à  une,  deux,  trois,   .  .  .   spires  sont 


A,=aV^     A2==3aV^     A3  =  5a2;:2,      ... 

En  remarquant  maintenant  quon  a  OD^av  2r,  on  voit  que  Vaire  Ai  est  égale  à  la  inoitté 
de  Vaire  du  cercle  de  rayon  OD.  Eu  observant  ensuite  que  la  différence  de  deux  nombres 
consécutifs  de  la  suite  quon  vient  d'écrire  est  égale  à  2a^T.-,  on  t-onclut  que,  quavd  le  vecfenr 
du  point  (fi,  ^i)  fait  une  révolution  aiituur  du  pôle  O,  Vuire  A  augmente  d'une  quantité  égale  à 
Vaire  du  même  cercle.  Ces  propositions  ont  été  énoncées  par  Fermat  dans  la  lettre  mention- 
née  c-i-dessus. 


4tt8.     La  longueur  de  Tare  de  la  courbe  compris  entre  le  point  O  et  le  point  ayant  pour 
coordonnées  (6,  p)  est  donnée  par  Téquation 


/V.''+(l-f-H 


„    1"  (462+1)  c/ô 

2 
u 


v/e  (4^+1) 
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et  elle  dépend  par  conséquent  des  intégrales  elliptiques 

í')         6-^dd  r        dd 

o 

La  prrmière  de  ces  intégrales  peut  être  réduite  à  la  seconde,   en  remarquant  que  Tinté- 
gration  par  partias  donne 

J  y/JJW+^i)      H  J  v/e (462  +  1)] 

et  qu'on  a  par  suite 

r-i!£= = 1  r  i^(4F+ij- 1 /"^^i^l . 

J  v/e (462  +  1)     í>  L  2J^/êp^l)J 


Donc 


a 


Ve{46-^  +  í)  + 


'•9       de 


']■ 


/e  (462+1). 

La  vaieur  de  s  dépend  pourtant  d'une  intégrale  elliptique  de  première  espèce. 


IV. 
La  spirale  parabolique. 

460.     La  spirale  de  Ferniat  est  un  cas  particulier  de  la  courbe  définie  par  Téquation 

(p-a)2=2p«e, 

laquelle  fiit  étudiée  par  Jacques  Bernoulii  dans  son  Specimen  Calculi  differentialis  in  dimen- 
sione pavaholae  helicoidis,  publié  en  1691  dans  les  Acta  eruditorum  (Opera,  t.  i,  p.  431),  ou 
il  s'est  occupé  de  la  détermination  des  tangentes,  des  points  d'inflexion,  des  aires  et  de  la 
longueur  des  ares  de  cette  ligne,  et  ou  il  Ta  designée  par  le  nom  de  parabole  hélicoidique  ou 

spirale  paraòolique.  On  obtient  la  spirale  de  Fermat  en  posant  dans  cette  équation  p  =  — ,  et 
ensuite  a  =  0. 
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La  spirale  parabolique   a  la  forme   indiquée   dans   la    figure    120.   La   partie   ABCD.  .  . 
correspond  à  Téquation 

p  =  a  +  l/2paô  ; 

elle  part  du  point  A,  ou  6  =  0  et  p==OA  =  a,  et  s'étend  jiisqu'à  rinfini,  en  faisant  un  nombre 

infini  de   circonvolutions   autour 
■y  du  pôle  O,  d'ou  elle  s'éloigne  cons- 

jj  tamment.    La  partie  AOEFG... 

correspond  à  féquation 


p  =  «  —  V'2pa(t ; 

elle  part  du  même  point  A  et 
s'approche  du  pôle  O,  qu'elle 
rencontre  quand  6  prend  la  va- 
lem- -X—,  et  ensuite  elle  s'éloigne 

constamment  de  ce  point,  en  dé- 
crivant  aussi  un  nombre  infini  de 
spires  autour  du  même  point. 

La  tangente   à  la  courbe  au 
point  O  forme    un   angle  égai  à 

avec  laxe  des  abscisses.  Lea 


Fig.  120 
tangentes  aux  autres  points  fdrent  déterminées  par  Bernoulli  au  moveu  des  formules 


2p 


loyí 


tang  CO  = 


S,= 


p-(p-«) 


ou  CO  designe  Tangle  forme  par  la  tangente  avec  le  vecteur  du  point  de  contact,  et  S,  la  sous- 
tangente.  On  voit  au  moyen  de  ces  relations  que  la  spirale  est  tangente  à  Taxe  des  abscisses 
au  point  A. 

La  courbe  envisagée  a  évidemment  des  points  doubles.  Pour  les  déterminer,  il  faut  cher- 
cher  deux  valeurs  de  O  dont  la  différence  soit  égale  à  (2tt+l)Ti,  n  représentant  un  nombre 
entier  positif,  et  auxquelles  correspondent  deg  valeurs  de  p  égales  et  de  sigues  contraíres.  Les 
coordonnées  des  points  cberchés  doivent  par  conséquent  vérifier  les  conditions 


ou  ces  autres : 


p  =  a  +  l/2paê,      —  p  =  a  — ^/2/>a[e-f-(2?^-Ll):I], 
p  =  a_l/2p7i¥,     _  p  =  a  —  <^2pa  [6  +  (2n  +  1)  x] . 
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On  trouve  dans  ces  deux  cas,  en  élirainant  p  entre  les  deux  équations, 

j 4a2  -  2pa  [26  +  (2n  +  1)  x] p  =  \Qa^p^  8  [ff+  (211  +  1)  s], 
et  par  suite 

^__[2a-p(2n+l)^f 
8ap 

En  donnant  à  n  les  valeurs  1,  2,  3,  .  .  . ,  on  obtient  les  valeurs  que  6  prend  aux  points 
doubles  de  la  courbe. 

Pour  déterminer  les  points  d'inflesion  de  la  spirale  envisagée,  on  peut  employer  la  formule 
générale 

P     °  dd-^  ^   \dd)       ' 

qui  donne 

f  (p  _  a)3  +  2a^'p'^  (p  -  «)  +  a^P^p  =  0. 

On  voit  au  moyen  de  cette  équation  que  tous  les  points  d'inflexion  réels  de  la  courbe 
sont  situes  à  Tintérieur  du  cercle  de  rayon  égal  à  a  ayant  le  centre  au  point  O,  et  que  la 
valeur  de  p  est  positive  à  ces  points.  Donc,  les  points  d'inflexion  doivent  être  situes  aur 
I'aic  AO. 

450.  L'aire  balayée  par  le  veeteur  du  point  (6,  p),  quand  ce  point  varie,  est  déterminée 
par  léquation 

A  =  ^  /'  V  d^  =  4"     «"^  +pa<^^-  ±  Y  «^  ^'^ÕQ 
(I 
II  en  resulte,  en  prenant  le  signe  inférieur  et  en  posant  6  =  — — ,  que  Taire  Ai  de  Tespace 
compris  entre  Tare  OA  et  la  corde  correspondante  a  pour  expression 

431.     Pour  rectifier   Tare   de    la   spirale   envisagée   compris  entre  le  point  A  et  le  point 

(6,  p),  on  peut  employer  la  formule 


■/Vi 


p'$-  +  ^-'^P  =  ^/  v/f-(p-«)^  +  «V-^p; 


s  depend  dono  d  une  intégrale  elliptique  qui  represente  Paire  d'une    quartique  que  Bernoulli 
(1.  c,  p.  434)  a  enseigné  à  construire. 
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II  resulte  de  cette  égalité  une  conséquence   remarquable,    signalée   par  Bernoulli   (1.    c). 
Soit  r  le  vecteur  d'un  point  de  Ia  courbe  et  posons  a  — p  =p'.  II  vient 

/'Vp*(p-«f  +  «V-<íp=/  v/p'2(p'-a)2  +  aV.(íp', 

ou  ri  =  «  —  »•.  Par  conséquent  la  longueur  de  Tare  compris  entre  le  point  A  et  le  point  ou  p 
prend  la  valeur  r,  est  égale  à  celle  de  Tare  compris  entre  le  pôle  O  et  !e  point  ou  p  prend  la 
valeur  a  —  r. 


La  spirale  liyperboliqiie. 

472.     La  ligne  définie  par  l'équation 

(1)  pÔ  =»n 

a  été  envisagée,  sons  le  nom  de  spirale  hyperholique  ou  spirale  inverse  de  celle  d' Archwúde, 
par  Varignon  dans  un  mémoire  presente  en  1704  à  FAcadémie  des  Scienees  de  Paris  et 
publié  en  1745  {Hisi.oire  de  1'Académie  R.  des  Sciences,  174Õ,  p.  94),  par  Jean  Bernoulli  dans 
une  lettre  adressée  à  Hermann  en  1710  (Opera,  t.  i,  p.  480)  et  dans  un  écrit  inséré  en 
1713  aux  Ada  eruditorum  (1.  e.,  p.  552),  et  par  Cotes  dans  VHarmonia  menkurarum  (1722, 
p.  22  et  30-35).  Le  premier  de  ces  géoniètres  a  étudié,  dans  le  mémoire  mentionné,  les  pro- 
priótés  infinitésiniales  d'une  classe  générale  de  spirales  qu'on  verra  plus  loin,  et  ii  a  appliqué 
les  résultats  obtenus  à  la  spirale  (1).  Bernoulli  a  démontré  dans  les  endroits  eités  que  cette 
spirale  est  une  des  courbes  que  peut  décrire  un  point  attiré  vers  un  centre  par  une  force 
inversement  proportionnelle  au  cube  de  sa  distance  à  ce  centre,  et  qu'au  même  problème 
satisfait  aussi  la  spirale  logarithmique  (courbe  qui  será  étudiée  bientôt).  Cotes  a  étudié 
dans  son  ouvrage  ce  même  problème  d'une  manière  complete  et  a  démontré  qu'il  existe  cinq 
spirales  qui  le  vérifient,  dont  deux  sont  la  spirale  byperbolique  et  la  spirale  logarithmique ; 
il  s'est  occupé,  en  outre,  de  la  rectifieation  de  la  première  de  ces  lignes  (1.  c,  p.  22). 

On  determine  aisément  la  forme  de  la  courbe.  Quand  6  tend  vers  co,  p  décroit  et  tend 
vers  O,  et  par  conséquent  le  point  (6,  p)  fait  un  nonibre  infini  de  circonvolutions  autour  du 
pôle  O  (fig.  121),  vers  lequel  il  tend;  ce  pôle  est  par  conséquent  un  point  asymptotique  de 
la  courbe.  Aux  valeurs  negativos  de  6  correspond  une  autre  partie  de  la  courbe,  symétrique 
de  celle  qui  correspond  aux  valeurs  positives  de  cet  angle. 
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En  représentant  par  x  et  y  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  puint  quelconque  de  la  mêrne 
spirale,  on  a 

.  sin  6 


doiic  y  tend  vers  vi,  quaiid  d  tend  vers  O,  et  la  droite  AB,  parallèle  à  Taxe  OX  et  située  à  la 

distance  m  de  cet  axe,  est  une  asymptofe  de  la 

coiirbe. 

La  sous-tangente,  la  sous-7iormale,  la  lon- 
gueur  de  la  tangente  et  la  lungueur  de  la  nunnale 
8ont  déterminées  par  les  relations 

m      ' 

la  première   de   ces   relations   exprime   que  la 
souã-tangente  de  la  spirale  eonsidérée  est  cons- 
tante, et  elle  donne  une  manière  três  faciie  d'en  Fig.  121 
construire  les  tangentes. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  mêrne  spirale  est  donné  par  l'équation 

£ 

_  p(»t^  +  p-)"  _  N3  _     í^»    _    M3    _ 
r?i^  p'^  Dl  S„        S„  S(  ' 

il  en  resulte  que  cette  coiirbe  n'a  pas  de  points  d'inflexion. 

473.     La  valem'  de  Taire  balayée  par  le  vecteur  du  point  (6,  p),  quand  6  varie  depuis  Ô^ 
jusqu'à  í*!,  peut  être  caleulée  par  la  formule 


elle  est  donc  égale  à  Taire  d'uu  triangle  de  base  égale  à  pQ  —  pi  et  de  hauteur  égale  à  m. 

La  longiieur  de  Tare  de  la  courbe  compris  entre  les  points   i6y,  p,,)  et  (Ôj,  pi)   est  déter- 
minée  par  Ia  formule 


^'  \f  -^^  +  ^  •  ^'p  =  /  "  r '  ('"'  +  f) ' ''? 


dd'- 
-df 


Po 


Po 
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ou   Tp  et   T)    représentent    les   longiieiirs   des   tangentes  aux  polnts  consideres,    c'est-à-diro 
les  qiiantités 


T,  =  V/^ 


Tn  =  Vp5- 


Le  résultat  qu'on  vient  d'obtenir  fut  donné  [lar  Cotes,  soua  forme  géométriqiie,  dans 
Toiívrage  nientionné  plus  haut. 

Nous  terminerons  cette  doctrine  en  faisant  reniarquer  quelques  analogies  et  relations 
entre  les  résultats  qu'on  vient  d'obtenir  et  ceux  qu'on  a  dédiíits  aux  n."'  401,  402  et  404,  se 
rapportant  à  la  courbe  logarithmique. 

Si  Ton  considere  un  point  de  la  spirale  hyperbolique.  et  un  autre  de  la  courbe  logarithmi- 
que (n.°  400)  tels  que  Tordonnée  de  celui-ci  soit  égale  au  vecteiir  de  celui-là,  les  longueurs 
de  la  sous-tangente,  de  la  sous-normale,  de  la  tangente  et  de  la  norraale  aux  deux  courbes, 
correspoiídant  aux  poiuts  mentionnés,  sont  égales.  De  raêine,  si  Ton  considere  deux  points 
de  la  spirale  hyperhoUque  et  deux  aulres  de  la  courbe  logarithmique  tels  que  les  ordonnées 
de  ceux-ci  soient  égales  aux  vecteurs  de  ceux-là,  Taire  de  {'espace  limite  par  ces  vecteurs  et 
par  la  spirale  est  égale  h  la  muitié  de  l'espace  limito  par  les  deux  ordonnées  envisagées,  par 
la  courbe  iogaritlimiqiie  et  par  Taxe  des  abscisses ;  et  la  longueur  de  Taro  compris  entre  les 
points  consideres  de  la  spirale  est  égale  à  la  longueur  de  Tare  compris  entre  les  points  cor- 
respondants  de  la  courbe  logarithmique. 


VI. 
Lc  litmis. 


474.     Le  lituus  est  une  spirale  étudiée  par  Cotes  dans  sa  Harmonia  mensurarum  (1722, 

p.    84),    laquelle   est  définie    par 
l'équation 


Fíg.  122 


tM  =  d^. 


P 


Cette  courbe  est  donc  le  lieu 
d'un  point  M  qui  se  meut  de 
X  nianière  que  Taire  du  secteur 
circulaire  MOm  (jig.  122)  de  cen- 
tre O  et  de  rayon  OM,  compris 
entre  OX  et  OM,  reste  constante. 

On  voit  au  raoyen  de  l'équa- 
tion  qu'on  vient  d'écrire,  que   le 


75 


litmis  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  122.  Cette  spirale"  fait  lui  iiombre  infini  de  eirconvolu- 

tions  autour   du   pôle  O,    qui   en  est  uii   point  asymptotique^    et   elle  possède  une  asyuiptole, 

qui  coincide  avec  Taxe    des  abscisses.    Aux  points  A,  B,  C,  D,   E,   ...,   oíi  O  est  égale   à 

K       3         5  ,  ,  , 

-^r-,    -^  ^,    -^  ~i   ■  ■  •.)   p  piena  les  valeurs  suivantes: 


OA  =  «y/|,     0B  =  «^/^,     O0  =  ay/-|-, 


La  sous-tangente  au  puiiit  (6,  p)  a  pcuir  expression 

d'ou  Ton  dódiíit  les  deiix  propositions  siiivan(es,  énoncées  par  Cotes  (1.  c): 

La  soua-tangente  au  lituus  au  point  M  est  inversement  proportionnelle  au  secleur    MO  du 

point  de  contact  et  égale  au  double  de  Vare  Mm. 

Uaive  du  triangle  forme  2>ar  Ic  vecteur  OJI,  par  la  j^erpendiculaire  à  ce  vecleur  au  point  O 

et  par  la  tangente  au  p>oint  M  est  égale  au  douhle  de  Vaíre  du  secteur  circidaire  JlO/ii. 
Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  envisagée  est  doinié  par  la  formule 

p(4aHp'')" 


R  = 


2a-^(p*-4a») 


La  courbe  possède  done  un  point  d'inflfxiun,  oíi  p  =  «V''2.  Dans  ce  jjoint  la  sous-tangente 
est  égale  à  p. 

475.     L'aire  balayée  par  le  vecteur  du  point  (6,  p),  qiiand  f)  varie  depuis  &„  jusqu'à  6|,  est 
déterminée  par  Téquation  (Cotes,  I.  c.) 

A  =  —  fl-  log  ^-  =  a^  log  ^^  ■ 
i  '    ô„  -  pi 

La  rectitication  de  la  courbe  dépend  de  1  iiitégralo 


,^+^je-^ar  n+46v& 


t/^-"'"      'j  2^1 '6(1  +46^] 
et  par  conséquent  de  ces  aiitres 

de  r      odo 


r       de  r É 
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En  tenant  compte  de  ridentité 


ãQ  2  v/e  (1  +  46*)  /  dd 


+  46^)  e  J  1/6(1+402) 

on  a  pourtant 


> 


s  =  a 


Ve„(l+46g) _  y/e,  (1+46?)      ^  r''         QãQ         -1 
Ôo  9.  y       1/0(1+462)  J 


Ou 
Par  conséquent  s  dcpeiul  d'une  intégrale  elliptique  de  deuxième  espèce. 


VII. 
La  spirale  logarítliniique. 

476.  On  sait  que  l'angle  V  forme  par  le  vecteur  d'un  poiíit  d'une  courbe,  dont  les  coor- 
données  polaires  sont  (6,  p),  avec  la  tangente  k  la  même  courbe  à  ce  point  est  determine  par 
réquation 

tang\=^. 

Si  l'on  veut  done  ehercher  la  courbe  pour  iaqueile  cet  angie  est  constant,  on  doit  inté- 
grer  Téquation 

pc/e  _  1 

f/p  c 

ce  qui  donne 

(1)  p  =  Ce'^. 

On  obtient  cette  même  équation  quand  on  clierclie  la  courbe  dont  Tare  compris  entre 
un  point  fixe  et  un  point  variable  (6,  p)  est  proportionnel  au  vecteur  p  de  ce  point.  L'équa- 
tion  s  =  ao  donne  en  effet,  en  difFérentiant, 

p2  dÔ-  +  f7p2  =  «2  df\ 
ou 


v/a2  —  1  rfp  =  pr/e, 

d'oú  il  resulte,    en  intégrant  et  en  faisant  c=    , — = .  1'équation  (1). 
'  t/«2_l 


77 


La  ligne  repréaentée  par  l'équation  (1)  est  appelée  spirale  logarithmiqve.  À  cause  de  la 
première  dea  propriétés  qii'on  vient  d'indiquer,  elle  a  été  désignée  aiissi  autrefois  par  le 
nom  de  spirale  équiangle. 

On  trouve  la  première  mention  de  la  spirale  logarithruique  dans  une  lettre  adressée  par 
Descartes  (Oeuvres,  t.  ii,  p.  360)  à  Mersenne  le  12  septembre  1638,  oíi  le  grand  géomètre 
dit  que  la  ligne  qu'un  point  pesant  décrit,  quand  il  descend  jusqu'au  centre  de  la  Terre  sui- 
vant  la  loi  du  mouvement  dana  le  plan  incline,  coupe  les  droites  qui  passent  par  ce  centre 
sous  des  angles  égaux,  et  que  la  longueur  de  Tare  compris  entre  ce  point  et  un  autre  quel- 
conque  est  proportionnelle  à  leiír  distance.  D'après  une  Note  de  M.  Loria,  insórée  aux  Atti 
delia  Accademia  dei  Lincei  (1897,  p.  318j,  on  a  reconnu  par  les  manuscrits  de  Torricelli 
que  cet  éminent  géomètre  s'est  occupé,  vers  le  même  temps,  de  cette  spirale,  dont  il  a  donné 
une  définitinn  qui  se  traduit  inamédiatement  par  Téquation  (1),  et  dont  il  a  obtenu  les  aires 
et  la  longueur  des  ares.  Cette  dernière  découverte  est  bien  remarquable,  parce  que  le  pro- 
blème  de  la  rectifieation  des  courbes  était  considere  comine  três  difficile  et  on  n'avait  pas 
encore  pu  le  résoudre  en  aucun  cas.  Les  résultats  obtenus  par  Torricelli  furent  retrouvés 
par  Wallia,  au  moyen  de  ses  méthodes  analytiques,  et  publiés  en  1659  dans  son  Tractatus 
duo  {Opera,  t.  i,  p.  Õ60).  Plus  tard  la  même  spirale  a  été  étudiée  par  Jacques  Bernoulli  dans 
trois  écrits  publiés  en  1691,  1692  et  1693  dans  les  Acta  eriíditorum  (Opera,  t.  I,  p.  442, 
491  et  5Õ4).  Dans  le  premier  de  ces  travaux,  1'éminent  géomètre  dómontre  par  le  Calcul 
integral  les  résultats  obtenus  par  Torricelli  et  Wallis.  Dans  les  deux  autres,  il  énonce 
plusieurs  propriétés  remarquables  de  la  même  spirale,  qu'on  verra  ci-dessous. 

On  voit  au  moyen  de  Téquation   (1)  que  la  partie  de  la  spirale  logaritbmique   (Jig.  123) 

corrt-spondant  aux  valeurs  de  O  comprises 
entre  O  et  oo,  part  du  point  A,  ou  OA  =  C, 
et  fait  un  nombre  intini  de  circonvolutions 
autour  du  pôle  O,  en  s'éloignant  constam- 
ment  de  ee  point;  et  que  la  partie  de  la 
même  courbe  correspondant  aux  valeurs 
de  6  comiirises  entre  O  et  —  oo,  part  aussi 
du  point  A  et  fait  aussi  un  nombre  intini 
de  circonvolutions  autour  de  O,  en  8'ap- 
procbant  constamment  du  même  point  O. 
Le  pôle  O  est  un  point  asymptotique  de  la 
courhe. 

La  sous-normale,  la  sous-tangente,  la 
longueur  de  la  normale  et  Fangle  a  fait 
par  la  normale  NM  avec  le  vecteur  du 
point  M  sont  determines  par  les  relations 


N==pv/1 -fc"^,     tanga  =  c. 
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On  voit  donc  que  S„,  Sj  et  N  sont  j)i'oportionnélles  à  p. 

On  peut  construire  au  inoyeii  de  ces  formules  les  tangentes  et  les  normales  à  la  courbe. 
La  construction  correspondant  à  la  première  formule  a  óté  employée  par  Cotes  dans  VHar- 
monia  mensurarum  (p.  19). 

477.  L'aire  balayée  par  le  vecteur  du  point  (6,  p),  quand  6  varie,  est  déterminée  par 
l'équatioa 

et  la  longueur  de  Tare  compris  entre  le  pôle  et  le  point  (6,  p)  est  déterminée  par  cette  autre : 


s- 


o 


478.  On  vient  de  voir  les  propriétés  de  la  spirale  logarithmique  obtenues  par  Descartes, 
Torricelli  et  Wallis.  Nous  allons  maintenant  exposer  celles  qui  ont  été  trouvées  par  Jacques 
BernouUi. 

1."  Les  spirales  logarithmiques  représentées  par  les  éqtiations 


.c(i 


p  =  CV",      p  =  Cie'-'' 

sotit  égales  et  ont  le  même  point  asymptotique. 

En  faisant,  en  effet,  (Ji  =  Ce'",  la  deuxiènie  équation  prend  la  forme 


Si  Ton  a,  en  partieulier,  w  =  2;;::,  n  étant  un  nombre  entier  qiiekonque,  les  deux  spirales 
considérées  eoineident. 

Comme  conséquence  de  cette  proposition,  on  voit  que  la  courbe  inverse  d'une  spirale  loga- 
rithmique, par  rapport  au  point  asymptotique,  est  une  spirale  logarithmique  égale  à  la  première 
et  ayant  le  même  point  asymptotique. 

2.®  La  développêe  d'une  spirale  logarithviique  est  une  autre  spirale  logarithmique  égale  à 
celle-là  et  ayant  le  mfme  p)oint  asymptotique. 

Poiír  démontrer  cette  proposition,  leniarquons  d'abord  que  le  rayon  de  courbiire  de  la 
spirale  considérée  est  determine  par  Téquation 

R=pt/l+c2, 
et  que  par  conséquent  il  est  égal  à  la  longueur  N  de  la  normale. 
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Dont-,  si  Ton  trace  la  normnle  MN  à  la  conrbe  et  Ia  perpendiculaire  ON  au  vecteur  OM 
dii  point  M,  le  point  N  d'intersection  de  ces  droites  est  le  centre  de  courbure  correspondant 
au  point  M. 

En  reniarqiiant  maintenant  que  ON  est  la  sous-normale,  on  voit  que  les  coordonnées 
(6),  (>t)  de  ce  centre  sont  déterniinées  ])ar  les  équations 

p,  =  ON  =  cp  =  Ce  e'^",     01  =  NOX  =  6  +  -^-  • 

Pour  obtenir  Téquation  de  la  développée  de  la  ligne  envisagée,  il  sufBt  d'éliminer  6  entre 
ces  équations,  ce  qui  donne 

p,  =  Cce  '  =Ce 

Cette  développée  est  donc  une  spirale  logaritlimique  égale  à  la  spirale  donnée,  et  ces 
denx  spirales  coincident  lorsqu'on  a 


2  c 


n  étant  un  nombre  entier. 

3."  Soient  (x,  y)  les  coordonnées  du  point  M,  (X,  Y)  les  coordonnées  d'un  point  situe  sur 
la  droite  MN  et  symétrique  de  N  par  rapport  au  point  M,  et  y  l'angle  forme  par  NM  avec 
Taxe  des  abscisses.  On  a 


X  =  a;  +  pi/j +c'cosY,      Y  =  ^  +  p /T+c^  sin^, 
et  Y  =  6  -  «. 
Mais 

tang6  — tanga  y  —  cx 

l+tang6tanga         x  +  cy 

Donc 

X  =  p  (2  cos  6  +  c  sin  6),     Y  =  p  (2  sin  6  —  c  cos  0), 

et  par  conséquent 

X2  +  Y2  =  p2(4  +  c2). 

En  posant  maintenant  c=2tangP,  X  =  picos(5i,  Y=pi  sin  6),  on  réduit  cette  équation  à 
la  forme 

p,  =  V/4T^>  =  CV4+^  e«  (*«  +  P). 
Par  conséquent,  le  lieu  des  positions  que  prend  le  point  de  la  normale  MN  à  une  spirale 
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logariihmique  symétrique  ãu  centre  de  courhure  N  par  rapport   à  M,  quand  le  point  M  varie, 
est  une  spirale  logariihmique  égale  à  celle-là. 

4.'  Si  OS  est  perpendic-ulaire  à  la  tangente  MT  à  la  courbe  considérée,  le  lieu  décrit  par 
le  point  S,  quand  M  varie,  est  la  podaire  de  cette  courbe  par  rapport  au  point  O.  Pour  en 
obtenir  Téquation,  reinarquons  qn'on  a,  en  représentant  par  (6',  p')  les  coordonnées  de  S  et 
en  tenant  eompte  de  Tégalité  MOS  =  OMN  =  a, 

p'  =  OS  =  OMcosMOS  =  ^i=-,     0'  =  e-a. 


/iT 


,í' 


En  éliminant  maintenant  p  et  6  entre  ces  óquations  et  celle  de  la  spirale,  on  obtient 
cette  autre : 

d'ou  il  resulte  que  la  podaire  d'une  spirale  logariihmique,  par  rapport  á  son  pôle,  est  une 
autre  spirale  logariihmique  égale  à  celle-là. 

II  resulte  iinraédiatenient  de  cette  proposition  que,  si  l'on  prend  sur  la  droite  qui  passe 
par  O  et  S  un  point  K  tel  qu'on  ait  OK  =  /íOS,  h  étant  constante,  quelle  que  soit  la  posi- 
tion  du  point  M,  le  lieu  des  positions  de  K  est  une  spirale  logarithmique  égale  à  la  spirale 
donnée.  En  partioulier,  si  K  est  le  point  symétrique  de  O  par  rapport  à  S,  la  spirale  obtenue 
ainsi  est  la  ligne  nomniée  par  Bernoulli  pcricnuslique.  Cette  dernière  ligne  est  le  lieu  décrit 
par  le  point  asymptotique  d'une  spirale  logarithmique  égale  à  la  spirale  donnée,  quand  elle 
roule  sur  celle-ci,  de  maiiière  que  les  deux  ligues  soient  symétriques,  par  rappoit  à  la  tan- 
gente coinnume,  en  toutes  les  positions  de  la  spirale  mobile. 

Ajoutons  encore  à  ce  qui  precede,  que  la  spirale  logarithmique  est  Tunique  courbe  qui  a 
pour  2^odaire,  par  rapport  à  un  pôle  donné,  une  ligne  égale  pouvant  être  araenée  à  coincider 
avec  la  courbe  donnée  par  une  rotation  autour  da  pôle.  Cette  propriété  de  la  spirale  con- 
sidérée fut  démontrée  par  M.  Haton  de  La  Goupillière  dans  le  Journal  de  LionviUe  (2."  série, 
t.  XI,  1866,  p  329)  au  moyen  d'une  analyse  três  iiigénieuse,  que  nous  ne  pouvons  pas  repro- 
duire  ici. 

5.*  Les  caustiqiies  par  réfraction  et  par  réflexion  d'une  spirale  logarithmique  pour  les 
rayons  lumineux  émanés  du  pôle,  sont  des  spirales  logarilhmiques  égales  à  celle-là. 

En  appliquant  un  théorème  générale  que  nous  avons  déjà  employé  au  n.°  249,  nous 
devons  chercher,  pour  obtenir  ces  caustiques,  IVnveloppe  du  ceri'le  represente  par  Téquation 


X2  +  Y2  -  2Ce''*'  (X  cos  6  +  Y  sin  6)  =  C^  (/«'  - 1)  e' 


\cb 


6  étant  le  parâmetro  arbitraire,  et  pour  cela  il  faut  éliminer   6  entre   cette  éqiiation  et  cette 
autre : 

c  (X  cos  e  +  Y  sin  6)  -|-  (Y  cos  Ô  —  X  sin  ÔJ  =  —  cC  (/í^  —  1)  e"'' . 
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Pour  faire  cette  éliraination,  remarquons  d'abord  que,  en  posant  X  =  pç  cos  lo,  Y  =  pi  sin  lo, 
ces  équations  peuvent  être  remplacées  par  celles-ci : 

p2  _ 2Ce«0  p ,  eos  (6  -  <o)  =  (A^  -  1  j  Ch'^'^' , 

pi  [c  C03  {O  —  co)  —  siii  {d  —  (o)]  =  —  eC  (/r-  -  1 )  e''" , 

d'ou  il  resulte 

(2)  cp,  —  Ce'^"  [c  cos  (6  -  w)  +  sin  [6  —  oi)]  =  0. 

En  éliminant  maintenant  e*^'  entre  cette  équation  et  la  deuxième  des  équations  antérieures, 
on  trouve 


c2  (/í-2  _!)=..  sin^  (^  -  oy)  —  c^  cos-2  (6  —  <o), 


qui  donne 


-1) 


oa 


En  substituant  cette  valeur  de  6  dans  ia  relation  (2),  on  obtient  Téquation 


p,  =  C(cose„  +  ^í^)eM-ffA,), 


qui,  d'aprcs  un  tbéorème  general  de  la  théorie  des  caustiques,  represente  une  développante 
de  ia  caustique  correspondant  à  une  valeur  quelconque  de  h  donnée.  En  rempiaçant  c  par 
tanga,  on  peut  encore  mettre  cette  équation  sous  la  forme 


sin  a 


La  caustique  de  la  spirale  envisagée  est  ia  déveioppée  de  ia  courbe  représentée  par  cette 
équation ;  et  par  conséquent  Téquation  de  cette  caustique  est 

sin(a  +  Ô|i)  ^c(í),— ^  +  0„ 


pi  =  Cc V-^-íí^e 

sin  a 

et  la  courbe  est  pourtant  une  spirale  logarithmique  égale  à  ia  spirale  donnée. 

ha.  caustique  ijar   réfraction   correspond  au  cas   oíi   ^>1    ou   A<1.    La   caustique  par 
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réflexion  correspond  aii  cas  oíi  /;  =  1 ;    alors  on  a  6,,  =  «,    et  Téquation   precedente  prend   la 
forme 


pi  =  '2Cc  C03  ae 


Nous  ajouterons  encore  à  ce  qui  precede  cette  autre  proposition,  sans  nous  arretêr  à  sa 
démonstration :  Uimage  de  cette  dernière  caustique,  obtenue  par  la  réjlexion  dans  la  spií-ale 
donnée  et  vue  du  póle  O,  est  tine  gj/ii-ale  lo<jarithmique  égale  à  celleci. 

La  propriété  dont  joiíit  la  spiraie  logarithmique,  de  se  reproduire  de  manières  si  diverses, 
indiquées  dans  les  propositions  precedentes,  a  surpris  le  góomètre  qui  les  a  décoiivertes,  leqiiel 
a  exprime  son  sentiment  d'admiration  pour  ces  renouvellements  de  la  eoiirbe,  d'une  manière 
três  vive,  dans  une  passage  interessante  qui  termine  le  deuxième  des  écrits  mentionnós 
plus  haut,  ou  il  a  appliqué  à  Ia  mSme  courbe  la  divise :  Eadem  numero  mutata  resurget,  et  ou, 
par  ce  motif,  il  Ta  désignée  sous  le  nom  de  ipira  mirahilin . 

479.  Aux  diverses  manières  de  reproduction  des  spirales  logarithmiques  découvertes  par 
Bernoulli,  on  a  ajouté  phisieurs  autres.  Nous  en  ailons  exposer  quelques-unes,  en  iiidiqu.-int 
eu  niême  temps  succintement  Tanalyse  par  laquelle  on  les  obtient. 

l.*'  La  polaire  de  la  spiríde  logarithmique,  par  rapport  á  une  hyperhole  équilatere  at/nnt 
le  centre  au  póle  de  la  gpirale  et  tangente  à  cette  ligne,  csl  une  spiraie  logarithmique  égale  à 
celle-là. 

Cette  proposition  fut  obtenue  par  M.  Klein  et  S.  Lie  comme  conséquence  d'une  doctrine 
générale  relative  aux  transformations  linéaires  [Mathematische  Annalen,  t.  IV,  p.  330).  Nous 
en  ailons  donner  une  démonstration  éiémentaire  directe. 

Remarquons  d'abord  que  la  spiraie  logarithmique  peut  être  représentée  par  les  équations 

(3)  a;  =  C  (sin í -H cos  í) e-'',     y=  C  (cos  í  —  sin  í)e-"; 

en   effet,    ces    équations    donnent,    en   désignant   par    6    et    p    les   coordonnées   polaires   du 
point  {x,  y), 


et  par  conséquent 


p-^  =  íc2  _L  ,f-  ^  2C^e-'-",     tang  í»  =  |r  "  ta"g  l  ^  -  O  ' 


P  =  V/2C«^       * 


Cela  pose,  prenons  pour  axe  des  abscisses  la  droite  qui  passe  par  le  point  oíi  Ia  spiraie 
est  tangente  à  riiyperbole,  et  remarquons  que,  pour  que  Thyperbole  représentée  par  Téquation 

x1-y]  +  Axigi+F  =  0 
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soit  tangente  à  la  spirale  à  un  des  points  oíi  ?/ =  O,  il  faut  que  Téquation  qu'un  obtient  en 
reiuplaçant  xi  el  t/i  par  les  valeuis  de  a;  et  ?/  données  par  les  équations  (3),  e'est-à-dire 
réqiiation 

C2 1 2  sin  2í  +  A  cos  2t]  +  Fe-'''  =  O, 

ait  deiix  racines  égales  k  —^kr.,  k  étant  un  nonibre  entier;  les  conditions  pour  (pie  cela 
ait  lieu,  sont  donc 

2C2  +  Fe'"  =  0,     AC«-Fc«'"  =  0, 

ou  (i)  =  2c  (  -"--f^")-  L'équation  de  Tliyperbule  qui  véritie  les  conditions  éuoncées  ci-dessus 

est  pourtant 

a;^  —  1/-^  —  2cxi  yi  =  2C*e^ '". 

I/équation  de  la  polaire  du  point  (a-,  y)  de  la  spirale,  par  rapport  à  eette  liyperbole,  est 

(«1  —  cyi )  X  —  (yi  +  cxi)  y  =  2C"^«-  "', 
et  elle  donne,  en  dérivant  par  rapport  à  t  et  en  tenant  compte  des  relations  (3), 

(xi  —  c^i ) !/  +  (J/l  +  cxi)x  =  20^06-'" ; 

par  conséquent  les  équations  qui  déteruiinent  les  coordonnées  {xi,  'y\)  des  points  de  1'enve 
loppe  de  la  polaire  mentionnée  sont 


2C2a;  2CV 

«-  +  ?/*  «--fr 


et,    en    représentant   par    pi  et   Ôi   les   coordonnées  polaires   du  point  [xi,  yi),   on    cn  dóihiit 

20'- 
tang6i=  —  tang6,     pi  = e^'". 

Pourtant  la  polaire  de  la  spirale  logarithmique,  par  rapport  à  riiyperboie  considérée,  est 
repré&entée  par  Téquation 


p.  =  v/2c/^^'+t;-; 


dont  11  resulte  !e  théovème  énoncé. 

2."  Envisageons  une  spirale  logarithmique  matcrielle,  dont  la  densité  au  point  (6,  p)  soit 
proportionnelle  à  la  puissance  n  de  la  longueur  s  de  l'arc  conipris  entre  ce  point  et  le  pôle  O, 
et  reprósentons  par  (x{,  yi)  les  coordonnées  du  centre  do  gravite  de  cet  are.   En  appliquant 
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un  théorème  bien  connu  de  Mócanique,  on  trouve 


ri)  rh  rh 

Ixi  =  /   a;s"  ds^     hj\  =  /     í/í"  ds,     i=  I    *"  ds . 

— 00  — ao  — 30 


En  remplaçant  maintenant  x,  y  et  s  par  les  valeurs 


a;  =  C«'^«  cos  Ô,     ?/=Ce'"sine,     s=^^-^~Ce''\ 


en  intégrant  et  en  posant  ensuite   (m -|- 2)  c  =  cot  6^   on  obtient  poiír  xi  et  yi  les  expressions 

a;,  =  (ji  -f  1 )  cO  sin  b  cos  (6  —  ò )  e'''' , 

yi  =  (?i  -f  1 )  cC  sin  h  sin  (6  —  i)  e'^" ,-^ 

quand  on  a  n>  — 1. 

Ces  équations  déterminent  les  coordonnées  du  centre  de  gravite  de  Tare  considere.  On  en 
déduit,  en  représentant  par  pi  le  vecteur  de  ce  point,  et  par  di  Tangle  qii'il  fait  avec  Taxe 
des  abscisses, 

pi  =  («  +  1)  cC  sin  be'" ,      e  =  ò  +  arctang  ^  =  ò  +  6i. 

X{ 

Donc,  le  lieu  des  positions  que  prend  le  point  (cci,  yi),  quand  le  point  (6,  p)  varie,  est  une 
spirale  logarithmique  égale  à  celle  qui  est  représenfée  par  1'équation  (1). 

Ou  voit  de  raéme  que  ce  théorème  a  encore  lieu  quand  m<  — 2,  en  représentant  par 
(íci,  yi)  les  coordonnées  du  centre  de  gravite  de  Tare  conipris  entre  le  point  (6,  p)  et  le  point 
de  ia  spirale  situe  à  Tinfini. 

Si  ?i  =  — 1  ou  íi  =  —  2,  ou  si  n  est  compris  entre  ces  deux  noiubres,  le  tliéorème  ne 
subsiste  pas. 

Ces  résultats  ont  été  déraontrés  par  M.  Haton  de  La  Goupillière  dans  une  Ètude  sur  les 
lieux  géomêtriques  des  centres  de  grai-ité,  insérée  aux  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences 
de  Paris  (t.  CXLII,  p.  1174). 

3.^  Considérons  un  point  mobile  sur  une  spirale  logarithmique,  et  supposons  qu'il  éraelte 
une  substance  avec  une  intensité  constante,  de  raode  à  laisser  le  long  de  la  trajectoire  une 
ligne  matérielle.  Nous  allons  déterminer  le  centre  de  gravite  de  Tare  compris  entre  le  point 
(6i,  pi)  et  le  pôle  de  la  spirale.  La  masse  totale  de  cet  are  peut  être  raesurée  par  le  temps  /i 
employé  à  le  parcourir,  et  les  moments  de  la  masse  de  chaque  élóment  par  rapport  aux  axes 
sont  respectivement  égaux  à  xdt  et  ydt. 

On  obtient  le  temps  employé  par  le  mobile  h  parcourir  Tare  considere  au  moyen  du  prin- 
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cipe  des  aires,  qiii  donne 

A  t  '  ^  J  4c 

et  par  conséquent  ti  =e^'^^'. 

Les  coordonnées   (a?),   t/i)  du  centre  de  gravite  cherchô  sont  donc  déterminées  par  les 
équations 


fl  xi  =  I       X  dt,      ti  y\=  t      ydt 


—  OC 


qui,  en  tenant  compte  de  l'égalité 

TP''^^         dt  1    ^0,  pí 

donnent 

XI  =^f"'p-' cos  6 f?e _ _^i^ í'*' ^30»)  cos g ,^ft  _   ^^^í  '' e^*^^'  sin 6 dD, 

pr.'  p:  ./  Pi    ./ 

OU,  en  intégrant  et  en  posant  3c  =  cot  b, 

x\  =  2c  pi  sin  h  cos  [f)i  —  //),     ?/i  =  2c  pi  sin  h  sin  (6|  —  li), 

On  a  donc,  en  représentant  par  p-2  la  distance  du  point  (aji,  ?/i)  au  p^^le,  et  par  w  l'ang!e 
que  ce  vecteur  fait  avec  Taxe  des  abscisses, 

p-2  =  2c  sin  he"'' i ,      Oi=-h^-  arctang  ^'-  =  &  +  o). 

xi 

Donc,  le  lieu  du  "point  (xi,  r/i)  esí  encore  une  spirale  logariilimique  éfjale  à  celle  que 
1'équation  (1)  represente. 

Cest  à  remarquer  que  le  lieu  qu'on  vient  d'obtenir,  coincide  avec  celui  qui,  dans  la  ques- 
tion  precedente,  correspond  au  cas  ou  »  =  1. 

La  proposition  qu'on  vient  de  démontrer,  a  été  donnée  par  M.  Haton  de  La  Goupillière 
dans  une  Note  insérée  aux  Annaeít  scieníijicos  da  Academia  Polytechnica  do  Porto  (t.  I, 
p.  69),  oíi  il  a  étudié  le  problème  general  de  la  détermination  du  centre  de  gravite  des 
ares  d'une  courbe  matérielle  engendróe  par  un  point  douó  d'un  pouvoir  émissif  dintensité 
constante. 

480.     La  spirale  logarithmique  a  mérité  d'âtre  envisagée  par  Newton  dans  les  Principia 
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•maihemutica.  Le  grand  géomètre  a  demontré,  dans  la  proposition  IX  du  livre  I  de  cet  ouvrage 
immortel,  que,  quand  un  point  décril  une  spirale  logarithmique  par  raction  dune  force  qui 
l'attire  vers  le  pôle  de  cette  spirale,  la  force  centripète  est  inversement  proportionnelie  au 
cube  de  la  distance  du  point  mobile  au  centre;  et  il  a  fait  voir,  dans  ia  proposition  xv  du 
livre  II  du  mênie  ouvivige,  que  la  même  ligne  peut  être  parcourue  par  un  point  attiré  vers 
un  centre  fixe  par  une  force  proportionnelie  au  carré  de  la  densité  du  milieu  ou  il  se  meut, 
quand  cette  densité  est  à  chaque  point  inversement  proportionnelie  à  sa  distance  au  centre 
fixe.  Cette  dernière  proposition  a  été  généralisée  par  Jean  Bernoulli  {Opera,  t.  I,  p.  507), 
lequel  a  demontré  quelle  a  encore  lieu  quand  la  densité  du  milieu  est  proportionnelie  à  une 
puissance  queleonque  de  la  distance  du  mobile  au  centre. 

La  spirale  logarithmique  a  été  signalée  par  les  zoologistes  dans  le  nautile.  La  surfaoe  de 
ce  molusque  a  été  étudiée  par  M.  Haton  de  La  Goupillicre  d'une  manière  approfondie  dans  un 
Mémoire  três  remarquable,  publié  dans  le  tome  lil  des  Annaes  scientijicos  da  Academia  I'oly- 
technica  do  Porto,  oíi  la  spirale  logarithmique  joue  un  role  essentiel. 


VIII. 
La  spirale  de  Poiíisot. 

481.     On  appele  spirale  de  Poinsot  la  ligne  définie  par  l'équation 

P'~    e'"^ +  «-"''' 

ligne  qui  a  été  envisagée  par  cet  éminent  géomètre  dans  sa  célebre  Théorie  nouvelle  de  la 
roiation  des  corps,  présentée  à  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris  en  1834  et  publiée  dans  le 
Journal  de  Liouville  (1 ."  série,  t.  xvi). 

On  voit   au   nioyen   de    Téquation   de   la   courbe,    en  tenant  compte  du  signe  du  second 
niembre  de  la  relation 

<7p  _  e"'e_é-'"6 


=  -2a 


m 


d6  u<"9jf.g-nifly2   ' 

que  p  decroít  constamment   et   tend  vers  O,    quand   Ô  varie   depuis  O  jusqu'à  gc.    La   parlie 

ABCD...  (^fig.  124)  de  la  courbe  correspondant  à  ces  valeurs   de  6,  part  dono  du  point  A, 

oii  OK  =  a,  et  fait  un  nombre  infini  de  circonvolutions  autour  de  O,  en  s'approcliant  constam- 

ent  de  ce  point.  Aux  valeurs  négatives  de  6  correspond  une  autre  partie  ABiCDi  ...   de  la 
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spirale,  symétrique  de  la  première  par  rapport  à  Ia  droite  OA.  Le  pôle  O  est  un  pouií  asym- 
ptotiqiie  de  Ia  eourbe. 

L'angle  V  de  la  tangente  à  Ia  eourbe  au  point  {d,  o)  et  du  vecteur  de  ce  point  est  deter- 
mino par  i'équation 


tang  V  =  ■ 


2a 


uQ 


õT' 


dou  il    resulte   que   Ia   tangejite   au 
point  A  est  perpendiculaire  à  OA. 

La  longueur  N  de  Ia  normale  à 
la  eourbe  au  memo  j)oint  est  donnée 
par  Ia  relation 


P 


N  =  -^  V^ÍH-  m^-)  «"^  -  w^p^ 

qui  peut  être  appliquée   à  la   cons- 

truction  de  cette  droite. 

Le  rayon  de  courbure  de  Ia  spirale 

de  Poinsot  est  determine  par  Téqua- 

tion 

£ 


a3(l  +  «r-j  ' 


Fig.  í'J4 


d'ou  il  resulte  que  la  eourbe  n'a  pas  de  points  d'inflexion.  La  valeur  que  ce  rayon  prend  au 
point  A  est  donnée  par  la  formule 

R  = 


1  +  m^ 


482.     L'aire  balayée  par  le  vecteur  du  point  (6,  p),  quand  O  varie  depuis  O  jusqu'à  6,  est 
déterminée  par  Ia  formule 


A  =  2a^j"fde  =  -^ 


2        í  + 


"2«,0 


La  longueur  s  de  Tare   de  la  mêrae  spirale  compris    entre    le  point   A  et  le  point   [d,    p) 
peut  être  calculée  par  la  formule 


(e»'o  _|_  g-».«j 


JJ  ^^(l^-  m'-)  (e'^'""  +  e--"'")  +  2(1- 1»'\} .  'lõ, 
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ou,  en  posant 


Jimfi 


=  2,     z  [(1  +  m"-)  2-2  +  2(1-  m^)  2  +  1  +  m"-]  =  F  (2), 


par  cette  autre 


Mais 


Donc 

a 
m 


a    /■-■[(!+  m^)  2^  +  2  ( 1  -  m^)  2  +  1  +  ?»-] 


m  I 


(l+Wí^)/" 


(2  +  1)VF(2) 

F(2)  ,...,"     1  11 


ãz. 


, -  47n 

v/F  (2)  j    (2  + 

i  1 


l)i/F(2)  j    (2+1/VF(z)J 


En  appliquant  maintenant  une  formule  générale   de   la  théorie  cies  intégrales  ellipfiques, 
on  trouve 


h 


ãz 


v/F(z) 


í/z 


1+wi*  f(z+í)ãz 


(z+1)VF(2)         4m2(2  +  l)    '  J  (2+1)  l/F  (2)  8m-2    J      i/F(2) 


Par  conséquent 


a  rv'F(2) 

5=    I 

?)í    L   2  +  1 


7)1- -\-l  l'     ãz  1 +wi^ /"      zdz 


/F(2) 


2(:/2       "1 

7f(^J' 


Pour  réduire  les  intégrales  elliptiques  qui  figiirent  dans  cette  relation  à  la  forme  uormale 
adoptée  par  Weierstrass,  11  suffit  de  fiire 

2(1 -«t^) 

z  =  v  -f-  hj     li  =  —  -^-^^ — -  -  .T^  ; 


3(1  +ru'^) 


et  on  trouve  ainsi 


a  \/i  +  m 


ou 


v^  =  1  _  /, ,     Al!  =  \/4í;3 -giv-g-2,    gi  =  -i  (SA^ - 1),    92  =  4h  (2h^  - 1). 


On  voit  donc  que  la  rectitication  de  la  spirale  de  Poinsot  dépend  d'une  intégrale  elliptique 
de  première  espèce  et  d'une  autre  de  seconde  espèce. 
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En  particulier,  la  longueur  .«„  ck-  Tare  compris  entre   le  point   A  ot  le  pôle  O  est  déter- 
minée  par  la  formule 

5  +  ín*       r^'t  dt 


a  / 1  +  m"- 


b  +  nv       rv\  du  /'Cl 

3(1+»7^J      ~^  ~  J 

-A  ■  -h 


dv 


a 

m 


ou 


_      í»2  +  5 

Si  Ton  veut  representar  s  par  les  fonctions  elliptiques,  on  doit  poser  v  =  t^u,  et  par  con- 

séquent 

p'2,=4p3u  — r/ipc-í;.2, 

et  on  trouve 


o  2 


m^  -r  O 


(m„—  !í|)  +  ítííl  — ?í"0  +  " 


P"n 


p'«<i 


2(pw„  +  A+l)         2(-pui+h  +  l) 


II  est  à  remarquer  que  Tune  des  rapines  de  réquation   Ay  =  0  est  égale  à  — /;  et  que  les 
autres  sont  imaginaires.    La  période  réelle   des  fonctions  elliptiques  qu'on  vient  d'employer, 


est  donc  égale  à  2 


^  dv 


483.     On  peut  rapprocher  de  la  spirale  de  Poinsot  les  courbes  délinies  par  les  équations 

2a 


p=       (e""  +  e-"'"j,      p  =  ^(« 


l>      ?  =  ■ 


gmO g—'"6 


que  nous  appellerons,  respectivement,  spirale  du  cosinus  hyperhoUqrie,  spirale  du  sintis  hyper- 
bolique  et  spirale  de  la  cosécante  hyperholique .  La  première  de  cés  courbes  est  inverse  de  la 
spirale  de  Poitisot;  les  autres  sont  inverses  Time  de  Tautre.  La  spirale  des  cosinus  hyper- 
boliques  fut  envisagée  par  Jean  Bernonlli  (Opera,  t.  iv,  p.  248),  qui  a  donné  un  procede  pour 
la  construire.  L'éminent  géomètre  a  été  aniené  à  Tétude  de  cette  courbe  en  cherchant  la  solu- 
tion  de  ce  problcme :  déterininer  le  lieu  décrit  par  un  point  se  mouvant  livrement  à  Tintérieur 
d'un  tuyau  horisontal,  quand  ce  tuyan  tourne  avec  une  vitesse  constante  autour  d'un  axe 
verticale  passant  par  Taxe  du  tuyan. 

Les  longueurs  si,  sa  et  .«3  des  ares  de  ces  courbes  sont  déterininées  par  les  équations: 


dsi 


a\/l 


vdv 


1  -  «j-^ 


-d- 


Ai- 


c/.<-2  = 


a\/T+-^ 


Ay     '  3(l  +  »r)     Aí;  2[v  +  h) 

vdv  1  — m^       dv        j      Ali- 


c/í3  = 


a  t/  I  +  »i- 


m 


A|y        3(1 +w2)    A,i'  2{v  +  k) 

iir-rb        dv     ,    vdv  Aiv 


3(hí-+1)    ^iv       Aiu       2{v  +  h  —  l) 


VOL.    V 
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ou 


A)  V  =  4v^  —  g\v  4-  ffi 


Les   racines   de    cette   équation   et   celles   de   ré(niation    Ay  =  0   diffèrent   senlemeiít   par 
le  signe,  et  par  conséquent  les  qiiantitós  s,,  s-2  et  S3  dépendent  des  raêmes  fonctions  elliptiques. 


IX. 


La  spiralc  traotrioc 

484.  On  designe  sous  le  nom  de  spirale  tractrice  la  ligne  dout  la  loiígiíeur  de  Ia  tan- 
gente, rapportée  aux  coordonnées  polaires,  est  constante.  Cette  spirale  fut  indiquée  par  Vari- 
gnon  dans  le  mémoire  raentionné  au  n."  472,  et  fut  étudiée,  sous  le  nom  de  tractrice.  compliqnée, 
par  Cotes  dans  VHarmunia  mensurarum,  p.  <S2,  oíi  il  s'est  occupé  de  sa  construction,  de  sa 
quadratura  et  de  sa  rectification,  et  ou  il  a  reraarquée  qu'elle  est  inverse  de  la  développante 
du  cercle.  Cette  propriété,  retrouvée  plus  tard  par  d'autres  géomètres,  será  démontrée  p|us 
loin,  à  roccasion  d'étudier  cette  développante.  La  même  spirale  a  été  étudiée  de  nouveau  par 
Ronquei  dans  les  Nouvelles  Annalts  de  ilathémaiiques  (1863,  p.  494),  ou  il  a  résolu  queiques 
questiona  sur  la  méme  courbe  qui  avaient  été  proposées  antérieurenient  par  M.  Haton  de  La 
Goupilliòre  (1.  c,  1863,  p.  336). 

II  resulte  immédiatement  de  la  définition  de  la  courbe  qu'elle  peut  étre  représentée  par 
Téquation 

fl  étant  une  quantité  constante,  ou 


(1) 


(16- 


1/        -4  9 

V  a-  — p- 


dp 


ft-  f/p 


jp 


pVa'-p2  ^/a2-p^ 


ou,  en  intégrant  et  en  déterminant   la  constante  arbitraire    par   la  condition   de 
quand  p  =  a^ 


6  s'annuler 


(2) 


Vi? 


are  cos 


Considérons  dans  les  équations  (1)  et  (2)  le  signe  inférieur.  Alors,  quand  p  varie  depuis  a 
jusqu'à  O,  6  croít  constamment  depuis  O  jusqu'à  cc.  La  partie  correspondant  de  la  courbe, 
ABCD.  .  .  (fg.  125),  commence  au  point  A,  oíi  OA  =  «,  et  fait  un  nonibre  infini  de  circonvo- 
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lutions  autour  du  pôle  O,  en  sapprocliant  constauiment  de  ce  pule,  qui  est  un  point  asympto- 
tique  de  la  spirale. 

Si   Ton   prend,  dans   les   éqiiations   (1)    et   (2),  le  signe   supérieiír,    on   obtipiit   la  partie 
ABiCDi  ...  de  la  courbe,  symétrique  de  ABCD... 
par  rapport  à  Taxe  OX. 

L'équation  (1)  determine  les  sous-normales 
de  la  courbe  et  fait  voir  qu'elle  est  tangente  à 
Taxe  OX  aii  point  A.  La  spirale  a  donc  à  ce  point 
un  rebroussement.  "^ 

On  voit  au  moyen  da  Téquation 


(3) 


dl/       [j  sin  6  -;_ Vil'  —  r/'  cos  6 
'3x       p  cos  O  +  Va^  —  p-  sin  6 


Fig.  J2õ 


que  les  points  oii  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe   OX  sont  determines  par  Téquation  de  la 
courbe  et  par  celle-ci : 


tane;  6  = 


v/a2_p^    . 


En  posant  dans  cette  équation  a;  =  pcos6  et  3/ =  p  sin  6,  on  trouve  cette  autre: 

X-  -{-1/-  +  ax  =  O, 

qui  represente  deux  eercies  égaux,  ayant  les  centres  aiix  points  de  Taxe  OX  dunt  la  distance 
à  O  est  égale   à  — -  o.  Donc,  h;s  points  de  la  spircde  tracfríce   oà   la  tangente   est  2^'<'>'C'll'^l6  à 

Vaxe  des  abscisses  sont  situes  sur  les  circorifércnces  de  ces  deux  cercles. 

Si  Ton  remarque  maintenant  que  Tóquation  (2)  ne  eliange  pas,  si  Ton  prend  pour  axe 
des  abscisses  une  autre  droite  quelconque  passant  par  le  pôle,  on  peut  énoncer  le  tliéorèrae 
suivant: 

Les  points  de  la  spirale  tractrice  oii  la  tangente  eU  parallèle  à  une  droite  donnée  quelconque, 
sont  situes  sur  la  circonférence  de  deux  cercles  qui  passent  par  le  pôle  et  ont  les  centres  sur  une 

j)aralllle  à  la  droite  donnée,  passant  jjar  ce  pôle,    à  la  distance  -^  de  ce  point. 


485.  La  spirale  tractrice  est  la  podaire  de  la  spircde  logaritlimique  p9  ==  a  par  rapport 
au  pôle. 

En  effet,  en  reprósentant  par  O  le  pule,  par  OX  Taxe  des  coorlonnées  polaires,  par  6| 
et  01  les  coordonnées  du  point  T  de  la  podaire  de  cetie  spirale  correspondaiit  au  point  M  de 
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la  même  spirale,  et  par  V  Fangle  OMT,  on  a 


.    a[j 


n,  =  OT  =  p  sin  V  =  -  JZ-     , 

e,  =  TOX  =  0  +  (4-  -  v)  -  -"-  +  ^-  -  are  cos      ,    ^  , 

\2  /        p        2  v/«2  +  p2 

et  par  conséquent,  en  éliminant  p  entre  ces  équatioiís,  et  en  changeant  6i  en  0i  +  ^  i 


/A\  A  /a'  — pí  p, 

(4)  Gi  = ■ are  cos  - — 

p,  a 

Cette  proposition  a  été  donnée  par  IMaclaurin  dans  son  fameux  Treatri.se  of  Jittxwns  (t.  /, 
p.  222,  de  la  traductioii'  française  de  Pesenasi). 

486.  Cest  une  couséquence  du  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  la  proposition  sui- 
vante,  remarquée  par  M.  Haton  de  La  Goupillière  (1.  c.)  et  démontrce  par  Ronquei  et 
Laquière  {Nouvelles  Annalts  de  ]\lathémutiques,  1863,  p.  549): 

Le  lieu  du  pôle  d'une  spirale  hyperholique  qui  roule  sur  une  autre  égaJe,  dont  le  pôle  coin- 
cide avec  celuilà  à  Vorigine  du  mouvement,  est  une  spirale  tractrice. 

En  eíFet,  il  est  géométriquement  óvident  que  ee  lieu  est  identique  à  celui  des  points  syiné- 
triques  du  pôle  de  la  spirale  fixe  par  rapport  aux  points  de  la  podaire  qu'on  vient  de  consi- 
dérer;  or,  en  changeant  dans  réquation  (4)  pi  en  2pi,  on  obtient  Téquation  d' une  spirale 
tractrice. 

487.  Le  rayon  de  courbure  de  la  spirale  envisagée  est  determine  par  lexpression 


<^^  ^  =  ^^2p^^' 

d'ou  il  resulte  que  la  courbe  possède  deux  points  dinflexion,  dont  les  coordonnées  sont  (Rou 
quel:  1.  c.) 

p  =  i-«V^,     6=-±(l-^ 

En  représentant  par  a  Tangle  de    la  normale    au  point  (6,  p)  et  du  vecteur  de    ee  point. 
on  a 


vV--p^  P 

cot  a  = —  ,      sen  a  =  -^ 
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pourtant  on  peut  raettre  Texpression  dii  rayon  de  courbure  sous  Ia  forme  (Rouquel :  1.  c.) 

R=  — a  tang2a. 

488.     La  longueur  s  de  Tare  de  la  spirale  considérée  eompris  entre  le  point  [6,  p)  et  le 
point  A  est  déterminée  par  !a  formule 


:=   /     \ /  p^  ^-^+ 1  •  rtp  =  a   /     —  -  =  —  alog-í— =  —  «  log  sm  a. 

J     V      «p-  ./     p  « 


Donc,  la  longueur  de  Vnrc  compris  entre  le  point  A  el  le  point  (Ô,  o)  est  j>roportionnelle  cm 
logarithme  du  vecteur  de  ce  point.  Cette  propriété  de  la  spirale  traetri^e  a  été  prise  par  Cotes 
pour  définition  de  la  même  coiirbe.  On  en  déduit,  en  différentiant  la  dernière  équation,  la 
propriété  par  laquelle  on  a  aborde  ci-dessiis  Tétude  de  cette  ligne. 

II  resulte  de  cette  ógalité  et  de  la  relation  (4)  que  Véquation  intrinseque  de  la  spirale 
tractrice  est 


i\-  =  a-  — 


O-  1 

e     —  1 


(e  "  -  2)2 


L'aire  de  Tespace  balayé  par   le  vecteur  de  la  spirale  tractrice,    quaiid  il  varie  depuis  a 
jusquà  [j,  est  déterminée  ])ar  Téquation 


-— -  a-T.  —  p  V  a-  —  p-  —  a-  are  sin  -^ 


■  a^  [r  - 


2«  — 


a  —  sm  za 


2f,L 


X. 


Tractrice  circulairc. 


480.  On  appelle  tractrice  circulaire  la  eourbe  qui  jouit  de  la  propriété  dêtre  constante 
la  longueur  dun  des  segments  de  la  tangente  compris  entre  le  point  de  contact  et  une 
circonférence  donnée.  Elle  est  le  lieu  décrit  par  un  point  entrainé  par  un  autre,  auquel  il  est 
lie  par  un  íil,  quand  celui-ci  décrit  une  circonférence. 

En  représentant  par  (X,  Y)  un  point  quelconque  de  cette  circonférence,  par  {x,  y)  le  point 
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correspondant  de  la  tractrice,  on  peut  traduire  cette  définitioii  par  les  équations 

X2+Y-^  =  a^     (X-xy^  +  {Y-2jf  =  h-,     {Y-y)dx==iX-x)dy, 

dont  Ia  première  represente  la  circonférence  donnée,  et  les  deux  aiitres  expriment  que  la  dis- 
tance  entre  les  points  (X,  Y)  et  (a',  ?/)  est  constante  et  que  ces  deux  poiíits  sont  situes  sur 
une  tangente  à  la  tractrice. 
Posons  maintenant 

X  =  pi  cos  O),    ,Y  =  pi  siii  (1),     a'=pcos9,     ?/=psiii6. 

Les  équations  precedentes  prennent  la  forme 

pi  =  a,      p- —  2ppi  cos  (O  —  co)  =  h-  —  a-,      pi  1      '    sin  (6  —  (o)  -J-  p  cos  (6  —  n 
d'ou  il  resulte,  par  lélimination  de  O  —  w, 


a 


W        t/4«^p*-(p='H-a'=  — 6^)2 


c?p  p(p'-  — a^-pi-i 

Donc,  l'équation  de  la  tractrice  envisagée  est 


(1)  ^^^rrV4a-^p--<p-  +  a;_-6y,p. 

'^  ^  -J  p(p--i -«■-'+ 6-)  ' 

o. 

L'intégrale  dontÔdépend  peut  être  expriméepar  des  fonctions  élémentaires,  en  posaiit  p-  =  í 
et  (n  intégrant  ensuite;  mais  nous  n'exposerons  pas  ici  cette  réduction,  et  nous  allons  étudier 
Ia  courbe  directenient  au  nioyen  de  Téquation  (1),  oii  Fon  peut  supposer  que  la  variable  p  est 
positive. 

Pour  déteriiiiner  la  forme  de  la  spirale  envisagée,  supposons  premièrement  qu'on  ait  «>  b, 
et  remarquons:   1.°  qu'il  resulte  de  lidentité 

4a«  p2 -  ( p-  +  a-  —  b-)~  =  (i  -  p  +  a)  (6  +  p  —  «)  (p  +  «  —  í-}  (p  +  a  -j-  ò) 

que  Tintégrale  dont  dépend  la  valeur  de  6  est  réelle  quand  p  est  conipris  entre  a—  b  et  «  +  è, 
et  imaginaire  quand  p  est  compris  enire  O  et  a  —  b  ou  entre  a-\-b  et  co;  2."  que  cette  inté- 
grale  devient  infinie  quand  p- =  a-  —  b-;  3."  que  la  mêuie  intégrale  croit  quand  p  àugmente  ; 

4."  que  —j-  est  nulle  aux  points  oíi  p  =  a  —  ò  ou  p  =  a4-ò;  õ.°  que  la  courbe  est  symétrique 

par  rapport  à  Taxe  des  abscisses.  Cela  pose,  en  faisant  dans  léquation  (1)  a  =  a-\-by  on 
obtient  Téquation  d'une  branche  de  la  courbe,  qui  commence  au  point  de  Taxe  des  abscisses  oii 
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fj  =  a-\-b,  ou  elle  a  un  rebroussement  (jig.  126),  et  fait  ensuite  deiix  suites  de  circonvolutions 
autoiír  dii  cercie  de  rayoii  égal  à  Va  —  b,  ayaiit  le  centre  au  pôle,  en  s'approcIiant  constaiument 
de  cette  ligne,  qui  en  est  un  cercie  asymptotique.  De  niême,  en  posant  dans  Féquation  (1) 
«  =  a  —  b,  on  obtient  l'équation  d'iine  autre  branche  de  la  mêiue  spirale,  qui  commence  an 
point  de  Taxe  des  abscisses  oii  p  =  a  —  b,  oíi  elle  a  un  rebroussement,  et  fait  un  nombre  infini  de 
circonvoiutions  autour  dii  pôle  et  tend  vers  le  cercie 
mentionné  ci-dessus,  en  restant  toujours  à  son  intérieur. 
Aux  valeurs  de  a  diíFérentea  de  a  —  ò  et  a  +  6  correspon- 
dent  d'autres  branches  de  la  courbe,  égales  à  celles  qu'on 
vient  de  considérer,  ayant  un  axe  de  symétrie  diíFérent. 

Si  a<^b,  on  voit  de  même  que  la  courbe  a  la  forme 
d'un  ovale  avec  deux  rebroussements  aux  points  nii 
p  =  6  —  a  et  o  =  h  -\-  a. 

Si  a  =  b,  Téquation  (1)  prend  la  forme 


Fig    1-26 


f/p, 


et  par  conséquent  (n.°  484)  la  traclrice  circulam:  coincide  alors  avec  la  spirale  ^ractrice.  Ce 
cas  particulier  a  été  envisagé  par  Huygens,  comme  on  le  voit  par  quelques  lignes  d'un  de 
ses  manuscrits,  publiées  dans  le  tome  x,  p.  422,  de  ses  Oeuvres. 

■190.     On  voit  au  moyen  de  Téquation 


<2) 


dy  _  [f  —  g^  +  h^)  sin  e  +  t/4a^  p-  -  (p-  +  a-  —  b^-f  cos  6 
dx  ~  {f  _  «2  -f  b^)  coso-  \/Aa-  f  -  ( p2  +  a^—  b'^f-  sin  6 


que  la  tangente  à  la  spirale  envisagée  est  parallòle  ;i  Taxe  des  abscisses  aux  points  determi- 
nes par  réqiiation  de  la  courbe  et  par  celle-ci: 


ou 


(p-  —  rt^  +  b-)  sin  Ô  +  [/Au-  o'  —  (p-  -\-  a-  —  b-f  cos  6=0. 

(_)r,  en  posant  a;  =  p  cos  6,  ?/  =  psin&,  cette  équation  prend  la  forme 

{x^  +  iff  -f  2  (//-  -  «^1  ir  -  -'  {'!■-  +  5 -)  «'^  +  («-  —  ^*)-  =  *-'> 

{x  +  i )"  +  ^'  =-■  «'■'• 

Par  conséquent  les  points  consideres  soiit  situes  sur  les  circonférences  de  ces  deux  cercles. 
Comme  Téquation  (2j  ne  cbange  pas  quand  on  remplace  Taxe  des  abscisses  par  un  autre 
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quelconque  passant  par  le  pôle,  nous  pouvons  énoncei'  le  théorème  suivant,  qui  est  nonveau, 
croyons-nous: 

Les  j^oints  de  la  iractrice  circulaire  ou  la  tangente  est  parallele  ã  tme  droite  donnée  quel- 
conque, sont  situes  sui-  les  circonférences  de  deita:  cercles  de  rayon  égal  à  a,  ayant  les  centres 
sur  la  parallele  à  la  droite  donnée  passant  par  le  pule,  à  la  distance  h  de  ce  point. 

En  faisant  a  =  b,  on  retrouve  une  propriété  de   la  spirale   tractrice   énoncée  au   n."  484. 

491.     On  peut  obtenir  aisément  la  longueur  des  ares  de  la  courbe  considérée,  puisqu'on  a 


^'  W^'  W  '^  ^  '^^'  ^  7^5+P  '^'' ' 


df  [> 

la  longueur  de  Tare  compris  entre  les  points  (6,  r/),  et  (O,  a)  est  donc  déterminóe  par  la  for- 
mule 

L'aire  balayée  par  le  vecteur  du  point  (ft,  p),  quand  O  varie,  dópend  de  Tintégrale 


qui,  en  posant  p-  =  t,   se  transforme  dans  une  autre   qu'on  sait  exprimer  par  des  fonctions 
élémentaires. 


XI. 
La  eocliléoíde. 

492.     La  courbe  définie  par  Téquation 

sino 
(1)  P  =  «— Q— 

fut  appelée  par  Falkenburg  et  Bendien  (Niev  Archief,  1884,  t.  x,  p.  76)  cochléoide.  Elle 
est  la  ligne  inverse  de  la  quadratrice  de  Dinostraie.  Les  aneiens  géomètres  donnaient  au  mot 
cochUoide  un  sens  différent  de  celui  qu'on  lui  attiibue  à  présent.  D'après  un  eommentaire  de 
Jamblique,  conserve  par  Simplicius  dans  ses  Commentaires  sur  Aristote,  Pappus  a  donné  le 
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rom  de  cochléouh  à  la  courbe  que  Proclua  et  Eutocius  ont  appelée  conchdide,  c'est-à-dire 
à  la  courbe  étudiée  aux  n.°*  273  à  281.  [Voy.  P.  Tannery  :  Hisfoire  des  lignes  et  des  sur- 
faces  courhes  dans  Vantiquité  {Bulleiin  des  Sciences  mathémaiiqties,  1883,  p.  183)j. 

La  eochléoide  a  été  Tobjet  de  plusieura  travaux,  comrae  on  peut  le  voir  dans  une  Notioe 
bibliographique  sur  cette  courbe  publiée  par  M.  Wõlffing  dans  le  Bolletino  di  bibliograjiu  et 
sloria  delle  scienze  niat.  (t.  m,  1900).  On  en  trouve  la  première  mention  connue  dans  ua 
écrit  anonyme,  attribué  par  M.  Wíilffing  à  J.  Perks,  publié  en  1700  dans  les  Philvsophical 
2ransactions  of  the  London  R.  Societi/.  EUe  a  été  étudiée  par  Cesàro  (Nouvelle  Correspon- 
dance,  t.  iv,  1878,  p.  283),  Falkenburg  (Arclnv  der  Mathematik,  t.  cxx,  p.  209),  M.  Neu- 
berg  (Mathesis,  t.  v,  1885,  p.  89),  etc. 

On  obtient  aisénient  la  forme  de  la  courbe  aii  nioyen  de  son  équation.  En  considérant 
preniièrement  les  valeurs  positives  de  6,  on  voit  que,  quand  6  varie  depuis  O  jusqu'à  -,  le 
point  (6,  p)  décrit  Tare  ABO  (Jig.  127),  tangent  en  O  à  Taxe  OX.  Quand  ensuite  O  varie 
depuis  -  jusqu"à  2-,  le  mênie  puint  décrit 
Tare  Oc?eO,  qui  est  aussi  tangent  en  O 
à  Taxe  OX.  Quand  d  continue  à  auginen- 
ter,  le  point  (6,  o)  décrit  une  suite  infinie 
d'ovalea,  comine  OfgO,  qui  sont  tous 
tangents  au  point  O  à  Taxe  mentionné. 
Ces  ovales  ne  peuvent  pas  se  eouper,  car, 
si  ils  avaient  un  point  commun,  difterent 
de  O,  les  valeurs  prises  par  6  à  ce  point 
devraient  vérifier  la  condition 


siníÔ^-w")       sin  (6 -J- ?).::) 

6  -j-  jí-  d  -\-  VI- 

n  et  m  étant  deux  nombres  entiers  posi- 
tifs,  Tun  pair  et  Tautre  impiair,  et  Tun 
des  valeurs  de  6  considérées  serait  néga- 
tive.  La  distance  du  point  A  au  pôle  est 
égale  à  «. 

Aux  valeurs  négatives  de  6  il  corres-  Fiy.  i27 

pond  une  autre  branclie  de  la  courbe, 
symétrique  de  celle  qu'on  vient  de  considérer  par  rapport  à  Taxe  des  abscisses. 

On  voit  au  moyeu  de  Téquation 


dfi 


6  cos  6  —  sin  6 


p  (aços  6  —  p) 
a  sin  O 


à9 

dd 

VOL.    V 


quon  a      /^  =  *J  quand  6  =  O  et  quand  p==rtC0s6;   pourtant,   la  circonférence  de  rayun  égul 

M 
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à  -^OA,  ayant  le  centre  ati  tnilieu  du  segment  OA,  coujpe  la  courbe  aux  jjoints  oú  p  passe  par 

une  valeur  maxime  ou  mtnime. 

Les  poiuts  oú  la  tangente  est  parallèle  à  une  droite  donnée   sont  determines  par  léqua- 
tion  de  la  courbe  et  par  celle-ci: 

dl/  _  2(6isin2Ô  — sin*6i)  _ 
'd^~    2<»cus2Ô-sin2Ô    -*^"S«' 

oú  a  represente  Tangle  forme  par  la  droite  donnée  avec  Taxe  des  abscisses. 

Or,  en  éliminant  1)  au  moyen  de  Féquation  de  la  courbe,  cette  équation  prend  la  forme 

a  sin  (26  —  a) 


s;n(©  — «) 

Nous  pouvons  dono  énoncer  la  proposition  suivante  (n."  37),  pas  encore  signalée,  croyons- 
nous: 

Les  points  de  la  cochléoide  ou  la  tangente  est  parallèle  à  une  droite  donnée  sont  situes  sur 
une  strophdide,  ayant  le  point  ãouble  au  pôle  de  la  cochléoide.  Cette  strophoide  est  la  cissoidale 
du  cercle  qui  passe  par  le  pule  O  et  a  le  centre  ati  point  A,  et  son  asymvtote  réelle  est  paral- 
lèle à  la  droite  donnée. 

Si  la  droite  donnée  est  parallèle  à  Taxe  des  abscisses,  la  strophoíde  se  rédiíit  au  cercle 
ayant  pour  équation  p  =  2«cos6;  dono,  les  points  ou  la  tangente  à  la  cochléotde  est  j^arallele 
à  Vtujce  des  abscisses  sont  situes  sur  la  circonférence  d'un  cercle  de  rayon  égal  à  a  ayant  le 
centre  au  point  A. 

La  strophoíde  qu'on  vient  de  considérer  est  droite  quand  Ia  droite  donnée  est  perpendi- 
oulaire  à  Taxe  des  abscisses. 

493.     L'équation  polaire  de  la  tangente  à  la  cochléoide  au  point  (6i,  [>i)  est 

—  = sin  (6  -  26,)  -f :— ^  sin  (d  -  O,). 

p  pi  íí  siii  Oi 

En  faiaant  dans  cette  équation  d  =  26i,  on  trouve  p  =  a.  Donc,  la  tangente  à  cette  courbe 
an  point  (6i,  pi)  p)asse  par  le  point  (26i,  «),  cest-à-dire  par  le  point  symétrique  du  sommef  A 
par  rapport  à  la  droite  qui  joint  le  point  {0\,  pi)  à  Vorigine.  Ce  théorème  est  dú  à  Cesàro 
(1.  c),  et  peut  être  employé  pour  tracer  les  tangentes  à  la  courbe  considérée. 

Le  rayon  de  courbure  de  cochléoide  est  determine  par  la  formule 


R  = 


pf„2-f  pS  —  gopeosÔl- 
^a-  sin  6  (a  —  p  cos  9) 


9Í» 


3 

par  conséquent,  au  point  A  on  a  R=  —  o^  et  au  point  O,  oíi  ft  prend  les  valeiírs  +z,  +  2x, 

+  3:t,   ....   011  a  11  =  —  ou  R  =  Tj-  . 

494.  À  ces  propriétés  de  la  cochléoide  qu'on  vient  de  démontrer,  nous  ajouterons  encore 
celle-ci,  découverte  par  Cesàro  (1.  c): 

Quand  un  point  décrit  une  circonférence,  le  centre  de  gravite  de  Vare  compris  entre  ce  point 
et  un  point  fixe  décrit  une  cochléoide,  dont  la  tangente  au  point  mobile  passe  par  le  point  qui 
engendre  la  circonférence. 

En  représentant,  en  efifet,  par  (Ô,  p)  les  coordonnées  dii  centre  de  gravite  de  Taro  du 
cercle  de  rayon  égal  à  a  avec  le  centre  à  Torigine  des  coordonnées,  compris  entre  les  points 
ayant  pour  coordonnées  polaires  (O,  d)  et  (co,  aj,  et  par  l  la  longueur  de  cet  are,  on  a 


cos  (O  dm  =  a-  sin  o), 
o 

Ip  sin  6  =  a^  j     sin  (u  c/iu  =  ^^  (1  —  cos  co) 


et  par  conséquent 

(I)  p  cos  6  =  a  sin  (o,     o)  p  sin  6  =  «  ( 1  —  cos  c»). 


Or,  ces  équations  donnent 


On  a  donc 


ip  —  2a  sin  6  =  O,     tango  =  tang -— 


sin  Ô 


r>=-«   Y 


Pour  démontrer  niaintenant  que  la  tangente  au  point  (6|,  pi)  de  cette  courbe  passe  par 
le  point  correspondant  (w,  a)  ou  (26i,  a),  il  suffit  de  reniarquer  que  lóquation  polaire  de  cette 
tangente  est  véritiée  quand  on  y  remplace  p  et  6  par  a  et  26í. 

II  est  à  remarquer  que  Téquation  (1)  est  la  traduction  analytique  immédiate  d'une  règle 
donnée  par  Wallis  pour  oonstruire  le  centre  de  gravite  des  ares  de  la  circonférence  (Opera, 
t.  I,  p.  712). 

495.  L'aire  balayée  par  le  vecteur  du  point  (6,  o),  quand  (»  varie,  est  déterminée  par  la 
formule 


.        1    /  "    ..  ,/i       1     w  n  -  cos  26    ,^       cos  26-1    .    1     ,   f 


"  sin  2Ô    „ 
-     ^--df). 
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L'intégrale  dont  dépend  A  nest  pas  exprimible  par  des  fonctions  élómentairea  et  doit  être 
calculée  par  une  série.  On  déduit  de  cette  égalité  que  raire  halayée  par  le  vecteur  (6,  p)  quand 

6  varie  depuis  O  jusqiiá  go,  est  égale  à  -~-a--. 

496.  La  cofhléoide  appartient  à  une  classe  de  courbes  trouvées  par  31.  Haton  de  La 
Goupilliere  en  cherchant  le  lieu  des  centres  de  gravite  des  ares  d'iin  cercie  donné,  dont  Ia 
densité  varie  proportionnellenier.t  à  une  puissance  ?i -|-  1  de  la  longiieur  de  Tare  {Comptes 
renãns  de  1'Académie  des  Sciences  de  Paris,  1906,  p.  1130).  Les  équations  de  ces  courbes  sont, 
en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  du  cercie  considere  et  pour  axe  des  abscisses 
la  droite  qui  passe  par  Torigine  des  ares,  en  représentant  c?s  ares  par  6,  et  en  supposant  le 
rayon  du  ci^rcle  égal  ;i  runité, 

« -I- 1    ,  'ii  n+  \     ^n 

(2)  ^  =  -rH-j     e"cos&,/e,     y  =  ~^J^,-    I     6''Bw6J6. 

o  u 

On  peut  obtenir  aisément  les  intégrales  qui  figurent  dans  ces  équations,  mais  nous  allons 
indiquer  une  manière  de  construire  ces  courbes,  leurs  tangentes  et  leurs  cercles  de  courbure 
sans  faire  Tintégration. 

1."  Représentons  par  C,,^.!  et  C„^2  deux  courbes  correspondant  à  deux  valeurs  succes- 
sives  de  Tentier  n  et  par  («j,  yi)  les  coordonnées  du  point  de  la  deuxième  courbe  qui  cor- 
respond  à  ia  même  valeur  de  6  que  le  point  {x,  y)  de  la  premicre.  On  a 

71-1-2    r'>  «4-2    /-"C 

«^'=-67,^/    e"+'eosec/e,     y,^-^j     d"+^smQdQ, 

ò  u 

ou,  en  appliquant  la  régie  d'intégration  par  parties  aux  intégrales  qui  figurent  dans  ces  équa- 
tions et  en  tenant  eompte  des  équations  (2), 

Ji-L  2                                         n  -I   2 
a-i  =  — õ —  (^'"  Q  —  ^)'     ^<  = 0 (^  —  ^°^  ^r 

On  peut  construire  de  proebe  en  proche,  au  moyen  de  ces  formules,  en  partant  de  Ia 
cochlédide,  les  courbes  C-2,  C3,  C4,   .... 

2."  En  représentant  par  x'  et  y'  les  dérivées  de  x  et  3/  par  rapport  à  6,  on  a 

9"+icose  — (jí -H  1)  /    6"  cos  6  f/e 


dQ, 

ú 


«'  =  («  +  !) õ^ =  -  "-^f  e»+'  sin 

u 

6"+'  sin6  — («-H  1)   /    e"sinef/e 

y  =  («  + 1 ) ^^-^ =  -^^/*  6"+'  cos  erfe, 


et  par  suite 


Donc 
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Ji  +  1  ,      n  -1-  1 


«  +  2^''      ^=.+2^'- 


^.^'    +1=0. 
dx     xi 

ííous  avons  donc  le  théorème  suivant,  au  nioyen  duquel  on  peut  constniire  la  tangente  à 
la  courbe  C„+i  au  point  (x,  y) : 

La  tangente  à  C„a.i  au  point  {x,  y)  est  perpeniiculaire  à  la  droite  gui  passe  par  Vorigine 
des  coordonnées  et  par  le  point  («j,  y\)  de  C„_)-2. 

3."  En  représentant  par  (íc-i,  yn)  les  coordonnées  du  point  de  C„_(_3  qui  correspond  à  la 
même  valeur  de  6  que  les  points  {x,  y)  et  [xi,  y\)  de  C„+i  et  C„_,-2,  et  en  représentant  par 
íc"  et  y"  les  dérivées  de  x'  et  y'  par  rapport  à  6,  on  trouve  d'abord 


-.--^a^/^^+^eosec/e,    y,  =  -iL+|_y'%.+.sin6de, 


et  ensuite 


«-1-1      /'O  J!  +  1 


w  4- 1      r'J  w  4-  1 

y'  =  -^^/  e»+^sine,7e  =  ---|3-^,. 


o 
9i  +  l_    rO_,,   ,  „  ,„  «+1 

o 
En  représentant  donc  par  R  le  rayon  de  courbure  de  C„+i  au  point  (x,  y),  on  a 

,"2 


^ _  {x'-^+y''-r  _ («+l)(n+3)(a;?-fy?)^   _ 
x'y''  —  y'x"         {n  +  2)*  («laja  +  yiya) 

On  peut  construire   au  moyen  de  cette  formule  le  rayon  R,   en  déterininant  d'abord  les 
points  («1,  yt)  et  (x^,  yi)  de  C„^t  et  C„_|_3. 
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XII. 
La  clotlioidc. 


497.  On  donne  le  nom  de  clotho'ide  k  la  ligne  dont  le  rayon  de  courbure  R  à  un  point 
quelconque  est  inversement  proportionnel  à  la  loiígueur  s  de  Tare  compris  entre  ce  point  et 
un  autre  fixe.  Cette  courbe  est  donc  définie  par  Téquation  intrinsèque 

(1)  Rs  =  a2. 

Jacques  Bernoiílli  fut  qui,  le  premier,  a  donné  une  luanière  de  construire  cette  courbe, 
dans  une  petite  Note  publiée  après  sa  mort  dans  le  tome  il,  p.  1084,  de  ses  Opera. 
Elle  fut  retrouvée  plus  tard  par  Cornu,  en  étudiant  les  phénomènes  de  la  diffraction  de  la 
lumière  [Comptes  rendus  de  1'Académie  des  Sciences  de  Paris,  1864,  p.  113),  leque!  en  a 
determine  la  forme,  et  elle  fut  ensuite  étudiée  par  Cesàro  {Nouvelles  Aimales  de  Mathéma- 
tiques,  3.*  série,  t.  v,  1886  et  Lezioni  di  Geometria  intrínseca,  1896,  p.  15  et  81),  qui  lui  a 
donné  le  nom  par  lequel  elle  est  connue  et  en  a  obtenu  les  principales  propriétés. 

Pour  déterminer  les  coordonnées  («,  y)  d'un  point  quelconque  de  la  dotlioide,  appliquons 
à  cette  courbe  les  équations  générales 


d^x 
ds^- 

l  dy 
K  ds  ' 

dhj 
ds- 

1  dx 
R  ds 

ee  (pii  donne 

d'-x 

s  dy 

d-y 

s     dx 

ds^ 

~   a-2  ds    ' 

ds-^ 

a^    ds 

rour  integrer  ces  equations,  laisons  -y-  =  f,  —  -  =  z:  il  vient  d  abord 


ds         '    ds 


dt  s  dz  s  ^^ 

ds        a-  ds  a-  ' 


et  ensuite 

dt         .V     / 


= V'  1  _  fi, 

ds        a- 
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On  a  (lonc 


et  p;ir  suite 


dx 


arcsiní  =  ^p^  +  ci, 


<'/ 


ds  =^  =  ^'"W^  +  '='j'     ^.-  =  ^=^1-''  =  ''°K2^  +  '^' 


Les  coordonnées  [x,  y)  sont  par  conséquent  déterminées,  en  fonction  dii  paramètre  s,  par 
ies  équations 

«2 


£C=/    siiW;^  +  Cij  rfs  +  c-.,      y=i 


=  1     ^:os\  Y^  +  ct)ds  +  C3, 


ou,  en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  point  oíi  s  =  0  et  pour  axe  des  ordonnées  Ia 
tangente  à  la  courbe  à  ce  point, 


(^) 


..j^inl-^ds,    y=j    cos ^^ds 


Cest  au  moyen  de  ces  équations  que  la  courbe  a  été  définie  par  Cornu  (1.  c). 


498.  Pour  déterminer  la  forme  de  la  courbe  (fig.  128),  reraarquons  premièrement  qu'il 
resulte  immédiatement  de  iéquation  (1)  que  R  est  fini 
quand  s>0  ou  s<0,  et  infini  quands  =  0.  La  courbe 
possède  done  un  seul  point  dinflexion,  qui  coincide 
avee  !'origine  des  coordonnées.  (Jn  voit  au  moyen  de 
la  mêrae  équation  que  la  courbure  de  la  dothoide  croit 
constamment  et  tend  vers  Finfini,  quand  s  varie  depiiis  O 
ju8qu'à  oo. 

Les  tangentes  à  la  courbe  considérée  sont  détermi- 
nées par  Téquation 


dx 


'''2ã^' 


d'ou  il  resulte  que  les  points  oíi  ces  tangentes  sont 
parallèles  à  Taxe  des  abscisses  correspondent  aux  va- 
leurs  de  s  déterminées  par  les  équations 


Fig.  13S 


í>«í 


:-3 


7 


■X, 


i^t  que  les  points   oii   elles  sont  parallèles   à  Taxe  des  ordonnées  correspondent  aux  valeurs 
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de  s  données  par  les  équations 


^  =  0,     .,     2.,     3.,     .. 


En  posant  dans  les  équations  (2)  -^-^  =  v,  et  en  faisant  ensuite  tendre  s  vers  rinfini,  on  a 


/■• » 


a     /      sin  y    ,        ,.  «      /  ~  f-"OS  w   , 

{^•>J        s/v  ^=«>  V'2.'        Vv 

o  o 


Les  intégrales  qui  figurent  dans  ces  équations,  sont  connues  sons  le  nom  à' integral: s  de 
Fiesnel,  pour  avoir  été  empioyées  par  cet  éminent  physicien  dans  ses  reclierches  sur  rOptique, 

et  elles  sont  égales  à  \/ -ir  ■  O"  ^  ^^^^  ''^^  reiations 

lima5  =  -— V-,     lim^y=^V7:, 

qui  expriment  que  le  point  ayant  pour  coordonnées  í-^v^,  "õ-vit  j  est  un  point  asymptotique 
de  la  courbe. 

Quand  on  reinplace  la  limite  supérieure  das  intégrales  qui  figurent  dans  les  formules  (2) 
par  —s,  les  coordonnées  x  et  y  changent  de  signe.  Par  consóquent  la  courbe  a  une  autre 
partie  ONB,  symétrique  de  OMA  par  rapport  au  point  O. 

49».  Pour  cliei  clier  la  développée  de  la  clothoKle,  on  peut  appliquer  les  équations  gene- 
ral es 


X 


-«  =  -R^^-,     y-p=R^, 


oíi  (a,  p)  représentent  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  correspondant  au  point  (o-,  y); 
on  trouve  ainsi  les  équations 

a-           s-                         a-     .      s- 
X  —  a  = cos  i-^. ,      y  —  á  = sin  —  „,  > 

qui  déterminent  ces  coordonnées  en  fonction  de  s. 

II  resulte  iraraédiateraent  de  Téquation  (1)  que,  quand  la  cluthoide  roíde  sur  une  droiie,  le 
lieu  du  centre  de  courbure  correspondant  au  point  de  contact  est  une  hyperiole  équilatere. 

500.     Les  propriétés  plus  interessantes  de  Ia  clothoíde  se  rapportent  au  centre  de  gravite 
de  ses  ares,  et  ont  été  découvertes  par  Cesàro  (I.  c). 
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1 ."  Soient  Sg  et  sj  les  longueurs  de  deux  ares  de  la  courbe,  coinpris  entre  Torigine  O  et 
deux  points  (xq,  j/,,)  et  (xi,  i/i),  et  (X,  Y)  les  coordonnées  du  centre  de  gravite  de  !'arc  com- 
pris  entre  ces  points.  On  troiive,  en  appliquant  des  formules  générales  bien  connues, 


sin  ^^-^ds 


(si— So)X=/      ds 

=  fij  '  sin  ^  ds  -  s,j  "  sin  ~  ds  -  J 

o  o  So 

=  Si  j      sin  —^  ds  —  .«u  /      sni  ^^  as  +  o^ 


.ú 


s  sin  -TT—r,  ds 
2a^ 


'"'2^-''''2à^" 


et  de  même 

fZif  /    cos  — — ^  c?s 
So  o 

r^'     s'-         /•■'»     «2        ,/.   s?      .   «n 

=  si   /      cos-r-srts— Sn/      cos-— r-oís— a-   8in--s  — Sin— -^~' 
J  2a-  "/  2a-  \       2a^  2a^/ 

o  ô 

Pourtant,  en  représentant  par  («q,  p^)  et  («i,  ,3()  les  coordonnées  des  centres  de  courbure 
correspondant  aux  extréniités  de  Tare  considere,  on  a 


(si  —  s„)  X  =  si  ai  —  s„  «„,     (si  —  s^)  Y  =  S)  pi  —  Sg  %, 


et  par  uonséquent 


X 

Y 

1 

«0 

Po 

1 

«1 

Pi 

1 

Donc,  le  centre  de  gravite  d'un  are  qitclconqiie  de  la  cloihoide   est  situe  sur  la  droite  qui 
passe  par  les  centres  de  courbure  correspondant  aux  extréniités  de  cet  are. 

2."  Les  coordonnées  du  centre  de  gravite  de  Tare  OM  sont  détermiuées  par  les  équations 


ou,  par  conséquent, 


si  X  =  si   /  sin  -—-.  ds  -J-  «-  (  cos  j^  — ,  —  1 

j  '2a'               \        2<i- 
o 

S(Y  =  S|   /  cos -r — ,ds  —  ct-sin— -^rj 

J  2a-                     2a- 

0 

í)  X  =  sicíi  —  rt'^,     Y=,3i. 
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Les  valeurs  de  X  et  Y  données  par  ces  équations  vérifient  1'équation 

qui  represente  le  cercle  oscnilateur  de  la  clothoide  eori-espondant  au  point  (sci,  yi).  Donc,  le 
centre  de  grafite  de  Vare  OM  de  la  clothoide  coincide  avec  le  point  d'interseciion  du  cercle 
osculateur  à  M  avec  la  perjíendiculaire  ã  la  tangente  à  O,  menée  par  le  point  (aj,  pi).  Le 
centre  de  gravite  de  la  partie  OMA  coincide  avec  le  pioint  asymptotique  A. 

501.     L'équation  intrinsèque  de  la  clothoide  est  un  cas  particulier  de  i'équation 

(3)  s^"Yí  =  k, 

laquelle  compreiul  aussi  la  spiral.:-  logarithmique  et  la  développante  du  cercle,  qui  correspon- 

dent  aux  valeurs  —  1  et ^  ^'^  '"• 

On  voit  au  moyen  dune  anaiyae  serablable  à  celle  qui  fut  employée  au  n."  497,  que  les 
coordonnées  {x,  y)  des  points  de  la  courbe  définie  par  Téquation  (3)  sont  déterminées  par 
les  équations 

X  =  I    sin ,   ,, ,  ds,     y  =  /     cos ,   ,,  ,  ds, 

o  o 

quand  «j  +  1  est  différent  de  zero. 

Les  coordonnées  (a,  \i)  des  points  de  la  déveioppée  de  la  même  courbe  sont  déterminées 
par  les  équations 

k  «"'+'  o  ^      •         «"'+* 

a  =  x-\ cos ,   ,,  ,    ,     p  =  y -,-  sui  — ,   , .  ,    • 

s'"  {m+i)k    '     '       '         «'"  {m  +  í)k 

Le  rayon  de  courbure  Ej  de  cette  déveioppée  à  un  point  quelconque  peut  être  obtenu  au 
moyen  des  formules  générales 

^'=^-rfr'    ^"  +  ^  =  ^  =  -?rr' 

qui  donnent,  en  prenant  poui'  origine  des  ares  de  la  déveioppée  le  point  de  cette  ligne  cor- 
respondant  à  celui  de  la  courbe  donnée  oii  s  =  0,  si  m  <  O,  ou  oii  s  =  co,  si  w>0, 

1        "2m+l 


R7         »i  m 

1  =  ííiA;         Si 


Donc,  la  développiée  de  clmcune  des  courhes  définies  par  1'équation  (3)  est  une  nutre  courbe 
rep>résentée  par  la  même  équation. 
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En  gónéral,  la  développée  dVntlre  i  de  cliaeiíne   des  courbes    définies  par  Téquatiun    (3) 
est  reprósentée  par  réquation  intrinsèque 


im  -\-i  —  1 


Représentons  par  R"'  et  s'''  les  rayons  de  courbure  et  la  longueur  des  ares  de  la  dévelop- 
panfe  principale  de  la  courbe  (3),  c'est-;i-dire  de  la  développante  qui  a  pour  origine  le  point 
oíi  s  =  0.  Oii  a 

R(i)  =  s,     R=R")-^---  =  s-5-— , 
et  par  conséquent 

En  intégrant  cette  équation,  et  en  prenant  pour  origine  des  arc3  «i''  le  point  de  la  déve- 
loppante correspondant  à  s  =  O,  si  ?«  +  2  >  O,  ou  le  point  correspondant  h  s  =  cc,  si  »n  +  2<;0, 
on  trouve 


Donc 


R«)  =  (»í-f2j"'^- /c"'^%"'^'. 

Cette  développante  appartient  donc  à  la  classe  des  courbes  détinies  par  léquation  (3). 
Le  rayon  de  courbure  de  la  développante  principale  d'ordre  i  est  determine  par  Téquation 

'-     -^  im  -r  i  +  1 

Les  coefficiènts  A,  et  B,  de  cette  expression  et  de  Texpression  de  R,  sont  des  fonctions  de  i, 
que  nous  nous  dispensons  de  reproduire  ici. 

La  courbe  définie  par  Féquation  (3)  fut  envisagóe  par  Puiseux  dans  le  Journal  de  Liou- 
ville  (t.  IX,  1844,  p.  396),  oíi  il  a  donné  Texpression  du  rayon  de  courbure  de  la  dévelop- 
pante d'ordre  i  de  cette  courbe  et  oíi  il  a  fait  voir  que,  quand  »;  >  2,  oette  développante  tend 
vers  une  spirale  logarithmique,  quand  /'  tend  vers  Tinfini.  La  même  ligne  fut  encore  étudiée 
par  M.  Pirondini  dans  le  Journal  de  BattagUni  (1892,  p.  326)  et,  sons  le  noni  de  pseudo- 
spirale,  dans  le  Jornal  de  sciencias  mathematicas  (t.  XV,  p.  145). 
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XII. 
La  pseiido-chainctte. 


502.     On  designe  sous  le  noiu  áe  pseudo-cJuânetle  la   ligne  détinie  par  Téquation  intrin- 
sèque  (Cesàro:  Lezione  di  Geometria  mtrinseca,  1896,  p.  17): 


(1)  R  =  A-^a-- 


a 


ou  R  et  s  représentent  le  rayon  de  courbure  et  la  longueur  des  ares. 

Prenoiís  pour  origine  des  coordonnées  et  poiír  origine  des  ares  le  même  point  O  de  la 
courbe,  et  pour  axe  des  abscisses  la  tangente  à  ce  point,  et  représentons  par  tp  Tangle  formo 
par  la  tangente  à  un  autre  point  quelconque  avec  OX.  On  a 

«   ds         /'-'       ads  1    ,      ka-[-s        dx  dy 


(2)  í  =  /   -^=J 


k^a^-s^         2k      '^A-a-s        ds 
o  u 

La  première  de  ces  funuiiles  donne 
(3)  s  =  ka 


^-i^^^^Si—-.^    ^7r  =  °o«'f'     ^r  =  «in'f- 


gírç  ^  g-H 


et  des  deux  autres  il  resulte  ensuite 


cos  tp  -^—  dw  =  4ak^  I     — ; '—, — —  atp, 


(4) 


'  X- 

õ 
"  "  "^  sin  tp 


'^y-f''''"f-í'^'^  =  ^"^"-f\, 


fc<p_Le- 


h) 


-ácp. 


Ces   équations   déterminent   les   eoordonnées   des  points   de   la  courbe  en  fonetion  de  '^, 

On  obtient  aisément  au  moyen  des  équations  (1),  (2)  et   (4)   la  forme   de   la  partie  de  la 

courbe   correspondant   aux  valeurs   de   s   compiises  entre   O   et  ka.  On   voit  premièrement 

au  moyen  de  Féquation  (I)  que  R   est  fini,  qnelle   que   soit  la  valeur  de   s,  et   que  par  coa- 
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séqueiU  l;i  i-ourbe  ne  possède  pas  de  points  d'inflexioii.  Comrae  les  dérivées  —= —  et 


ne 


dx  dy 

df  df 

peuvent  pas  sannuler  en  même  temps,  la  ourbe  ne  possède  pas  aussi  de  points  de  rebrous- 

seinent.  Le  rayon  R  est   égal  à   k-a  au  point  O  et  est  mil  au  point  correspondant  à  s  =  ak. 

Quand  s  varie  depuis  Ojusqu'à  ak^  --p  croit   constauiment  depuis  O  jusqu'à  oo,   et  R  decroit 

constamment  depuis  a^- jusquà  0;  douc  Tangle  de 

la  tangente  et   de  Taxe  OX   croít  constamment  et 

tend  vers  riníini  ainsi  que  la  eourbure. 

On  voit  au  moyen  des  formules  (3)  et  (4)  que, 

quand  on  remplace   s  par  — s,    ts  change  de  signe 

ainsi  que  x,  et  que  le  signe  de  i/  ne  varie  pas.  La 

courbe  considérée  est  pourtant  symétrique  par  rap- 

port  à  laxe  des  ordonnées. 

Aux  valeurs  de   s  comprises  entre  —ak  et  ak 

correspond  donc  une  branelie  BOB'  (Jig.  129),  de 

la  courbe,  tangente  en  O  à  OX,  ayant  deux  poinís 

asi/inptotiques,  autuur  de  cliacun  desquels  elle  fait 

un  nombre  infini  de  eirconvolutions.   Les  coordon- 

nées  de  ces  points  sont  déterminées  par  les  équa- 

tious 


XI 


sm  Cp 


(/■?+<>-%j'2 


d'f. 


La  valeur  de  la  preraière  de  ces  intégrales  est  exprimée  par  Tégalité 


/■ 


ei-?_^e~^'f)* 


fZcí  ■■ 


4/c*  \e  2í-  _  e    ■^' 


donnée  par  M.  Cesàro  (1.  c,  p.  17)  et  démontrée  par  MM.  Kapteyn  et  Lerch  {Intermédiatre 
des  Mathématiciens,  t.  XIV,  p.  155  à  158).  M.  Lerch  a  en  outre  fait  voir  (1.  c.)  que  Tinté- 
grale  dont  dépend  m  est  égale  à  la  partie  réelle  de  Texpression 


1  i'"(á) 


%k'i 


2k 


Ah  ^  2 


'''i  +  T 


503.  Considérons  maintenant  la  branelie  de  la  courbe  correspondant  aux  valeurs  de  s 
comprises  entre  ka  et  oo.  En  prenant  pour  origine  des  coordonnées  un  point  de  cette  branche, 
pour  axe  des  abscisses  la  tangente   à   la  courbe    en  ce  point  et  en  supposant   que  Sq  est   la 
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valeiír  que  *•  prend  au  point  considere,  on  a 

/' ds  1    fi        s-^ka        ,       S(.-i-ka~] 

-n-2k  _'°S73^-^°»1^J- 

f'f  ds  r?  .        ds  j 

x=l     C08<p-T — a»,     ,'/  =  /    sm  f-j—dtf. 


En  posant  maintenant  —^ — -, —  =  e^'',  on  trouve 
Sq  —  ka 


s  =  ka- 


f.k'f+h   I    g—k<f-h 

et  par  suite 

ds  Aak^ 


Donc 


«/"«p  cos!p  ,  r?  sincp 


o  o 


On  voit.  L-omme  dans  le  eas  considere  précéderament,  que  cette  branclie  AA  de  la  eourbe 
ne  possède  ni  de  points  d'inflexion  ni  de  rebroussement,  et  qu'elle  a  un  point  asnmptoiiqiie, 
correspondant  à  s  =  ka,  autour  duquel  elle  fait  un  nombre  infini  de  circonvolutions.  On  voit 
aussi  que,  quand  s  tend  vers  co,  R  tend  vers  — cc,  et  pourtant  ia  eourbe  tend  à  prendre  la 


forme  rectiiigne. 


Aux  valeurs  de  s  comprises  entre  — ka  et  —  cc,  correspond  une  branelie  de  la  eourbe  A' A' 
égale  à  celle  qu'on  vient  de  considérer. 

Pour  établir  la  continuité  de  s,  on  doit  reunir  les  branches  AA  et  A' A'  à  la  brauche  BOB' 
par  les  points  asyinptotiques. 
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XIII. 


La  pseudo-tractrice. 


504.     On  appelle  pseudo-iractríce  Ia  courbe  déíinie  par  l'équation  intrinsèque  (Cesàro: 
Lezione  di  Geometria  intrínseca,  p.  18) 


(1) 


R 


=  /caV    1-e     " 


Preiions  pour  origine  des  coordonnées  !e  point  de  la  courbe  correspondant  à  s  =  O  et 
pour  axe  des  abscisses  la  tangente  à  ce  point,  et  représentons  par  o  Tangle  de  la  tangente 
à  un  point  quelconque  et  de  cet  axe.  On  a 


o 


/'  ds  1       n^      e'^  ds 

VI— e  t.'       Ve— 1 


o 


1  — e 
Pour  obtenir  la  valeur  de  cette  intégrale,  posons  «"  =f.  II  vient 


SI 


dt 


"  /-^7^^3Y  =  «iog(«  +  ^'<'-i)- 


Donc 


(2) 
et 


e     —  1 


'f  =  ±-^\og[e    + 


V/.--0. 


dx 

— —  =  cos  Cp  =  cos  1 
ds  ' 


l-^log\^e    +Ve     —IJ    ,     -,— =  sin!p  =  ±sinl  ylog\^e    +Ve    — l/J- 


Les  coordonnées  x  et  y  des  points  de  la  courbe   sont  pourtant  déterminées  par  les  équa- 
tions 


x=       cos     -plogl^  e"  +\  e"  —ij  \ds,     y^àlj     sin    -y-  log  (  tí"  +  y  e  "  —  1  )  \ds. 
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On  peut  encore  mettre  les  expressions  de  a;  et  y  sons  une  aiitre  forme.  En  effet,  en  inté- 
grant  par  partit^s,  on  trouve 


cr'*  ízs  /'^  d  s 

o  o 


'?   .        ds 


y^j\m^-J^d'^: 


•cos 


íZslf         ,"<f  d-s 


Mais  on  a 


et  par  conséquent 


4aA;» 


«  =  alog >     -^-^=ak— p-j      -7-^=     ,  , 

°  2  dtp  g/.-?  _|_  g-^-^         rfjp2       (eA-<p  _)_  g-A-'i^2 


ds 
Donc,  en  tenant  compte  de  l'ógalité  — ;— =  R, 

afta 


as  =  K  sni  íp  —  \ak-  \    — ; —, dvj. 


(e'--9  +  e-''?)' 


?/  =  —  Rcos'f+  4«/i-2 


cos  tp 


(^/.-f  ^-  e~*"'í  j2 


^^'^^^ 


305.     On  peut  déterminer  aisénient  la  forme  de  la  courbe  (fig.  130).  Elle  est  symétrique 

par  rapport  à  l'axe  des  abscisses,  puisqu'àcliaque  valeur  de  s 
correspondent  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraíres 
de  y  et  une  seule  valeur  de  x.  E!le  posséde  un  poiíit  de 
i-ebroussenient  à  O,  ou  R  =  O,  et,  corauie  le  rayon  R  est 
íini  quelle  que  soit  la  valeur  de  s,  elle  ne  possède  pas  de 
points  d'inflexion.  L'expre8sion  (2)  fait  voir  que  langle 
fornié  par  la  tangente  avec  Taxe  des  abscisses  croit  constam- 
nient  et  tend  vers  Tinfini,  quand  s  varie  depuis  Ojusqu'à  oc; 
et  Téquation  (1)  fait  voir  qu'alors  R  tend  vers  ka.  Par  con- 
séquent, la  courbe  possède  deux  cerdes  asymptotiqiies  à 
Tintérieur  de  ehacun  desquels  elle  fait  un  nombre  iufini  de 
circonvolutions.  Quand  s  est  négatif,  R  devient  imaginaire. 

Les  coordonnées  des  centres  des  cercles  asymptotiques  peuvent  être  obtenues  aisénient. 
En  eíFet,  les  coordonnées  (xi,  í/i)  du  centre  du  cerele  osculateur  eorrespondant  au  point  (ec,  ?/) 


tiq    ISO 
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de  l;i  eoiirfie  ont  les  expressions 

Xi=x  —  ]xsiii-i,     ^1  =_y-r  R  cos '{i, 
ou 

,  /■'•?         sincp  ,  fí        cos'f  , 

Quand  s  tend  vers  »,  'í-  tend  aussi  vers  co,  et  le  cercle  oscndateiir  qu'on  vient  de  consi- 
derei', tend  vers  run  des  cercles  asyiiiptotiqiifs;  et  par  conséquent  !es  coordonnées  des  centres 
de  ces  cercies  sont  données  par  les  équations 

,  /•=--         sin'^                             >    ,    ,■>  r         cos'f 
a'i  =  —  4a/.;-  /     — ; —, t/'i,     vi  =  ±  -t«fc-  /     —. '—. tí^  : 

o  u 

les  valeurs  des  iutégrales  qui  figureiít  dans  ces  équations  ont  été  données  au  n."  bO'2. 

II  resulte  encore  des  formules  (3),  en  tenant  corapte  des  formules  (4)  du  n."  r)02,  que  la 
développée  de  la  pseuJo-fractrice  esf  une  psendo  chainette  (Cesàro:  1.  c,  p.  31). 
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CHAPITRE  IX. 

LES  PARABOLES  ET  LES  HYPERBOLES  GÉNÉRALES.  LES  SPIRALES  CORRESPONDANTES- 


Les  i)araboles. 

506.     On  designe  sous  le  nom  de  paraboles  les  lignes  définies  par  réquation 

(1)  2/  =  a»-'a='S 

oíi  k  represente  un  nombre  réel  positif.  On  peut  supposer  A:>1;  puisque  le  cas  ou  k<^l 
peut  êtie  réduit  à  eelui-là  en  resolvant  Téquation  par  rapport  à  x.  Les  mêraes  courbes  ont 
été  nommées  autrefois  parabolotdes. 

Si  k  est  un  nombre  irrationnei,  la  courbe  est  transcendante ;   si  k  est  rationnel  et  égal  à 

— -^  m  et  n  étant  deux  nombres  entiers,  elle  est  algéhrique,  et  son  équation  prend  la  forme 

(2)  a"'-"  y"  =  a;'" , 

oíi  m  >  n. 

Les  courbes  mentionnées  ont  été  étadiées  pour  la  première  fois,  en  France,  par  Fermat, 
Roberval  et  Descartes;  en  Italie,  par  Cavalieri  et  St.  de  Angelis ;  en  Angleterre,  par  Wallis. 
lis  se  sont  occupés  de  la  déterniination  de  leurs  tangentes,  de  la  quadrature  de  leurs  aires,  de 
la  cubature  des  solides  qu'elles  engendrent  en  tournant  autour  des  axes  des  coordonnées  et 
de  Ia  déterniination  des  centres  de  gravite  de  ces  aires  et  de  ces  solides,  ou,  au  moins,  de 
quelques-unes  de  ces  questions. 

II  resulte  de  la  correspondance  de  Fermat  avec  Mersenne  et  Roberval,  publiée  dans  le 
tome  II  des  Oeuvres  de  cehii-là,  que  l'éminent  géomètre  de  Toulouse  a  étudié  les  paraboles 
algébriques  dès  163G,  et  qu'il  s'est  occupé  de  toutes  les  questions  qu'on  vient  de  mentionner, 
en  considérant  d'abord  le  cas  ou  k  est  un  nombre  entier  et  plus  tard  le  cas  general.  On 
trouve  des  indications  sur  les  résultats  qu'il  a  obtenus,  dans  les  lettres  qu'il  a  adressées  à 
* 
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Roberva!  en  22  septembre,  4  novembre  et  17  décembre  163G,  et  à  Mersenne  en  10  aoút  1G38 
(Oeuvres,  t.  II,  p.  73,  85,  95  et  166),  et  dans  une  Lominunication  qu'il  a  fait  à  Cavalieri,  par 
intermédiaire  de  Mersenne  (1.  c,  t.  iii,  p.  169).  Li  niéthode  qu'il  a  suivie  pour  determinei-  les 
aires  des  lignes  considérées  a  été  exposée  dans  son  Mémoire  Sur  la  transformation  et  la  sim- 
plification  de  lieux  (1.  c,  t.  iii,  p.  216).  II  resulte  encore  da  la  niêine  correspondance  que, 
sur  les  indications  de  Fermat,  Roberval  a  étudié  les  raêmes  paraboles,  en  considérant  toute- 
fois  seulement  celles  qui  correspondent  auK  valeurs  entières  de  k,  et  quil  a  obtenu  les  mêmes 
rc^sultats  que  Fermat.  Ces  resultais  ont  été  divulgues  en  1644  par  les  Cogitata  physico-mathe- 
inatica  de  Mersenne.  Vers  le  raême  temps,  Descartes  s'est  oceupé  aussi  de  la  théorie  des 
paraboles  correspondant  aux  valeurs  entières  de  k,  coninie  on  le  voit  par  une  lettre  qu'il  a 
adressée  à  Mersenne  en  1638  (Oiiuvres  de  Descartes,  t.  ii,  p.  246),  et  il  a  retrouvé  les  pro- 
positions  obtenues  par  Fermat. 

Les  paraboles  algébriques  dii  premier  degré  par  rapport  à  ?/  ont  été  étudiées  encore,  en 
ItalÍ3,  par  Cavalieri,  comme  on  le  voit  par  la  comraunication  de  Fermat  à  celui-là  mentionnée 
ci-dessus  et  par  ses  Exercitationes  geometricae,  ouvrage  paru  en  1647,  ou  il  s'est  oceupé  de 
la  mesure  des  aires  de  ees  courbes  et  de  la  déterniination  de  la  position  des  centres  de  gravite 
de  ees  aires.  Les  reclierclies  de  cet  éminent  géomètre  ont  été  continuées  par  son  élève  St. 
de  Angelis,  qui  a  démontré  de  nouveau  les  résultats  obtenus  par  Cavalieri  et  qui  a  exposó 
plusieurs  nutres  tliéorèmes  sur  le  même  sujet  et  sur  les  volumes  des  solides  de  révolution 
que  ces  courbes  eiigendreiít,  dans  son  traité  De  injinitis  j^o-ral/olis,  pubbé  en  1659. 

Eu  Augleterre,  les  paraboles  ont  été  étudiées  par  Wallis,  qui  a  considere,  comme  Fer- 
mat, le  cas  ou  k  est  un  nombi-e  rationnel  quelconque,  et  a  résolu  les  mêmes  questions  que 
ce  dernier  géomètre.  Les  reclierchés  de  Tillustre  savant  anglais  ont  été  publiées,  en  1655, 
dans  V Ârithmeiica  infinitorum,  et,  en  1670,  dans  la  deuxième  partie  du  traité  De  iv.otu  [Opera, 
t.  1,  p.  390-394  et  683). 

507.  La  forme  de  chacune  des  paraboles  mentionnées  peut  être  obtenue  au  moyen  des 
équations 

ti— Hl        m  ji— ni       m  ti— m       m 

— ,,—    —                m     —r~    IT"'        „       m(m  —  n)     — ;r~    T~- 
t/=a  x    ,     if  =  —  a         X  ,     y  = ^^2 «  ^  ' 

et  elle  dépend  des  valeurs  de  m  et  n. 

Si  m  est  impair  et  n  pair,  la  courbe  est  syméti-ique  \>av  rapport  à  laxe  des  abscisses 
(fig.  131)  et  elle  s'étend  jusqu'à  Tinlini  dans  le  sens  des  abscisses  positives.  Elle  a  un  point 
de  rebroussement  à  Torigine  O,  et  elle  n'a  pas  de  points  d'iuflexion  à  distance  finie. 

Si  m  est  pair  et  n  impair,  la  courbe  a  une  forme  analogue  à  celle  de  la  parabole  du 
deuxième  ordre. 

Si  les  nombres  in  et  n  sont  impairs,  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  132. 
Elle  s'étend  jusqu'à  l'infini  dans  le  sens  des  abscisses  positives  et  des  abscisses  négatives, 
et  elle  possède  un  point  d'inflexion  à  Torigine  O. 

Nous  venous  de  considérer  seulement  les  branclies  réelles  de  la  courbe.  Nous  ajouterons 
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que  par  le  point  O  passent  encore,  quand  ?i  est  pair,  n  —  2  branches  imagina  ires,  et,  quand  n 


Fig.  131 


Fig.  132 


est  impair,    ii — 1   branches  imaginaires.  Le  degré   de  multiplicité  de  ce  point  est  donc  égal 
à  n,  tt  la  tangente  a,  au  même  point,  m  points  commiins  avec  la  courbe. 

Si  k  est  irrationnel,  la  courbe  est  tangente  à  Tun  des  axes  à  Torigine  des  coordonnées, 
ou  elie  possède  un  point  d'arrêt,  et  elle  s'étend  indéfiniment  dans  le  sens  des  abscisses  posi- 
tives et  des  ordonnées  positives,  en  s'é!oignaat  constamment  des  axes. 

508.     L'équation  des  tangentes  aux  parábolas  représentées  par  Téquation  (1)  est 

xY-kyX  =  {l-k)xij; 
cliaque  tangente  coupe  pourtant  l'axe  des  ordonnées  à  vin  point  oii 

Y^{\-k)y. 
II  en  resulte  une  manière  facile  de  construire  les  tangentes  aux  courbes  considérées, 
500.     Le  rayon  de  courbure  des  niênieB  courbes  est  determine  par  Téquation 

_3 


R  = 


k{k  —  Ijxy 


En  supposant  A:>  1  (n.°  506),  on  voit  au  moyen  de  cette  formule  que,  à  Torigine  O,  ce 
rayon  est  infini  quand  ^  >  2,  et  nul  quand  k  <  2.  Cette  circonstance  a  été  remarquée  dans  une 
lettre  de  L'Hospital  à  Huygens  de  1694  (Oeuvres  de  Huygens,  t.  x,  p.  385).  Jacques  Ber- 
noulli  et  Leibniz  avaient  dit  dans  les  Acta  eruditurnm  de  1692  que  le  rayun  de  courbure  aux 
points  d"inflexion  est  infini;  L'Hospital  observe  dans  cette  lettre  qu'il  peut  être  nul  ou  infini. 

On  peut  déduire  de  Texpression  de  R  qu'on  vienl  d'obtenir,  une  autre  expression  remar- 
quable  de  ce  rayon  qu'on  va  voir. 
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Représentons  par  p  la  longueur  dii  segment  de  la  normale  à  une  parabole  quelconque  au 
point  [x,  y),  eompris  entre  l'axe  des  abscisses  et  Ia  perpendiculaire  à  cet  axe  passant  par  le 
point  oíi  il  est  eoupé  par  la  tangente  à  la  parabole  au  même  point  {x,  ?/),  par  h  Tordonnée 
du  point  d'intersection  de  cette  perpendiculaire  avec  la  normale,  et  par  a  Tangle  que  la  tan- 
gente fait  avec  Taxe  des  abscisses.  On  trouve  au  moyen  des  équations  de  la  tangente  et  de 
la  normale 

X                 .        x^  -\-  k^y^ 
cos  a  =  —  ,      o  = =^ — =^  1 

et  par  suite,  en  tenant  compte  de  la  relation  b  —p  cos  o, 

^^k^^P- 

Cette  expression  de  R  a  été  donnée  par  ]\I.  R.  Godefroy  dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mafhématiques  (1886,  p.  279).  II  en  resulte  une  construction  facile  de  ce  rayon. 

5tO.  L'aire  de  Tespace  eompris  entre  un  are  de  parabole,  Taxe  des  abscisses  et  Tor- 
donnée  du  point  {x,  y)  a  pour  expression 


A  =  a*-*^  í   x^dx  =  T^^ ; 


u 

cette  uive  et  cellc  du  reetangle  ayant  pour  côtés  les  coordonnées  du  point  (x,  y)   sont   dans   la 
raison  de  1  à  A-  -f  1 . 

Les  coord'innées  du  centre  de  gravite  de  ces  aires  sont  déterminées  par  les  équations 

^^-l  k  +  \ 


'''~T+2'^'      ^'~¥Õ2A:  +  1)^- 

Le  volume  dti  solide  engendre  par  Taire  qu'on  vient  de  considérer,    en  tourn;int   autour 
de  Taxe  des  abscisses,  est  determine  par  Téquation 


et  le  volume  du  solide  engendre  par  Fespaee  eompris  entre  un  are  de  parabole,  Taxe  des 
ordonnées  et  la  perpendiculaire  à  cet  axe  menée  du  point  (x,  ^),  en  tournant  autour  du  même 
axe,  e^t  exprime  par  cette  autre: 


fJ  kz 


o 
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Donc,  les  volumes  V  et  Vi  sont  aux  volumes  des  cylindres  circonscrits  comme  1  à  2â;+1, 
et  comme  k  à  A" +  2,  respectivemeni. 

Les  .coordonnées  des  centres  de  gravite  de  ces  solides  sont,  respectivement,  (as',0)  et  (O,  y'), 
x'  et  y'  étant  données  par  les  équations 

2/í-i-l  ,         k  +  2 


2k  +  2      '     -^       2(it  +  l) 

Les  problèmes  géométriqties  qu'on  vient  de  mentionner,  correspondent  au  problème  ana- 
lytique  de  rintégration  des  puissaaces  à  exposant  posltif.  En  résolvant  ces  problèmes  avant 
l'inventiou  du  Calcul  integral,  les  géomètres  mentionnés  ci-dessus  ont  donc  integre  indirecte- 
ment  ces  puissances.  II  est  à  remarquer  que  ceux  de  ces  problèmes  qui  correspondent  à  celui 
de  rintégration  des  puissances  à  exposant  fractionnaire,  ont  été  résolus  seulement  par  Fer- 
mat  et  Wallis. 

511.  La  longiieiir  de  Tare  de  chaque  parabole,  compris  entre  Torigine  des  coordonnées 
et  le  point  (x,  y),  est  déterminée  par  Téquation 


:=/Vl 


8=       l/l  +  /c»  a^C-*)  «»!''-')  .  dx; 


o 


elle  est  par  conséquent  exprimable  par  les  fonctions   élómentaires   quand    Tun   des  nombres 


ou  -:r-^ TT-  est  entier. 


2{k-h  2{k~l) 

512.     En  comparant  réquation  des  tangentes  aux  paraboles  envisagées  à  l'équation 

uY  +  vX  =  l, 
on  trouve 

k  1 


(A;-l)i;'     ^      (l-k)u 

En  substituant  maintenant  ces  valeurs  de  a;  et  y  dans  Téquation  (1),  on  obtient  Véquaiion 
tangentielle  des  parábolas  considérées,  savoir 

(fc-1^-'     ,    ,    , 


k" 


7)1 

En  faisant  k  = ,  on  obtient  Téquation 

n 


íi"  «"•-"  v'"  =  (—  1)"  íH"'  (»í  —  n)"-"'  «", 
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dont  il  resulte  que  la  classe  de  chaqiie  parabole  algébrique  est.  égale  à  1'ordre  Je  la  même 
courhe,  et  que  la  polaire  reciproque  de  chacune  de  ces  lignes,  par  raj^port  à  un  cercle  de  rayon 
imaginaire  ayant  le  centre  à  Vorigine  des  coordonnées,  est  une  parabole  de  même  ordre. 

On  peiít  voir  aisóment,  au  moyen  de  cette  équation,  que  la  raêine  parabole  a  un  foyer 
réel  quand  m  est  un  nombre  pair  et  n  un  noinbre  inipair,  et  que,  dans  les  atitres  cas,  eile  n'a 
pas  de  foyers  réels. 

Ajoutons  encore  que  les  paraboles  algébriques  sont  iinicursales,  puisque,  en  posanta;  =  í", 
on  trouve  ^  =  a''~'"<"'. 

Ajoutons  enfin  que  la  parabole  (2)  est  V anti-hyperbolisme  de  la  parabole  correspondant  à 
l'équation 

"-      yi~^i    > 

en  posant,    en    effet,   dans    Téquation   (2)  y  = — --,   x  =  xi,    on   obtient    cellelà.    On    peut 

pourtant  construire  la  parabole  (2)  et  ses  tangentes  au  moyen  d'une  autre  d'ordre  inférieur, 
en  eniployaiit  la  méthode  indiquóe  au  n."  114.  En  particulier,  si  7i  =  1 ,  on  peut  de  proche 
en  proche  dóriver  la  courbe  (2j  de  la  parabole  ordinaire. 

513.  Les  trajectoires  orthogonales  des  paraboles  correspondant  aux  diverses  valeurs  du 
paramètre  a  sont  des  ellipses  représentées  par  Téquation 

ky"^  -{-x^^c. 

Cette  proposilion,  qu'on  déuiontre  très-facilement,  a  été  donnée  par  Jacques  Bernoulli  en 
1698  dans  les  Acta  evudifovitm  {Opera,  t.   il,  p.  810). 

514.  On  a  donné  aussi  le  noni  de  parabole  à  la  courbe  correspondant  à  Téquation 

(3)  ?/  =  «„  + «ia; +  a2£c'-f.  .  .  +  «1135". 

Cette  courbe  a  été  envisagée  par  Newton  dans  Tourrage  intitule  Meihodus  ãifferentialis, 
paru  en  1711,  oii  il  a  donné  les  relations  entre  les  coefficients  Oq,  aj,  .  .  .,  «„  de  cette  équa- 
tion et  les  coordonnées  de  ?i4- 1  jjoints  de  la  courbe.  Ce  problème  est  étudié  dans  les  traités 
d'Analyse  sous  le  nom  d'interpolation ;  nous  ne  nous  en  occuperons  donc  pas  ici. 

L'aire  des  courbes  envisagées  est  donnée  par  la  formule 

résultat  qui  a  suggéré  Tidée  de  recourir,  pour  révaluaticn  approchée  des  aires,  au  développe- 
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ment  de  Tordonnée  en  série  ordonnée  suivaiit  les  puissances  entières  et  positives  de  Tabscisse, 
et  a  ainsi  ouvert  ia  théorie  des  séries. 

En  prenant  sur  un  are  d'une  courbe  donnée  n  +  1  points  et  en  faisant  passer  par  ccs 
points  une  parabole  (3),  on  jjeut  représenter  approximativement  l'are  donné  par  un  are  dt 
fette  parabole.  La  raótliode  d'Mpproximation  importante  fjui  resulte  de  cette  remarque,  em- 
ployée  par  Newton  pour  !'évaluation  approchée  des  aires,  a  eu  de  nombreuses  applications. 
La  détemiination  des  conditions  de  convergence  de  cette  métliude  est  une  question  inipoi-tante 
d'Analyae  que  nous  ne  pouvons  pas  étudier  ici. 

La  parabole  considérée  a  été  utilisée  parFourier,  dans  V Anali/se  des  éqnationx  (Furis,  1830), 
ponr  rendre  evidentes  les  régies  pour  le  caUnil  de  la  valeur  approchée  des  racines  incom- 
niensurables  des  équations  algébriques. 


II. 
La  parabole  culnque.  La  paraltole  seini-ciil>iqiie. 


513.  En  posant  dans  léquation  générale  des  parabciles  algébriques  tn^íi  et  «^1,  on 
obtient  celle-ci : 

(1)  a-ij  =  x\ 

qui  represente  la  courbe  nummée  parabole.  cubique.  Cette  ligne  est  la  plus  simple  des  para- 
boles  d'ordre  supérieur  au  second,  et  c'est  par  Tétude  de  cette  courbe  qu'on  a  aboi'dé  Tétude 
des  autres.  Elle  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  182,  et  elle  possède  un  point  de  rebrous- 
sement  à  Tinfini.  La  parabole  cubique  est  une  des  courbes  du  troisième  ordre  eniplnyées  par 
Chasles  (n."  15S)  pour  représenter  la  pei-spective  des  cubicjues  ;  elle  represente  la  perspective 
des  cubiques  à  point  de  rebroussenicnt. 

Les  propriétés  de  la  parabole  semi -cubique  résullent  inimédiateiiienl  des  formules  génó- 
rales  données  aux  n.°*  508  à  r)13;  nous  ne  les  signalerons  pas  ici.  Nous  remarquerons  seule- 
nient  que  la  reotification  de  cette  courbe  dépend  d'une  intógrale  i'lli|itiqiie  de  preinière 
espèce.  On  a,  en  eífet,  en  faisant  .x- =  í. 


/v 


ou 


!r-* 

n"- 

,•' 

'  dl 

3 

-í 

'/2  dt 

1 

+  y 

rt» 

dx  = 

3 

■/ 

Aí 

4- 

«« 

M 

11 

0 

:V. 


A<=v/4M<^  +  4 
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Mai 

^if-dt        I    ..      «*    rdt 

1< 


r?>fdt        I    .        «*    /■ 


Donc 


1     ,     ,    2a«    /• 

0-^ 


2a«    /•'  rfí 


Nous  allons  déduire  de  cette  lelalidii  iin  théorèine  remarquable  de  Jean  Bernoulli. 
En  observaiit  quon  a,  T  représentant  la  loiígiíeur  de  la  tangente  au  point  (cc,  y), 


^-^\/'("+t)-Í- 

on  peiít  niettfe  cette  reiation  suus  la  forme 

=  /  - 
J    ^ 


o 


dt_ 

o' 
De  niême,  si  représentant  Ia  longiieur    de   Tare  compris   entre  Torigine  et  le  point  oíi  le 

))aramètre  t  prend  la  valeur  íi, 


^.  =  T,+~i,o 


r*  dt  \ 

J      Aí/' 


9 

Mais,  en  appliquant  le  théorème  d'addition  des  intégrales  elliptiques  de  première  espèce, 
on  trouve 

dt    .     i'"^  dt         i"-^  dt 


sque 


í"^  dt         1^  '^  dt         i"^  dt 
J      17  + j       M^J     ^ 


1   /A<-Aí,\2 


9        /,/  T  —  Tl 
xr,  =  a'l  -^ s- 1  —  a-"  —  X-, 


Xí  et  x-2  représentant  ies  abscisses  des  points  oíi  t  prend  ies  valeurs  ti  et  t%. 

Dun  aulre  cOté,  on  a,  en  représentant  par  «2  la  longueur  de  Tare  compris  entre  l'origine 
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et  le  point  ayant  pour  abscisse  a-o, 

Par  conséquent 

s.  =  T-2-T-Ti--^(o  +  «  +  si. 

En  faisant  t  =  0,  cette  relation  prend  la  forme  pliis  siinple 

Si  ==  1  -2  --  1 1 q-  CO  -r  si , 

et  la  valeur  de  Xi  est  aloi's  détermiiiée  par  Téquation 

(2)  ^2--=^-- 

De  même,  eii  représentant  par  .«i  et  s->  les  longueurs  des  ares  compris  entre  Torigine  et 
les  points  ayant  pour  abscisses  x]  et  x'i,  on  a 

quand 

Pourtant 

s,  _  si,  -  (,i-s\)  =  T-2  -T.  -Tl  +r,. 

Donc,  si  Vou  donne  un  couple  de  points  (a;i,  y\)  et  (rri,  y\)  de  la  parabole  cubique,  on  ijeut 
dêterminer  un  autre,  au  moyen  des  équations  í2)  et  (3)  et  de  1'équation  de  la  coiirhe,  lei  que  la 
différence  entre  Vare  comj}ris  entre  les  points  du  premier  couple  et  Vare  compris  entre  les  deux 
points  de  Vautre  peut  être  construite  au.  moyen  de  la  regle  el  du  comjias  ordinaire. 

Cette  proposition  a  été  doiinée  par  Jean  Bernoiílli  en  1698  dans  les  Ada  eruditoruin 
{Opera,  t.  i,  p.  2õ2).  Cette  invention  de  réininent  géoraètre  est  três  remarquable,  ear  elle 
est  antérieure  à  la  découverte  des  propriélés  des  ares  de  Tellipse  et  de  la  lemniscate  aveo 
iesqiielles  Fagnano  a  ouvert  ia  théorie  des  intégrales  ellipti(jues. 

õlO.  En  faisant  dans  Téquation  g-^iiérale  des  paraboles  algébriques  /».  =  3  et  n  =  2,  on 
obtient  Téquation 

(4)  ay^  =  x^ 

# 
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qui  leprésenti!  une  courlte  nonimée  ■parabole  semi-citbique,  et  encore  parabole  de  NpáI,  par  un 
motif  quon  verra  ci-dessous. 

Cette  eourbe  a  la  forme  repiésentée  dans  la  figure  131.  Les  valeurs  des  aires,  des  volu- 
mes des  solides  de  révolution  qu'elle  engendre  en  tournant  autour  des  axes,  «t  des  coordonnées 
des  centres  de  gravite  de  ces  aires  et  de  ces  solides  résultent  immédiatement  des  formules 
générales  démontrées  aux  n."  508  à  513.  De  ce  qu'on  a  dit  au  n."  512  il  resulte  que  sa  classe 
est  égale  à  2  ;  qu'elle  adraet  pour  polaire  reciproque,  par  rapport  à  un  cercle  de  rayon  ima- 
ginaire  ayant  le  centre  à  Torigine  des  coordonnées,  une  autre  parabole  semi-cubique ;  et 
quVlle  est  un  aniihyperboUsme  d'une  parabole  du  deuxième  ordre. 

517.  La  longueur  de  Tare  de  la  eourbe  considérée  eouipris  entre  Torigine  des  coordon- 
nées et  le  point  (a;,  y)  est  dcterminée  par  Téquation 


(I 

d'oii  il  resulte  que  la   parabole  semi-cubique   peul   être  rectifiée   au  moyen  de  Ia  règie  et  du 
compas  ordinaire. 

Daprès  Waliis,  le  problèrae  de  Ia  rectification  de  la  parabole  semi-cubique  a  été  résohi 
par  Neil  en  1657,  en  suivant  une  idée  indiquée  par  celui-là  dans  le  scolie  de  Ia  proposition  38/ 
de  VArithmeticn  infinitorum ;  mais  le  résultat  obtenu  fut  publié  seulement  en  1659  par 
Wallis  dans  son  Tractatun  duo  (Opera,  t.  I,  p.  551),  oíi  ee  géouiètre  en  a  réproduit  la  dó- 
monstration  de  Neil  et  en  a  donné  une  autre.  La  même  question  a  été  encore  résolue  peu  de 
tenips  après  par  Van  Heuraet,  dont  la  solution  a  été  réproduite  dans  Tédition  de  Ia  Géométrie 
de  Descartes  publiée  en  1659  par  Van  Schooten,  et  plus  tard  par  Fermat,  dans  sa  Disserlatio 
de  linearum  curvarum  cum  lineis  rectis  comparatione  (Oeuvres,  t  I,  p.  211),  parue  en  166(t. 
Neil  n'a  pas  defini  directement  la  eourbe  par  Téquation  (4);  il  en  a  determine  loi^donnée  j/ 
par  la  condition  qu'elle  soit  proportionnelle  à  Faire  du  segnient  de  la  parabole  ordinaire  y  =  x-, 
comprise  entre  le  sommet  de  cette  dernière  eourbe  et  Ia  corde  perpendiculaire  à  Taxe,  passant 
par  le  point  (x,  y).  Van  Heuraet  a  defini  la  eourbe  directement  par  Téquation  (4),  et  il  a 
encore  rectifié  toutes  les  paraboles  i-eprésentées  par  Téquation 

L'invention  de  la  longueur  des  ares  de  la  parabole  semi-cubique  est  fameuse  dans  Ihistoire 
de  la  Géométrie,  car  le  problema  de  Ia  rectification  des  courbes  était  considere  comme  três 
difficile  par  tous  les  géomutres,  et  même  comme  insoluble  par  quelques-uns.  Torricelli  avait 
déjà  antérieurement  rectifié  la  spirale  logarithmique  (n.°  476),  mais  cette  découverte  était 
restée  inconnue.  En  outre,  cette  dernicre  eourbe  ne  peut  pas  être  construite  exactement,  tandis 
que  la  parabole  semi-cubique  peut  être  construite  au  moyen  de  Ia  règle  et  du  compas  ordi- 
naire. 
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518.  La  parahole  semi-cubique  est  la  développée  de  la  parabole  du  deuxième  ordre.  En 
eíFet,  la  développée  de  la  parabole  ayant  pour  équation  ?/ =  2pa;  est  représentée  par  cette 
autre: 

Q 

^'—^Tp^^^-P^'' 

qui  correspond  à  une  parabole  semi-cubique  ayant  pour  axe  celui  de  la  conique  donnée  et 
ayant  le  rebroussement  au  point  de  cet  axe  dont  la  distance  au  sommet  est  double  de  la 
distance  focale  de  la  même  conique.  Cette  proposition  a  été  donnée  par  le  grand  inventeur 
de  la  théorie  des  développées  dans  Tadmirable  traité  De  horologio  oscillatorio  {Opera  varia, 
t.  I,  p.  99),  et  il  en  a  déduit  comine  oonséquence  la  longiieur  des  ares  de  la  parabole  semi- 
cul)ique. 

La  p)olaire  reciproque  de  la  développée  de  la  parabole  du  deuxième  ordre,  par  rapport  à  un 
cercle  quelconque  ayant  le  centre  au  foyer  de  cette  parabole,  est  une  cissdide  de  Dioclès. 

En  effet,  en  prenant  le  foyer  de  la  parabole  donnée  pour  origine  des  coordonnées,  on  peut 
représenter  la  développée  par  les  équations 


1  2/2 

X==^p  +  t^     Y  =  -3Y-3^.3. 


L'équation  de  la  polaire  du  poiut  (X,  Y)  par  rapport  au  cercle  defini  par  l'équation 

est 

4  v/ 2 yt^  +  3  \/3p  (p  +  2t^) x-G  ^/3p  r^  =  0. 

L'équation  de  Tenveloppe  de  cette  droite,  t  étant  le  paramètre  arbitraire,  est  donnée  par 
l'élimination  de  t  entre  cette  équation  et  celle-ci : 

[/2yt+x[^Sp  +  0. 

L'équation  de  la  polaire  reciproque  de  la  développée  considérée  est  donc 

px{x-+y')  =  r'^y^, 

équation  qui  represente  une  cissoide. 

51».  La  parabole  semi-cubique  est  la  solution  du  problème  suivant :  déterminer  la  ligne 
plane  verticale  que  doit  décrire  un  point  pesant,  pour  qu'il  s'approche  de  Vhorizon  avec  une 
vitesse  constante. 
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Pour  démontrer  eette  propriété,  prenons  uii  point  O  de  \a  eourbe  poiír  origine  des  coor- 
données  et  prenons  Taxe  des  //  positives  vertical  et  dans  le  sens  de  la  pesanteur.  On  a,  en 
vertu  de  théorèiues  bien  eoniius  de  Mécanique  et  de  Ténoncé  du  problème  considere, 

^^^  =  2gih+,),     ^=t/2%cos.o, 

g  représentant  la  gravite,  —  h  Tordonnée  du  point  de  départ  du  mobile    et   lo   Tangle    forme 
par  la  tangente  à  Torigine  avec  la  verticale. 

La  dernière  équation  donne  

1/  =  v2hg  t  cos  O), 

en  prenant  pour  origine  du  temps  Tinstant  de  passage  du  mobile  par  O. 
En  éliminant  y  et   -.-  entre  ces  équations,  on  obtient  celle-ci: 

dx^  =  2g  {h  sin2  (o  +  [/2k^t  cos  oj)  (h\ 

et,  en  intégrant  et  en  déterminant  la  constante  arbitraire  par  la  condition  de  la  courbe  passer 
par  1'origine  des  coordonnées, 

3  V'h  cos  (i>  (íc  +  c)  =  2  (A  sin-  w  +  \^2hg  t  cos  (o)    , 

,           2Asin^to 
ou  c  =  — ^ • 

o  cos  (O 

L'équation  des  courbes  qui  aatisfont  au  problème  est  donc 


3  \^k  cos  (O  (a?  +  c)  =  2  (?/  +  k  sin 


c      ,2 
(» I     . 


et  pourtant  ees  courl)es  sont  des  paraboles  semi-cubiquf s. 

Quand  'e  point  de  départ  du  mobile  est  situe  sur  la  verticjili-  de  Turigine  O,  on  a  (»  =  0, 
et  réquation  de  la  courbe  prend  la  forme 

et  alors  la  verticale  est  tangente   à  la  courbe   à   son  point   de  rebroussement.  II   resulte  de 

Texpression  de  — .-    que  cette  parabole  est  celle  que  le  mobile  doit  parcourir  pour  descendre 

dans  le  temps  le  plus  court. 

Le  problème  qu'on  vient  d'envisager,  fut  proposé  par  Leibniz  en  1687  dans  les  Nouvelles 
de  la  Republique  des  lettres.  II  fut  résolu  par  Huygens  à  la  même  année  et  dans  ce  raême 
recueil  (Oeuvres,  t.  ix,  p.  224).  Leibniz  en  a  publié  sa  solution  dans  le  volume  correspon- 
dant  à  1689  des  Acta  erudiforiim  {Opera;  t.  Iii,  p.  22õ),  et  Jacques  Bernoulli  en  a  donné  une 
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autre  en  1690  dans  ce  inênie  joiírnal.  La  question  considérée  fut  encore  envisagée  pai-  Jean 
Bernoulli  dans  les  Lectiones  mathemaficae  [Opira,  t.  iil,  p.  482-486).  Ajoiítous  encore  que 
Huygens  a  einployé  dans  la  solution  du  problème  mentionné  ci-dessus  les  anciennes  méthodes, 
mais  on  a  trouvé  parmi  ses  papiers  une   autre  solution   par   la  méthode   différentielle   (1.    c, 

p.  229 j. 

5'iiO.     L'équation  (1)  est  un  cas  particulier  de  celle-ci : 

y  =  ax^  -f  hx*  -]-  ca?  +  c?^ 

qu'ou  peut  mettre  encore  sous  la  forme 

^  =  aa5'(x  —  e), 

en  cliangeant  Torigine  des  coordonnées.  Cette  équation  est  une  des  formes  canoniques  aux- 
quelies  Newton  a  rédiíit  l'équation  générale  des  cubiques  dans  son  énumération  de  ces  cour- 
bes,  comnie  on  Ta  vu  au  n."  108,  et  toutes  les  lignes  qu'elle  represente  sont  appelées  souvent 
parabolfi.s  cubiques.  Ces  mêmes  lignes  appartiennent  encore  à  une  classe  de  courbes  qui  seront 
étudiées  plus  loin  sous  le  nom  de  ])erles  de  Sluse. 


III. 
Les  byperlíolcs. 

521.     Lês  courbes  déíinies  par  Téquation 

y=a'+''x-*-,     (Â;>0, 

qui  comprend  comme  cas  particulier  celle  de  riiyperbole  du  deuxième  ordre,  sont  désignées 
sous  le  nom  ã'hyperboles.  Ces  lignes  sont  algébriques  quand  k  est  rationnel ;  elles  sont  trans- 

cendantes  dans  le  cas  contraire.  Dans  le  premier  cas,  on  peut,  en  faisant  A;=  — ,    représenter 
ces  courbes  par  Téquation 

x"'i/"  =  a"'^". 

Les  géomètres  qui,  les  premiers,  ont  envisagé  les  hyperboles  d'ordre  supérieur  au  se- 
cond  furent  Wallis  et  Fermat.  Après  avoir  ctudié  les  paraboles  d'ordre  quelconque,  ils  se 
scnt  occupés  <le  ces  hyperboles,  pour  en  chercher  les  propriétés  correspondant  à  celles  des  para- 
boles qu'ils  avaient  obtenues.  Les  résultats  des  recherches  de  Wallis  ont  été  exposés  dans 
V Arithmetica  infinitorutn   {Opera,   t.    I,  p.  408),    dans   quelques   lettres   adressées   à   Digby 
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(Oeuvres  de  Fermat,  t.  iii,  p.  407,  441  et  451),  et  dans  le  traité  De  mutu  {Opera,  t.  i,  p.  68'à). 
Les  théorèmes  obtenus  par  Ft-i-iiiat  sont  indiques  aiissi  dans  une  lettrt;  adressée  à  Digby 
(1.  c,  p.  337)  et  dans  son  Méinoire:  Sur  la  travsformafion  et  simplícafion  de  licux  (I.  c, 
p.  216).  On  voit  par  cette  lettre  que  les  recherches  de  Fermat  sur  les  hyperboles  sont  anté- 
rieures  à  la  publication  de  V  Arithmetica  infinito  mm,  par  laqueile  la  Ihéorie  de  ces  lignes  fut 
pour  la  première  fois  divulguée. 

522.     On  determine  aisément  la  forme  de  cliaqiie  hyperbole  algébrique,  en  tenant  compte 
des  relations 


y  =  aiS 


m 
"  n 


1 


II       m  (m  4-  n) 


2 


aix 


m+n 


OU  «1  =  a 

Si  m  est  impair  et  n  pair,  la  courbe  a  Ia  forme   indiquée   dans    la  figure    133.    Elle   est 

symétrique  par  rapport  aux  axes  des  abscisses  et  elle  pos- 
sede  deux  branclies  intínies,  sans  points  d'inflexion  ni  points 
multiples  à  distance  finie,  ayant  pour  asyraptotes  les  axes 
des  foordonnées. 

Si  7)1  est  pair  et  n  impair,  Ia  courbe  a  la  même  forme 

j^   que  dans   !e  cas  préeédent,    mais  Tarte  des  ordonnées  est 

alors  l'axe  de  syniétrie. 

Si  les  nonibres  m  et  n  sont  impairs,  la  courbe  est  com- 
posée  de  la  branche  A  et  d'une  autre  de  la  même  foi-me, 
située  dans  Tangle  X'OY'  des  axes  des  coordunnées,  et 
symétrique  de  ceile-là  par  rapport  à  l'origine  O. 

Si  /«■  est  un  nombre  irrationnel,  Ia  courbe  a  seiílement 
la  brancbe  A. 


X 


Fiff.  133 


523.  ¥a\  comparant  les  équatioiís  des  paraboles  et  des  byperbol  ^s,  on  voit  qu'on  peut 
déduire  les  propriétés  de  ces  courbes  de  eelles  des  paraboles,  en  cliangeant  dans  les  formules 
relativos  aux  premières  lignes  k  en  —k.  On  trouve  ainsi  les  résultats  suivants. 

L'ordonné<!  du  point  oii  la  tangente  à  une  hyperbole  quelconque  au  point  (x,  y)  coupe 
Taxe  des  ordonnées  est  déterminée  par  1'équation 

Y  =  {\+k)y. 

La  valeur  du  rayon  de  courbure  au  même  point  esi 


R  = 


-  1 


k(k+l)xy         A(/c+l)a'+Aa;»+2*  ' 
Cette  valeur  tend  vers   Tinfini  qiiand  x  tend  vers  O,    et  tend  vers  (.),    quand  ,«   tend  vers 
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1'infiiii;  elle  passe  par  un  minimiim  au  point  oíx  Ton  a 

í  k\\+2k) 
x  =  a 

On  a  encore,  comme  au  n.°  509, 


L      2-f/v 


2(1+*) 


p  représentant  Ia  longueur  An  segment  de  la  nonnale  au  point  {x,  y)  corapris  entre  Taxe  des 
abscisses  et  la  perpendiculaire  à  eet  axe  menée  par  le  point  oíi  il  est  coupé  par  ia  tangente 
au  point  (íc,  ij). 

L'aire  de  I'espace  corapris  entre  ia  courbe,  l'axe  des  abscisses  et  deux  parallèles  ;i  l'axe 
des  ordonnées  passant  par  les  points  (xç^,  1/^^)  et  (x,  y)  est  déterrainée  par  i'équation 

J  1  —k 

Pourtant  la  quadrature  des  courbes  envisagées  est  equivalente  à  l'intégration  des  puissances 
à  exposant  négatif.  En  déterminant  les  aires  de  ces  courbes,  avant  Tinvention  du  Calcul  in- 
tegral, Wallis  et  Ferniat  ont  donc  integre  indirectement  ces  puissances. 

Les  coordonnées  xi  et  yi  du  centre  de  gravite  des  aires  mentionnées  ont  les  valeurs 

La  valeur  de  A  est  tinie,  mênie  quand  x  =  oo,  si  /o  >  1 ;  et,  dans  ce  cas,  Faire  considérée 
a  encore  un  centre  de  gravite  à  distance  finie  quand  /»;>2.  La  détermination  des  cas  ou  Taire 
infinie  qu'on  vient  de  considérer  a  un  centre  de  gravite,  a  été  envisagée  en  quelques  lettres 
adressées  par  Fermat  et  Wallis  à  Digby  en  1657  {Oeuvres  de  Fermat,  t.  li,  p.  337  et  343, 
t.  III,  p.  441). 

Le  volume  du  solide  engendre  par  Faire  qu'on  vient  de  mesurer,  en  tournant  autour  de 
Taxe  des  abscisses,  est  détrrminé  par  la  formule 

_y''-x-ylx^ 
"     l—2k 

Le  centre  de  gravite  de  ce  solide  est  situo  sur  Taxe  de  revolution  à  une  distance  a/  du 
point  O  déterrainée  par  l'équation 

■"2(r-/t)v 

VOL.   V  Q 
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La  longueur  de  Tare  coinpris  entre  les  points  (a-^,  y^)  et  {x,  y)  est  donnée  par  Téquation 

s=   r  / 1  +  yt^  a2  (1+/0  íe-2  (í+'0  íZa;, 

1  A 

et  elle  est  expriraible  par  des  fonctions  élémentaires  quand  un  des  nombres  ou„   , 

est  entier. 

524.     L'équation  tangentielle  des  hyperboles  cãgébriques  est 

(?)!  +  «)'"+"  a"'+"  ii"  V'"  =  n"  m'"; 

la  classe  de  ces  couvhes  est  égale  à  Vordre  des  mSvies  courbes,  et  la  polaire  reciproque,  par 
rapport  à  un  cercle  de  rayon  imaginaire  ayant  le  centre  à  Vorigine  des  coordonnées,  est  une 
hyperbole  du  mime  ordre. 

L'hyperbole  correspondant  kk  =  ^  est  riiyperbolisme  de  la  ligne  ayant  pour  équatioii 


SC'"-"  2/"  =o"". 


qui  represente  une  parabole  quand  ?í>w!^    et   une  aulre  hyperbole   quand  n<m.  La  même 
eourbe  est  encore  Thyperbolisme  de  la  ligne  correspondant  à  Téquatlon 


x"'y"-"'  =  a". 


On  peut  donc  réduire  la  eonstruction  des  hyperboles  d'ordre  m  +  n  à  celle  des  paraboles 
d'ordre  m,  si  »í  >  «^  ou  d'ordre  n,  si  ?i>  m. 


IV. 
Les  spirales  i)ar;iboliqiies  et  liyperboliques. 

525.     L'étude  des  spirales  dófinies  par  Téqualion 

(1)  P  =  «Ô*, 

oii  k  represente  un  nombre  arbitraire,  a  été  rattachée  à  celle  des  paraboles  et  des  hyper- 
boles d'ordre  quelconque  par  Fermat,  dans  une  lettre  adressée  à  Carcavi  en  1G59  (Oeuvres, 
t.  u,  p.  441),  par  Wallis,  dans  VArUhmelica  infinitorum  et  dans  le  traité  De  motu  (Opera, 
t.  I,  p.  385  et  892),  et  par  Varignon,  dans  un  Mémoire  sur  Ia  théorie  générale  des  spirales 
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presente  en  1704  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  {Histoire  de  l' Académie  R.  des  Sciences, 
1745,  p.  69).  lis  ont  rédiíit  la  quadrature  et  la  rectltication  de  ces  spirales  à  celles  dea  para- 
boles  et  des  liyperboles.  Les  deux  preiniers  góouiètres  ont  considere  seulement  le  cas  oíi  k 
est  poaitif;  Varignon  a  étudié  le  cas  géiiéral,  et  a  noiuiné  paraboUques  les  spirales  qui  cor- 
respondent  aux  valeurs  positives  de  k,  et  liijperboliques  celles  qui  correspondent  aux  valeurs 
négatives  de  cette  constante.  La  quadrature  des  spirales  paraboliques  a  óté  envisagée  encure 
par  St.  de  Angelis,  dans  un  traité  De  injinitorum  fpiralium  sjíaliorum  mensura^  paru  en  IGGO, 
et  par  Sliise,  dans  une  lettre  adrossée  à  Huygens  en  aofit  16G3  (Oeuvres  de  Huygens,  t.  iv, 
p.  399). 

La  forme  de  ces  lignes  peut  être  obtenue  aisément.  Considérons  les  spirales  paraboliques 

771 

et  supposons  k  =  — .    La  courbe   a  une    forme  analogue    à    celle    de    la  snirale    d'Arcliimède 
'■  '■  11 

(n."  4ò9,Jig.  117),  quand  m  et  n  sont  impairs;  et  une  forme  analogue  à  celle  de  la  s]iirale 
de  Fermat  (n.°  46(),  flg.  110),  quand  n  est  pair  et  m  impair.  Si  n  est  impair  et  m  pair,  la 
courbe  est  formée  par  deux  ares  analogues  à  Tare  OABC.  .  .  de  ces  spirales,  mais  clisposés 
symétriquement  par  rapport  à  Taxe  des  coordonnées  polaires,  et  elle  possède  un  poiut  de 
i-ebroussement  à  Torigine.  Si  k  est  irrationnel,  Tun  de  ces  ares  disparaít. 

Les  spirales  hyperboliques  sont  coniposées  de  deux  branches  égales,  symétriquement 
situées  par  rapport  à  Taxe  polaire,  quand  m  est  pair  et  n  impair,  à  la  perpendicuiaire  à  cet 
axe  passant  par  Forigine,  quand  m  et  »  sont  iinpairs,  et  à  Torigine  O,  quand  m  est  impair 
et  n  pair.  Si  k  est  irrationel  la  courbe  a  une  seule  branche.  Chacune  de  ces  branches  a  un 
point  dinflexion  réel,  determine  par  Téquation 

6-H-kik  +  l)  =  0, 

quand  la  valeur  absolue  de  k  est  inférieure  à  Tunité.  La  courbe  a,  dans  tous  les  cas,  uu  point 
asyraptotique  à  Torigine,  et  Taxe  des  coordonnées  polaires  en  est  une  asymptote  quand  |  Â;]  <[  1. 
Si  |A;|>1,  la  courbe  n'a  pas  d'asymptote  à  distance  finie. 

Les  valeurs  de  la  sous-normale,  de  la  sous-tangente  et  de  Tangle  forme  par  la  tangente 
avec  le  vectcur  du  point  de  contact  sont  données  par  les  relations 

-,        kp        ,-,        o9  -.9 

S„  =  -^->     S,  =  -i^,      tangV  =  y 

526.  Le  théorème  concernant  la  relation  entre  les  longueurs  des  ares  de  ia  spirale 
d'Archimède  et  de  la  parabole  ordinaire,  démontré  au  n."  462,  fut  généralisé  par  les  géo- 
mètres  mentionnés  cidessus,  comine  on  va  le  voir. 

La  longueur  de  Tare  de  la  spirale  (1)  compris  entre  les  points  (p,,,  6,^)  et  (pi,  6|)  est  déter- 
minée  par  la  formule 


Po  Po  /v^a 


1 .  í?p. 
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Dun  aiitie  côté,  la  longueur  de  Tare  de  la  parabole  représentée  par  Téquation 

compris  entre  les  poiats  oii  y  prend  les  valeurs  pQ  et  pi,  est  donnée  par  Téquation 

sj  =  r*  v/l  +  i-^**^"'^  dx . 
Po 
Pourtant,  on  a  s  —  si,  quand 


(/í+l)«" 

527.  On  a  déjà  dit  que  la  quadratura  des  spirales  paraboliques  dépend  de  celle  des 
paraboles,  On  a,  en  eíFst,  en  représentant  par  A  Taire  balayée  par  le  vecteur  du  point  (6,  p) 
quand  6  varie  depuis  O, 

o 

d'oú  il  resulte  que  le  calcul  de  A  dépend  de  la  quadrature  de  la  parabole  correspoudant  à 
Téquation  y  =  x-''.  À  cause  de  cette  relation  entre  les  deux  problèmes,  découverte  avant 
Tinvention  du  Calcul  integral,  on  a  calcule  presque  en  même  temps  les  aires  des  paraboles 
et  des  spirales  mentionnées. 

De  même,  la  quadrature  des  spirales  hyperboliques  dépend  de  celle  des  hyperboles  Cor- 
respondantes. 

•>2S.     L'équation  (1)  est  un  cas  partieulier  de  l'équation 

(2)  p-/i  =  «ÔS 

qui  comprend  aussi  celle  de  la  spirale  de  Jacques  Bernoulli  envisagée  au  n."  469.  Les  spi- 
rales que  Téquation  (2)  represente  ont  été  étudiées  par  Varignon,  dans  le  mémoire  cite  ci- 
dessus,  sous  le  nom  de  spirales  hélicoides;  elles  sont  les  conchoides  des  spirales  définies  par 
Téquation  (1),  par  rapport  au  pôle. 


CHÀPITRE  X. 


LES  CODRBES  CYCLOIDALES- 


La  cycloidc  ordinaire. 


529.  On  appelle  cydoide  la  courbe  engendrée  par  un  point  M  (jig.  134)  de  la  circon- 
fórenee  GMQ  cVuii  cercle,  quand 
ce  cercle  roíile  sur  une  droite  OB. 
En  supposant  que  O  est  le  point 
de  dópart  de  M  et  que  Q  est  le 
point  de  contact  du  cercle  GMQ 
avec  la  droite  OB,  on  peut  tra- 
duire  géométriquement  cette  défini- 
tion  par  Tégalité,  en  chaque  posi- 
tion  de  la  circonfórence  considérée, 
entre  Tare  MQ  et  le  segiuent  OQ. 

Le  nom  par  lequel  la  courbe 
est  désignóe  à  présent  a  été  pro- 
posó  par  Galilée;  Roberval  Ta  noiu- 
mée  trochoide,   et  Pascal  roulette. 

II  resulte  immédiatement  de  la 
définition"  precedente   que  la  cydoide  est  composée    d'une  suite  infinie   d'arcs  égaux  à  ODB. 
Cet  are  est  symétrique  par  rapport  à  ia  droite  DE,  noiumée  axe  de  la  courbe ;  le  segment  DE 
est  égal  au  diamètre  du  cercle  générateur,    et  le  segment   OB,  nommé  base  de  cet  are,    est 
égal  k  la  longueur  de  la  circonférence  du  mêuie  cercle. 

L'attention  des  géomètres  a  été  appelée  en  1615  sur  cette  ligne  par  Mersenne,  qui  en 
a  demande  les  propriétés.  EUe  avait  été  déjà  décrite,  d'après  Wallis,  par  De  Cusa  dans 
uu   manuscript   de  1454,   et   elle  avait   été   envisagée    par   Galilée   en  1590  j    mais    on   n'en 
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Avait  encore  obtenu  aiu-une  propriété.  La  première  propositioii  concernant  cette  courbe  fut 
obtenue  par  Roberval  en  1634,  qui  a  trouvé  la  valeur  de  Taire  comprise  entie  ODB  et  la 
base  OB.  La  découverte  de  Fóminent  géomètre  fut  communiquée  par  hiimême  à  Fermat  et 
par  Mersenne  à  Descartes;  elle  a  été  divulguée  par  lo  savant  Minime  en  lfi37  dans  sa  Har- 
monie  Universelle.  La  méthode  suiviepar  Roberval  poiír  calculer  la  valeur  de  Taire  mentionnée 
fut  exposée  dans  son  traité  De  trochotde  (Mémoires  de  VAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  t.  vi, 
p.  361-382);  et  une  nouvelle  démonstration  du  i'ésultat  qu'i!  a  obtenu  fut  donnée  pai-  Descartes 
dans  deux  lettres  adressées  h  Mersenne  en  1638  (Oeuvres  de  Descartes-,  éd.  de  Adam  et  P. 
Tannery,  t.  ii,  p.  135  et  257).  Le  problema  de  la  quadratura  de  Tespace  cycloidale  ODB  a 
encore  été  ótudié,  en  Italie,  par  Torricelli,  qui  a  retrouvé  le  tbéorème  de  Roberval,  et  Ta  publié 
en  1644  dans  ses  Opera  mathematica.  D'autres  questions  importantes  relatives  <à  la  cycloide 
ont  été  encore  résolues  par  Roberval;  il  a  determino  le  centre  de  gi'avité  de  laire  ODB,  et  il 
a  calcule  les  dimensions  des  solides  qu'elle  engendre  en  tournant  autour  de  son  axe  DE  ou 
de  la  base  OB.  Les  résultats  qui  se  rapportent  à  ces  derniers  problèmes  ont  été  comnumi- 
quós  par  Mersenne  à  Huygens  en  1647  {Oeuvres  de  Huygens,  t.  I,  p.  52),  et  ont  été  dé- 
montrés  par  son  inventeur  dans  la  deuxième  partie  du  traité  De  trochotde  (I.  c,  p.  383-419), 
et  dans  le  Traité  des  indivisíbles  (1.  c,  p.  328). 

Les  tangentes  à  la  cycloide  ont  été  obtenues  par  Roberval,  aii  moyen  de  sa  méthode  de 
la  composition  des  mouvements  (1.  c,  p.  76);  par  Descartes,  qui  a  donné,  pour  les  tracer,  un 
thóorème  remarquable  qu'on  verra  ci-dessous;  et  par  Fermat,  qui  a  aassi  appliqué  à  cette 
courbe  la  méthode  géncrale  des  tangentes  qu'il  avait  insentée  (Oeuvres,  t.  Ill,  p.  144). 

Le  problema  de  la  rectitication  de  Ia  cycloide  a  été  résolu  en  1658  par  Wren,  au  moyen 
des  móthodes  de  Tancieiíne  Géométrie.  Le  procede  qu'il  a  employé  pour  cela  a  été  exposé 
par  Wallis  dans  le  traité  De  cjcloide  (Opera,  t.  i,  p.  534-537).  Linvention  de  Wren  a  été 
três  appréciée  par  les  góomètres,  car  dans  ce  temps  on  n'avait  encore  rectifié  que  quelques  pará- 
bolas (n."  517)  et  la  spirale  logarithmique  (n."  476).  De  nouvelles  demonstra tions  du  résultat 
obtenu  par  Wren  ont  été  données  par  Fermat  (d'après  mention  de  Pascal),  par  Jlylon  (Otu- 
vres  de  Huygens,  t.  ii,  p.  335  et  313)  et  par  Roberval  (1.  c,  p.  419).  Dans  Técrit  que  ce 
diM-nier  géomètre  a  consacré  .à  cette  question,  il  assure  qii'il  cnnnaissait  la  longueur  de  la 
cycloide  depuis  longtemps,  mais  qu'il  ne  1'avait  communiquée  à  personne,  ce  qui  est  d'accord 
avec  un  renseignement  donné  par  Pascal  dans  VHisioire  de  la  roulette  (Oeuvres,  éd.  Ha- 
cliette,  p.  841). 

Vers  la  fin  de  1658  fut  publié  le  faineux  Traité  générale  de  la  roulette  (I.  c,  p.  431) 
de  Pascal,  oíi  ce  grand  géomètre  a  résolu  pour  la  première  fois  divers  problemas  relatifs  à  la 
cycloide,  qu'il  avait  proposé  aux  géomètres,  dont  quelques-uns  étaient  consideres  comme  tiès 
difficiles.  II  a  généralisé  les  théorèmes  da  Roberval,  en  considérant,  au  lieu  de  Tespaca 
ODB,  le  segment  limite  par  la  corde  KL,  parallèle  à  OB ;  il  a  calcule  les  dimensions  des 
surfaces  engendrées  par  Tare  DK  en  tournant  autour  de  DE  ou  de  OB;  il  a  determine  les 
centres  de  gravite  de  ces  surfaces,  celui  de  Tare  KD,  et  ceux  des  solides  que  Tespace  KDL 
engendre  en  tournant  autour  de  DE  ou  de  KL;  etc.  Les  méthodes  qu'il  a  suivies  pour  cela 
ont   été  exposées   dans    une    lettre  adressée  ia  même  année   à  Carcavy   (1.  c,    p.  364).   Les 
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problèmes  de  Pascal  ont  encore  été  résolus  par  Wallis,  au  moyen  des  méthodes  exposées  dans 
V Arithmeticu  injinitorum,  premièrement  dans  son  traité  De  cycloide  (16Õ9)  et  ensuite  dans 
son  traitó  Be  motu  {Opera,  t.  i,  p.  496-541  et  800-862). 

La  développée  de  la  cycloide  a  été  obtentie  par  Huygens,  par  une  voie  puremeute  géo- 
métrique,  dans  son  adinirable  traité  De  horvlogio  oscillatorio.  Ce  grand  géoraètre  et  Jean 
Bernoulli  ont  encore  découvert  deux  belles  et  importantes  propriétés  mécaniques  de  la  courbe 
qui  seront  indiquées  ci-dessous. 

L'éqiiation  de  la  cycloide  resulte  immédiatement  de  sa  définition.  En  prenant  pour  origine 
des  coordonnées  ie  point  O,  pour  axe  des  abscisses  la  droite  OB  et  pour  axe  des  ordonnóes 
la  perpendiculaire  OY  à  cette  droite,  on  a 

a;  =  OP  =  OQ-PQ  =  arcMQ-PQ,     ?/  =  MP  =  CQ-CF, 

et  par  conséquent,  r  représentant  Ie  rayon  du  cercle  QMG  et  t  Tangle  forme  par  le  rayon  MC 
avec  CQ, 

(1)  ,  x  =  r(t  —  siní),     y  =  r{l—cost). 

Ces  équations  déterminent  les  coordonnées  x  et  y  des  points  de  la  courbe  en  fonction  du 
paramètre  t,  et  donnent,  en  éliminant  t,  Téquation  cartésienne  de  la  courbe,  savoir 

(2)  a;  =  r  are  cos —  V/^ry  —  y-. 

On  peut  obtenir  les  propriétés  de  la  courbe  au  moyen  de  cette  équation,  mais  il  est  pré- 
férable  d'eniployer  pour  cela  les  équations  (1),  comme  on  va  le  voir. 

530.     L'équation  de  la  normale  à  la  cycloide  au  point  JI  est 

Y  sin  <  +  X  (1  —  cos  <)  =  ri  (1  —  cos  t) ; 

cette  droite  coupe  pourtant  Taxe  des  abscisses  au  point  oíi  Vvn  a  X  =  r<  =  OQ. 

Donc,  la  normale  à  la  cycloide  au  point  M  passe  par  le  point  de  contact  Q  du  cercle  géné- 
rateiir  GMQ  avec  la  droite  sur  laquelle  il  roule. 

II  resulte  de  cette  proposition  que  la  tangente  au  ijoint  M  ^ja««e  par  le  point  G. 

La  tangente  à  la  cycloide  au  point  O  coincide  avec  OY,  et  la  courbe  a  à  ce  point  un  rebrous- 
semeni.  La  tangente  au  point  D  est  parallèle  à  la  base  de  la  courbe. 

L'importante  propriété  de  la  normale  qu'on  vient  de  démontrer,  a  été  découverte  par 
Descartes,  qui  Ta  comuiuniquée  à  Mersenne  le  23  aoút  1G38  (Oeuvres  de  Descartes,  i.  Ii, 
p.  308).  Le  grand  géoraètre  Ta  généralisée  à  toute  ligne  engendrée  par  un  point  lié  invariable- 
ment  à  une  courbe  quelconque,  située  sur  un  plan  passant  jiar  ce  point,  quand  cette  courbe 
roule  sur  une  autre  courbe  fixe  arbitraire,  située  sur  le  même  plan  (1.  c,  p.  312). 
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La  longueur  de  cette  normale  a  pour  expression 


t 


N  =  r/ 2 (1  —  cos  í)  =  2r sin  -^ ; 
et  le  rayon  de  courbure  correspondant  au  luême  point  M  est  determino  par  Téquation 

R=  y,,'^^?",   =2,Y2(l-cos<), 

ou  a;'  et  y,  etc,  représentent  les  dérivées  de  x  et  ?/  par  rapport  à  t. 

Donc,  le  rayon  de  courbure  au  point  M  est  égal  au  double  de  la  longueur  de  la  normale  à 
la  courbe  au  même  point.  ^ 

Si,  par  consóquent,  on  prend  sur  la  normale  MQ  iin  point  M|  tel  que  QMi  soit  égal 
à  MQ,  ce  point  est  le  centre  de  courbure  correspondant  au  point  M.  En  traçant  ensuite  la 
droite  MiS,  perpendiculaire  k  OB,  et  en  tenant  corapte  des  relations 

M,S  =  MP,     OS  =  OQ  +  PQ, 

on  trouve  que  les  coordonnées  (ajj,  yi)  du  point  BIi  sont  dcterminées  par  les  équations 

xi  =r  (t-{-smt),     yi  =  r(cos< — 1), 

ou,  en  changeant  la  variable  indépendante  t  en  í  +  ~, 

XI  =  r  (t  -j-  TZ  —  sin  t),       i/i  =  —  '■  (1  +  cos  f). 

Cea  équations  déterrainent  la  développée  de  la  cycloíde  envisagée.  En  transportant  Tori- 
gine  des  coordonnées  au  point  0|,  dont  les  coordonnées  sont  (-zr,  — 2r),  elles  prennent  la 
forme 

xi  =  r(t  —  smt),     yi  =  r[í  —  cos<), 

doíi  il  resulte  que  la  développée  de  la  cyclo'ide  donnée  est  une  cycloíde  égale  à  celle-là,  ayant 
les  sommets  aux  points  O,  B,  .  .  . ,  e<  ayant  un  rebroussement  au,  point  Oi  de  Vaxe  DE  de  la 
courbe  oú  OiE  =  DE  (Huygens,  1.  c). 

531.     La  longueur  de  Tare  MD  de  la  cycloíde  est  déterminée  par  la  formule 


ydx^  +  dy^  =  2r  /      sin  —  dt  =  4r  cos  - 
t  ( 

qui,  en  tenant  compte  de  Tégalité  MG  =  2rco8-^-,  donne  8  =  2MG 
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Par  conséquent,  la  longumr  ih  1'arc  MD  de  la  cycloide  esf,  êgale  it  deux  fois  la  corde  MG. 

En  posant  í^O,  on  voit  que  la  longueur  de  Vare  ODB  est  éijale  à  huit  fois  le  rayon  du 
■cercle  qui  engendre  la  courbe. 

II  resulte  encore  de  Tégalité  qu'on  vicnt  de  démontrer,  en  tenaut  coiiipte  de  l'expression 
de  R,  que  l'équation  intrinsèque  de  la  cyi.-loíde  est 

532.  L'aire  de  Tespaee  cnmiiris  entre  Tare  OM  de  la  cyeluíde,  le  segiuent  OP  la  base 
et  Tordonnée  MP  du  point  ]\[  est  donnée  par  Téquation 


,.2   r  ( 1  -  cos  tf-  dt  =  j-2  (|-  f  -  2  sin  t  -h  -^  sin  2t^ , 


d'ou  il  resulte  que  1'alre  de  Vespace  coiitpris  entre  la  base  OP)  et  Vare  ODB  est  éijale  <t  tr<ns 
fois  Vaire  du  cercle  qui  engendre  la  courbe. 

Nous  allons  maintenant  nous  oceuper  de  la  solution  du  proljlème  suivant:  déterminer  deux 
points  sur  Vare  ODB  de  la  cycloide  tels  que  le  calcul  de  Vaire  de  V espace  compris  entre  la 
corde  qui  joint  ces  points  et  la  courbe  soit  indépendante  de  la  quadrature  du  cercle. 

En  représentant  par  t^^  et  íi  les  valenrs  que  t  prend  à  ces  deux  points,  par  (»■„,  y^  et 
(íci,  yC)i  les  coordonnées  des  mêmes  points,  et  par  A(  la  valeur  de  cette  aire,  on  a,  en  sup- 
posant  'i><0' 


,-'i  1 

A 1  =  /     ydx  —  y  (xi  —  a;,,)  (yi  +  ^„) 


ou 


Al  =  7-2 


—  (ti  —  <o^  —  2  sin  ti +2  sin  '„  +  -j  sin  2?i  —  -^  sin  2^,, 


—  r-  {ti  —  )'||  —  sin  Cl  -f  sin  t^)  (2  —  cos  ?i  —  cos  í,,) 


=  )-2    —  (Ci  —  tç^)  ( 1  +  cos  ti  +  cos  t^^)  —  sin  ti  +  sin  t^^  +  — -  sin  (/,,  —  ^i) 


Par  conséquent,   la  condition  pour  que  le  calcul  de  Ai  soit  indépendant  de  la  quadrature 
du  cercle  est 

cos  ti  -\-  cos  <Q  -f  1  =  O ; 


et  il  s'ensuit:    1.»  que  f„  et  /|  ne  peuvent   par   être    inférieurs   à    -^,  et  que  par  conséquent 

les  extrémités  de  la  corde  qui  limite  Taire  eonsidórée  doivent  être  situées  sur  la  parallèle  à 
la  base  de  la  cycloide  passant  par  le  centre  C  du  cercle  génórateur,    ou    au  dessus   de  cette 
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droite;  2.°  que  par  cbaque  point  de  la  coiirbe  satisfaisant  à  cette  condition  passent,   en  ge- 
neral, deux  cordes  qui  répondent  au  problème  énoncé. 

Si  cette  óquation  est  vérifiée,  la  valeur  de  A)  est  donnée  par  la  formule 

1 


A 1  =  -j-  r^  [2  sin  íq  —  sin  2/^  +  4  (1  +  cos  /p)  t/—  cos  #(,  (2  +  cos  tf,)], 

ou  Ton  doit  eniployer  le  signe  supérieur  quand  ti<-  et  le  signe  inférieur  quand  íi  >  x. 

Le  problème  qu'on  vient  de  eonsidérer  a  étó  résolu  par  Jean  Bernoulli  en  1699  dans  les 
Acta  truditorum  {Opero,  t.  i,  p.  322).    Antórieurement   Huygens  avait  considero   le  cas   oii 

í„  =  -^ic,  dans  une  lettre  adressée  à  Boulliau  en  16Õ8  {Oeuvres  de  Huygens,  t.  ii,  p.  201),  et 

Leibniz  avait  considere  le  cas  oíi  1^=  ~,  dans   une  lettre  adressée   à  Oldenbourg   en    1674 
{Opera,  t.  iii,  17G8,  p.  28). 

fel  fQ  =  -^%,  on  a  f)  =  -r- ~,  et  ensuite 
o  o 

nous  avons  par  suite  le  tbéorème  de  Huygens : 

Uaire  de  Vespace  compris  entre  la  cycloiãe  et  la  carde  KL  (Jig.  134),  parallhle  à  la  base 

et  sltiiée  à  la  distance  —  r  da  sommef,  est  égale  à  six  fuis  la  valeur  que  prend   Vaire  du  tri- 

(ingle  MQF  quand  FQ  est  égal  à  la  distance  du  point  \)  à  la  droite  KL. 

hl  f^=:— -,  on  a  t{=r.,  et  ensuite 


2/o  =  'V      y^="^'r,     A|=y 


2. 


et  on  a  par  conséquent  le  lliéorcme  de  Leibniz: 

Uaire  de  Vespace  comj^ris  entre  la  cyclo'ide  et  la  corde  qui  passe  par  D  et  par  Vun  des 
points  ou  Vare  ODB  est  rencontré  par  une  droite  parallhle  à  la  base  passant  par  le  centre  C 
du  cercle  généruteur,  est  égale  à  Vaire  du  triangle  rectangle  dont  les  cathètes  sont  égaux  au 
rayon  de  ce  cercle. 

533.  Voici  encore  une  autre  question  de  la  môme  nature:  déterminer  algébriquement 
une  zone,  comprise  entre  deux  cordes  parati  eles  à  la  base  de  la  cycloide,  dont  Taire  soit  indé- 
pendante  de  la  quadrature  du  cercle.  Cette  question  fut  résolue  par  Jacques  Bernoulli  dans 
le  volume  correspondant  à  1699  et  1700  des  Acta  eruditorum  {Opera,  t.  ii,  p.  871  et  892) 
et  par  Jean  Bernoulli  dans  les  volumes  de  1700  et  1701  du  même  recueil  {Opera,  t.  i,  p.  330 
et  386). 

Représentons  par  A'  Taire  de  la  zone  cycloídale  comprise  entre  deux  cordes  parallèles  à 


139 


la  base  de  Ia  cycloule  passant  par  les  points  oíi  t  preiíd  les  vnleurs  í,,  et  t{.  On  a 

/■'' 
A'  =  -  (?/,  -I/o)-        xdy 

'o 

ou 

A'  =  7-2  [{-  -  g  (2  cos  ^0  +  1)  -  (r  -  ti)  (2  cos  í,  -^  1) 

+  2  (sin  ?o  -  sin  ?i)  +  y  (sin  2<o  -  sin  2/i)] ; 

et  par  conséquent,  pour  que  A'  soit  indépendante  de  la  qiiadrature   dii  cercle,    il  faut  qu'on 
ait 

(--g(2oos/j,+  l)  =  (~-<i)(2cos^,  +  l), 
ou,  en  posant,  pour  abréger,  -  — /^|  =  <ó,  x  — /i  =  <í, 

fii(l-2cosíoj  =  'í(l-2cosí;). 

Pour    qu'on    puiste    dcterininer    algébriquement    la    zone    envisagée,    il    taut   qu'oii    ait 

m    ,  ,  •  . , 

ti  =  —  tn,  m  et  11  representant  deux  nombres  entiers.  Alors  on  a 
n  ' 

^íí  „,  'ó        m{m  —  \)  „  íó    .   .,  'ó    , 

cos/j  =  cos  XI  —  =  cos"' i-— -r cos"'~- —  sin- {-.  . ., 

11  n  \  .2  n  n 

n     .  ,   íó         n(n  —  l)         „   ,  <ó    .  ,  t»    , 

cos  ÍQ  =  cos  —  ÍQ  =  ^"os" ,-,  „      cos"     —  sin* r  •  •  •  i 

n  n  1 .  J .  o  71  n 

et,  en  substituant  ces  valeurs  et  celle  de  t\  dans  Téquation  precedente  et  en  tenant  compte  de 
la  relation  sin- —  +  cos*  —  =  1,  on  obtient  une  équation  de  la  tbriue 


,i/.  ^  +  H  sin''-<  —  +  L  sin"-2  -'ii  + .  .  .  =  0. 


si 

n 


On  determine  algébriquement,  au  moyen  de  cette  équation,  sin  —  ;  ensuite  on  obtient,  au 
moyen  de  celles  qiii  précèdent,  cos  <i  et  eos^ú.  Les  équations 

yi  =r(l  —cos  ti)  =  r(\  -f  cosi)),      í/q  =  ri  1  +  cos  íq) 

déterminent  enfin  les  distances   des  cordes   qui  limitent   la   zone    cherchée,   à   la  base   de   la 
cycloide. 

II  est  à  remarquer  que  Jean  Bernoulli  n'a  pas  résoUi  le  problème   de  la  manière  la  plus 
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générale,  f;ir  il  a  supposé  h  =  I ;  et  que  cette  qiiestion  a  anioné  Témiiient  géomètre  à  Tinven- 
tion  du  développeineat  du  cosiiius  qiroii  vieiít  d'einplfiyer,  et  dii  développemeiít  correspon- 
dant  du  sinus. 

534.     En  représentant  par  V  le  volume  du  solide  S  engendre  par  la  cyeloide  en  touriiant 
autour  de  la  base,  on  a 

■2-)-  ,■2- 


V  =  -  /    "  y"  dx  =  -)-3  /     '"  (1  -  cos  tf  íU  =  bz 


donc,  ce  volnme  cl  le  volume  du  cylindre  circonfcrit  à  cc  solide  sont  dans  le  rapport  de  5  à  8 
(Roberval,  1.  c,  p.  392). 

lín  transportíint  Torigine  des  coordonnées  au  soramet  D  et  en  prenant  pour  axes  des 
aliseisses  et  des  ordonnóes  positives  les  semi-droites  DG  et  DE,  respectivement,  les  équations 
de  la  cyeloide  prennent  la  foinie 

xi  =  r  (T.  —  t)  -f>"sin  t,     yi=r{\-\-  cos  t). 

On  voit  au  nioyen  de  ces  équations  que  le  volume  du  solide  Si  engendre  par  Tespaoe  ODE, 
en  tournant  autour  de  DE,  a  la  valeui-  suivante  (Roberval,  1.  c,  p.  415): 

V,^.y".r|i.e  =  l.r3,9.^_16). 

De  même,  le  volume  du  solide  Sa  engendre  par  Tespace  compris  entre  Tare  OD,  la 
droite  OY  et  la  di'oite  DG,  en  tournant  autour  de  DG,  est  determine  par  Téquation 

535.  La  valeur  de  la  surtace  engendrée  par  la  cycluíde,  quand  elle  tourne  autour  de 
la  buse,  est  déterminée  par  Téquation 


r2r        '•2-  1  ( 

U  =  2::   /      y  v/a;'^  +  y^  dt  =  4-)-2  i       ( 1  -  cos  í)  sin  ^tdt  = 


Donc,  cetie  nire  est  égale  -^  de  Vaire  du  cercle  générateur  de  la  sourbe. 

De  même,  la  valeur  de  la  surface  engendrée  par  la  cyeloide,  en  tournant  autour  de  DE, 
est  donnée  par  la  formule 


U,  =  2x  r  Xi  v/  xt  +  y^  dt  =.  A  -,-2  (3-  -  4) ; 
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et  la  valeiír  de  la  surface  engendrée  par  OD,  en  touruant  autour  de  DG,  est  déterminée  par 
la  formule 

U-2  =  2-  r yi  ^W+7' dt  =  ^1  xr2 . 
o 

536.  Nous  allons  maintenaiit  indiquer  quelques  jiropositions  relatives  aux  centres  de 
gravite  des  aires  et  des  solides  de  revolution  de  la  fyelo'íde.  On  en  peut  voir  plusieurs  autres 
dans  les  éciits  de  Pascal  et  dans  les  traités  De  cycloide  et  De  motu  de  Wallis. 

1."  Jjes  coordonnées  (ai,  bi)  du  centre  de  gravite  de  Tare  compris  entre  les  points  oíi  t 
prend  les  valeurs  Íq  et  U  sont  données  par  les  équations 


/     xds  =  4)--  (  2  sin  ^; —  t  cos ~ ^  sin^ 


t  t        2    .   .  t\'> 

__íeos---3-sm3--)^^, 


=  y  ""^á.  =  8r-2  cos  ^  (-1  cos3  A  _  i)  |\ 

/4        4    \ 
En  particulier,  les  coordonnées  du  centre   de   gravite   de  larc  OD   sont  I-õ"''^    "ã"'')'   ^^ 


celles  de  Tare  ODB  sont  (~,  -õ"'')- 

2.''  Les  coordjnnées  («-2,  ^2)   du  centre    de  gravite   de  Taire  A  sont  dóterminées  par  les 
formules 

/'  /  3  1  o  1  \' 

i/xdx  =  r^l—  t-  —  2f  íi\n  t  -\-  -j- 1  sin  -f  — j-  cos'^  t  —  cos  <  +  -õ"  cos^  <]  , 

o 

Ir',,        '-^5         15  .       ,    3    .    ^        1     .    o  \ 
2/"'  2\2  4  4  12  / 


Les  coordonnées  du  centre  de  gravite  de  Paire  ODEO  siuil  dono 

«t  celles  du  centre  de  gravite  de  ODBO  sont   (~,  -^rj. 

3."  Le  centre  de  gravite  du  solide  engendre  par  Tespacè  ODE,  en  tournant  autour  de  la 

base  de  la  cycloide,    est   situo  sur  cet  axe   à   la  distance  0-=— (4õx'^+ 128)   de  O. 

457t*— 128 

4."  Le  centre  de  gravito  du  solide  Si  est  situe  sur  £D  à  la  distance    „  „    , 77^7-  de  E. 

^  6(9^:2—16) 
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5."  Le  centre  de  gravite  du  solide  S-2  est  situe  snr  DG  à  la  distance  r  {-^~^-q-)   'i'^  C. 

6."  L'abscisse  03  du  centre  de  gravite  de  l'aire  décrite  par  larc  OD  de  la  cydoide,    en 
tournant  autour  de  la  base,  est  déterminée  par  l'éqiiation 

«3  =  ^f  '^  xy  v/a;'2  +  y2  dt  =  ^^  -r. 
u 

De  même,  les  coordonnées   des   centres    de  gravite  des  siirfaces  engendrées  par  OD,  en 
tournant  autour  de  OE  et  DG,  sont  situées  sur  ces  droites,    respectiveraent,    aux   distanses 

et--^(lox  — 8)  du  soiumet  D. 


15(3x-4)         15' 

537.  On  a  associe  à  Tétude  de  la  cycloide  celle  de  la  courbe  décrite  par  le  point  F, 
quand  le  cercle  GMQ  engendre  la  cycloíde.  Cette  courbe  a  été  nommée  par  Roberval  cora- 
pagne  de  la  cycloide. 

En  représentant  par  («i,  j/i)  les  coordonnées  de  ce  point,  on  trouve 

XI  —  rt,     y\  =  r  (1  —  cos  í), 
et  Téquation  de  la  courbe  envisagée  est  par  suite 


(3)  ?/i  =  r  (^1-cos^j, 


ou,  en  i;iisant  r  —  .yi  =  */2,  *i  =  "s — *2; 


yt  =?•  sin  — 


Dono,  la  compagne  de  la  cycloide  est  une  sinusóide  (n.°  436). 

On  rend  évident  le  niotif  de  cette  intervention  de  la  sinusóide  dans  les  recherches  sur 
la  cycloide  en  tenant  coinpte  de  léquation  (2),  d'oii  il  resulte  que  la  quadrature  de  cette  der- 
nière  courbe  dépend  de  celle  du  cercle  et  de  celle  de  la  courbe  correspondant  à  léquation  (3). 

53S.     La  caustique  par  réflexion  de  la  cycloide,  quand  les  rayons  lumineux  sont  peipen- 

diculaires  à  la  hase,  est  une  nutre  cycloide,  engendrée  par  un  cercle  de  rayon  égal  á  -«-'V  rou- 
lant  sur  la  droite  OB.  La  nouvelle  cycloide  a  un  rebroussement  au  point  O. 

Comme  les  angles  formes  par  la  normale  MQ  à  Ia  cycloíde  au  point  M  (Jig.  134)  avec 
MP  et  CM  sont  égaux,  la  caustique  de  la  cycloide,  par  rapport  aux  rayons  lumineux  perpen- 
diculaires   à  OB,  est  l'enveloppe   des  positions   que  prend  la  droite  MC.   quand  M  décrit   la 
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courbe.  Or,  l'équation  de  cette  droite  est 

(Y  —  y)  sin  <  =  (X  —  a;)  cos  t, 

et,  en  dérivant  par  rapport  à  t,  oii  trouve 

dy    .  dx 

( Y  —  y)  cos  t  +  {X—x)  sin  t  =  -~~  sin  .  -f  -5-  cos  í. 

Ces  équatioiís  donnent,  en  éliminant  x  et  ;/  au  raoyen  des  équations  (1),  celles-ci: 

X=r('<--^sin2<),     Y  =  y  r  (1  -  cos  2<), 
ou,  en  posant  2t  =  t',  ces  autres: 

X  =  ^(í'-sinO,      Y  =  ^(l-cosí'), 

qui  déteiininent  les  coordonnées  des  points  de  Tenveloppe  de  MC  en  fonction  de  f.  Le  théo- 
rème  énoncé  est  une  conséquenee  imniédiate  de  ces  équations. 

Cette  proposition  a  été  démontrée  par  Jean  Bernoulli  dans  les  Lectiones  mathematicae 
(Opera,  t.  Ill,  p.  479),  et  par  Jacques  Bernoulli,  en  1692,  dans  les  Acta  eruditorum  {Opera, 
t.  1,  p.  õ06j. 

539.     Noiís  alions  étudier  maintenant  le  problème  suivant: 

Détcrminev  le  lieu  des  points  du  plan  de  la  cycloide  d'ou  Von  peiít  mener  à  cette  courbe 
deux  tangentes  fovmant  un  angle  donnc  a. 

Cetfe  question  fut  résolue  par  La  Ilire  dans  le  volume  conespondant  à  1704  des  Mêmoires 
de  rAcadémie  des  Sciences  (Paris,  1745,  p.  209).  L'illustre  géomètre  a  suivi  pour  cela  une 
voie  purenient  géométrique ;  mais  on  peut  ia  résoudre  aussi  aisément  par  ['analyse,  corame 
on  va  le  voir. 

On  a,  en  représentant  par  to  et  toi  les  angles  formes  par  les  tangentes  à  la  courbe  aux 
points  oíi  í  prend  les  valeurs  t  et  ti  avec  Taxe  des  abscisses, 

sin  í  1        ,  sin  ti  ti 

tang(ui  =  tang(oj  +  a),     t^ng  co  =  y— ^^-   =  cot  y  ,     'ang  o„  =  j^;;-^^^  =  cot  y  , 

et  par  conséquent  ti  =  t  —  2u.  On  a  aussi,  (x,  y)  étant  les  coordonnées  du  point  oíi  ces  tan- 


U4 


gentes  se  reiícoiitrent, 


.     1  1 

V  SHi  -V  <  —  X  ens  ^rt  =  r 


2  sin  -r-  í  —  t  cos  ^r-  ? 


y  sin 


í-^<  — aj— tecos  (—<  —  c(|  =  »■    2  sin  í^  í  — ctj  —  (í  —  2a)cos  í-g- <  —a 


Ces  équations  déterminent  les  valeurs  des  coordonnées  x  et  y  <les  points  du  lieu  cherché 
en  fonction  du  paramètre  t,  savoir 


t  —  'x-\ — -. sin  f et  —  t) 

sin  a 


2  —  c(  cot  « - 


sina 


cos  [t  —  'j) 


ou,  en  posant  t  —  a  =  <'  et  en  transportant  Forigine  des  coordonnées  au  point  (O,  r  —  racota), 


x\ 


-k 


sin  t 


sin  a 


yi 


:r   I 


cos  <' 


sin  a 


La    conrbe    définie   par    ces   équations    será    étudiée    bientôt    sous    le   nom   de   cyddide 
allongée;  elle  est  le  lieu  décrit  j)u^'  le  point  de  Vaire  du  cercle  de  rayon  r  dont  la  distance  au 

centre  est  égale  á  —. ,  quand  ce  cercle  ronle  stir  une  droife  parallele  à  1'axe  des  x,  dont  la 


sin  a 


distance  à  cet  axe  soit  égale  á  r  —  ra  cot  a.  Les  coordonnées  initiales  du  jmnt  qui  décrit  cette 
courbe  sont  [a;  =  O,  i/=2r{l  —  c(  cot  a)]. 


540.  La  cycloíde  jouit  de  quelques  propriétés  mécaniques  importantes,  que  nous  ailons 
mentionner,  sans  nous  arrêter  à  leurs  démonstrations. 

1."  Si  iin  point  pesant  décrit,  en  tomhant  dans  le  vide,  une  cycloide  située  dans  un  j)lan 
vertical,  il  arrive  au  point  le  plus  bas  dans  un  mème  temps,  quel  qne  soit  le  point  de  la  courbe 
d'ou  il  est  parti. 

Cette  proposition  importante  a  été  découverte  par  Huygens,  qui,  en  se  basant  sur  cette 
propriété  de  la  cycloide  et  sur  ia  théorie  des  développées,  a  fait  eonnaítre  une  nianière  de  cons- 
triiire  un  pendule  à  oseillations  isochrones,  dans  le  traité  De  hurologio  oscilla/orio.  Newton  a 
donné  aussi  une  démonstration  de  la  inême  proposition  dans  les  Principia  muthematiccc 
(livre  I,  prop.  li),  et  il  a  fait  voir,  en  outre,  qu'elle  a  encore  lieu  quand  le  point  pesant  se 
meut  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est  proportionnelle  à  la  vitesse  (livre  ii,  prop.  xxvi). 
Les  méthodes  employées  par  ces  grands  géomètres  pour  établir  le  théorème  énoncé  sont 
purement  géométriques.  Jean  Bernoulli  a  démontré  le  tbéorème  de  Huygens  par  la  méthode 
difFérentielle,  dans  les  Lectiones  mathemaficae  (Opera,  t.  iii,  p.  488),  et  il  a,  en  outre,  fait  voir 
que  la  cycloide  est  la  seule  conrbe  tautochrone  dans  le  vide. 
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2."  La  cyclovh  est  la  hraclãsfochrone  dans  la  vide,  cest-à-dire  la  cuiirbe  qii'iin  point 
j)esant  doit  parcourir  pour  deiceudre  d'un  point  à  un  autre  dans  la  temps  le  plus  comi. 

Le  problème  de  la  brachisto#hrone  fut  proposé  eii  1696  par  Jean  Benioulli  dans  les 
Acta  eruditorinn.  II  fut  résolu  par  Newton,  dans  un  écrit  anonyuie  publié  en  1GU7  dans  les 
Philosophical  Transaclions,  qui,  d'après  Bernoulli,  est  du  au  grand  géomètre  anglais,  et  par 
Leibniz  {Opera,  t.  ni,  17(18,  p.  o4U),  L'Hospital  et  Jaeques  Bernoulli  (Opera,  t.  ii,  p.  768), 
dans  quelqiies  écrits  inseres  au  volume  des  Acta  erudiforum  correspondant  à  cette  inême 
année.  L'inventeur  duproblcme,  quITavait  résolu  avant  de  le  proposer  auxgóoinèlres,  a  publié 
sa  solution  en  1697  dans  les  Acta  eruditorum  (Opera,  t.  I,  p.  189),  et  est  revenu  sur  cette 
question,  en  1718,  dans  un  Ménioire  presente  à  rAcadémie  des  Sciences  de  Paris  (Opera, 
t.  II,  p.  266),  oii  il  la  traité  par  une  niéthode  três  remarquable,  que  M.  Curathéodory  a 
récemment  généralisée  aux  autres  questions  du  calcul  des  variations  (Eendiconti  dei  Circolo 
matemático  di  Palermo,  t.  XXV,  1908,  p.  36).  Plus  tard  le  niême  problème  a  encore  été 
étudié  par  Euler  (Methodus  inveniendi  lineris  curvas  maa.imi  miniue  proprietates  gaudentes ,  174-1, 
n."  34)  et  par  Lagrange,  qui  lui  a  appitqué  sa  méthode  des  variations  (Octirres,  t.  u,  p.  58; 
t.  X,  p.  440). 

Une  autre  question  analogue  à  celle  qui  precede  a  étó  proposée  par  Jaeques  Bernoulli 
dans  le  travail  consacré  k  la  solution  du  problème  de  son  frère,  savoir:  déterminer,  partui 
toutes  les  cycloides  verticales  ai/ant  un  jioint  de  rehroussement  commun  et  ayant  la  base  sur  une 
même  droite  horizontale,  celle  que  doit  parcourir  un  point  pesanf,  pour  arriver  à  une  droite 
verlicale  donnée  dans  le  temps  le  plus  court.  Cette  question  a  été  résolue  par  Jean  Bernoulli 
en  1697  dans  le  Journal  des  Savants  (Opera,  t.  i,  ji.  210),  oíi  il  a  fait  voir  que  la  eycloíde 
qui  répond  au  problème  coupe  orthogonalement  la  droite  donnée,  et  oii  il  a  remarque  que 
cette  propositiou  subsiste  quand  on  remplace  la  droite  verticale  donnée  par  une  ligne  quel- 
conque.  Plus  tard,  en  16!)8,  Jaeques  Bernoulli  s'en  est  occupé  dans  les  Acta  eruditorum 
(Opera,  t.  II,  p.  785),  ou  il  en  a  donné  une  solution  géométrique. 

Les  recherches  de  Jean  Bernoulli  sur  le  problème  de  la  brachistochrone  sont  três  remar- 
quables.  Ces' rechercbes  et  celles  d'Euler  sur  d'autres  questions  de  la  même  nature  ont  en 
effet  amené  Lagrange  à  Finvention  de  la  métliode  des  variations. 

On  peut  se  demander  s'il  existe  une  force  de  direction  constante  et  d'ÍQteusité  variable 
qui  admette  pour  bracliistocbrone  la  eycloíde.  Ce  cas  particulier  du  problème  inverse  des 
braclustochrones  a  été  résolu  par  j\l.  Haton  de  La  Goupilliêre,  comme  application  d'une  mé- 
tliode générale  pour  la  résolution  de  ee  problème,  dans  un  Mémoire  inséré  au  touie  XXVIII 
des  Mémoires  des  Savants  étrangers,  oii  il  a  déuiontré  que,  si  une  force  de  direction  constante 
admet  pour  bracliistoclirone  la  eycloíde,  lintensité  de  la  force  est  constante  aussi. 

3."  Voici  encore  un  autre  problème  de  Mécanique  oíi  figure  la  cycloide: 

Considérons  les  cycloides  verticales  qui  ont  la  base  sur  une  même  droite  horizontale  et  qui 
possèdent  un  point  de  rebroussement  commun  O.  On  veut  déterminer  une  ligne  C  qui  coupe  toutes 
ces  cyclo'ides  en  des  puints  leis  que  les  temps  employés  par  des  poiíils  pjesants  pour  descendre 
par  ces  cycloides  du  pjoint  O  jusqu'aux  p>oints  d' intersection  de  C  avec  les  mêmes  cycloides 
soient  égaux. 

VOL.    V  S 
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Ce  problème  fut  résolii  par  Jean  Bernoulli  en  l(i97  dans  les  Acta  eruditorum  {Opera,  t.  i, 
p.  192).  II  a  appelé  synchrones  les  courbes  qui  y  répondent,  et  il  a  fait  voir  que  cette  question 
est  equivalente  à  cet  autre  problème  géométrique:  déterminer  les  couiies  C  qin  coupent  or- 
fhogonalement  toutes  les  cycloides  situées  sur  «í«  mSme  plan,  ayant  la  base  siir  une  méme  droite 
et  possédant  un  poinl  de  rebroussement  commun.  L'éininent  géoinètre  a  indique  une  cons- 
truction  de  oes  courbes,  qui  a  été  démontrée  plus  tard,  en  1717,  par  Hermann  et  de  nouveau 
en  ]  7Itt  par  Nifolas  Bernoulli  dans  les  Acta  eruditorum;  il  n'a  pas  donné  Téquation  des  raêmes 
courbes,  mais  on  déduit  aisément  de  cette  construction  qu'elles  peuvent  être  représentées  par 
les  équations 


\/t'-^'"v/v)'  ■y'='-(i-'^°V^)' 


(4)  a-,  =  r 

oii  a  est  une  constante  arbitraire,  lesquelles  déterminent  les  coordonnées  des  points  de  cha- 
cune  des  courbes  C  en  fonction  du  paramètre  arbitraire  r.  On  peut  d'ailleurs  vérifier  aisé- 
ment que  la  courbe  détinie  par  ces  équations  coupe  orthogonalement  toutes  les  cycloides 
envisagées,  en  remarquant  que  la  cycloíde  représentée  par  les  équations  (1)  coupe  chacune 

des  courbes  représentées  par   les  équations  (4)  au  point  oíx   <  =  1/  -^   et  qu'à  ce  point  les 

valeurs  des  coeffieients  angnlaires  des  tangentes  aux  deux  courbes  vérifient  la  condition  de 
perpendicularité  de  deux  droites. 

541.  Le  problème  des  trajectoires  d'une  famille  de  courbes  donnée  a  été  envisagé  à 
plusiêurs  reprises  par  Jean  et  Jacques  Bernoulli.  La  détermination  de  la  trajectoire  des 
cycluides  qu'on  vient  de  considérer,  est  la  preniière  question  de  cette  nature  qui  a  été  étu- 
diée  par  Jean  Bernoulli.  On  a  vu  aux  n."'  405  et  5! 3  quelques  autres  cas  que  ce  géomètre 
et  son  frère  ont  étudiés  ensuite,  et  nous  allons  encore  en  envisager  un  autre  qui  offre  quelque 
intérêt. 

L'équation  des  cycloides  ayant  les  bases  sur  une  méme  droite  et  engendrées  );ar  des 
cercles  de  même  i-ayon  est 


x  —  a  =  r  are  cos v2rtj  —  y'^ 

r 


e 


t  réniiation  différentielie  de  ces  courbes  est 


dx       \        y 


L'équalion  différentielie  des  trajectoires  orthogonales  de  ces  cycloides  est  dono 


dy_ 
dx 


V  2r-v 
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En  ti-caiisportant  l'origine  cies  eoordonnées  au  point  (O,  2)-)  et  en  cliangeant  cnsuite  Ia 
direotion  de  Taxe  des  ordonnées  positives,  c'est-à-dire  en  posant  y  =  '2r — y\  cette  éqiiation 
preiíd  la  forme 


dl 
dx 


et  elle  represente  par  consóquent  des  cycluides  ayant  par  rappurt  aux  nouveaux  axes  la  inòine 
position  que  les  cyeioides  données  avaient  par  rapport  aux  axes  piimitifs. 

Donc,  les  trujectoires  des  ci/clo/des  C  ayant  les  bases  sur  une  mime  droite  et  engendrées  par 
des  cercles  égaux  sonl  des  ci/clovles  C,  égales  aux  ci/cluides  données,  ayavt  leurs  bases  sur  une 
droite  passant  par  Us  sommets  des  cyclovles  C  Les  cyeioides  C  et  C  touvnent  leur  concavité 
dans  des  directions  opposéei. 

La  cycloíde  satisfait  done  à  un  problèuie  stir  les  trajecfoires  reciproques  proposé  par 
Nicolas  Bernoulii  en  1720  dans  les  Acta  eruditorum.  Ce  problème  a  été  étudié  dans  ce  même 
recueil,  en  1721,  ou  lui  a  été  consacré  un  éerit  anonynie,  attribué  par  Nicolas  Bernoulii  à 
Penberton,  ensuite,  en  1722,  dans  un  niémoire  de  Jean  Bernoulii,  etc.  On  peut  voir  les 
recherclies  de  Nicolas  Bernoulii,  de  Penberton  et  de  Jean  Bernoulii  sur  cette  question  dnns 
le  tome  ii  des  Opera  omnia  de  ce  dernier  géomètre.  « 

Õ42.  Nous  allons  étudier  maintenant  une  question  de  Géométrie  générale  ou  figure  la 
cycloide. 

Considérons  un  are  convexe  AB  d'une  courbe  quelconque,  compris  entre  deux  points  oíi 
les  tangentes  soient  perpendiculaires  Tune  à  Tautre,  et  soient  BC  la  développante  de  cet  are 
ayant  Torigine  au  point  B,  CD  la  dévelop])aute  de  BC  ayant  lorigine  au  point  C,  DE  la 
développante  de  CD  ayant  Torigiiie  à  D,  etc.  Les  développantes  successives  qn'on  obtient 
ainsi  tendent  vers  un  are  de  cycloíde,  compiis  entre  le  sonimet  et  un  point  de  rebroussement, 
quelle  que  soit  la  courbe  primitive  AB.  Cette  proposition  três  remarquable  a  été  énoncée  par 
Jean  Bernoulii  dans  le  tome  iv,  p.  98,  de  ses  Opera.  Léminent  géomètre  n'en  a  pas  donnó 
la  démostration,  mais  il  Ta  appliquée  au  calcul  de  Taire  du  cercle.  Elle  a  été  démontrée  pour 
la  première  fois  par  Euler  en  1704  dans  les  Novi  Vommentarii  Acadeuiiae  Petropolifanae, 
et  ensuite  par  Legendre  dans  ses  Exercices  de  Calcul  integral  [1^17 ,  t.  ii,  p.  Õ41).  Poisson 
en  a  donné  plus  tard,  en  1820,  une  autre  démonstration,  au  moyen  des  séries  périodiques, 
dans  le  Journal  de  l' licole  Polytechuiqne  (caliier  XVIII,  p.  4;j1),  et  cette  démonstration  a  été 
considérablement  simplifiée  pai-  Puiseux  dans  le  Journal  de  Liouville  [ISii,  p.  oU8),  couime 
on  va  le  voir. 

Soient  'Si  Tangle  que  la  tangente  à  la  courbe  BC  à  un  point  quelconque  Jl,  fait  avec  la 
tangente  à  AB  au  point  B  et  Ri  le  i-ayon  de  courbure  de  la  nicme  courbe  BC  cà  ce  point  M.  (Je 
rayon  est  une  fonction  de  'f,  et  on  a,  en  appliquant  la  série  <le  Fourier  à  la  fonctiun  de  -^  délinie 

par  la  condition  de  prendre  les  mêmes  valeurs   que  Ri   dans    Tintervalle    de   O   à  — -,    et   de 
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repreiídre  ces  valeurs  dans  rintervalle  de   O  à  — ^  et  ces  valeurs  avec  des  signes  contraíres 
dans  rintervalle  de  -^  à  it, 

Ri  =  Al  cos  '^  +  A3  009  3'f  +  Aã  sin  5tp  +. .  . , 

Al,  A3,  A3,   .  . .   étant  des  coefficients  constants. 

íáoit  maintenant  R2  la  valeur  dii  rayon  de  courbure  de  DC  au  point  Mi  oii  la  taníjeiíte  à 
CB  en  M  coupe  Tare  DC.  II  vient,  en  appliquant  une  formule  gónérale  bien  comiue,  et  en 
remarqiiant  que  Tangle  de  la  tangente  au  point  Mi  avec  la  tangente  à  CD  au  point  C  est 
égal  à  'í, 

Ra  =   /   '  Rir/ç;  =  Ai  sin  íf  -\ — ^  sin  3'f  +  ^^—  sin  5tp  +  .  .  . . 
o 

De  même,  en  reprósentant  par  R3  le  rayon  de  courbure  de  ED  au  point  Ma  ou  la  tangente 
à  DC  en  Mi  coupe  ED,  et  en  remarquant  que  Tangle  que  la  tangente  à  ED  au  point  M-2  fait 
avec  la  tangente  à  DC  au  point  D  est  égal  à  'f,  on  a 


R3 


=  /   '  Riíícf'  =  —    Al  cos  'j/  +  -^  cos 3'f  +  -^  cos  5'f  +  .  . . 


En  continuant  de  même,  on  trouve,  si  n  est  un  entier  pair 


,,         .      .  A3    .    ^        As    .    .      , 

K„  =  A I  sni  -^  -I-  -^  sin  oç.  +  -p—  sm  o-^  +  .  .  . , 


et  pourtant,  en  faisant  n  =  cc,  et  en  représentant  par  R  la  limite  de  R„, 

(A)  R=  Al  sin  Cp; 
et  de  inême,  si  n  est  un  entier  impair 

(B)  R  =  -Aic5stp. 

Or,  ces  équations  représentant  une  même  cycloide.  En  etfet,  on  a,  dans  ie  premier  cas, 

ãs  =  Ai  sin  'f  <ícp,  • 
et  par  conséquent  s  =  — Aicostp.  En  éliminant   '^  entre  cette  équation    et  Téquation  (A),  on 


obtient  uelle  ci 
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R2  +  s2_Af 


qui  coincide  avec  Véquation  infrinsèque    de   la  cycloide.  On  obtient  cb   même  réaultat  quand 
n  est  impair. 

513.     Les  coiirbes  affines  de  la  cycloide  sont  représentées  par  les  équations 

X  ^  a(t  —  sin  <j,     7/  =  ?•  ( i  —  cos  t). 

Elles  ont  été  envisagées  par  Fermat,  qui,  le  preniier,  a  remarque  que  la  rectification  de 
ces  courbes  dépend  de  celle  du  cercle  quand  «>r,  et  de  celle  de  la  parabole  si  a<r.  Ce 
résultat  a  été  corarauniqué  par  Téminent  géomètre  à  LaJouvère,  qui  Ta  publié  en  1660  dans 
un  appeiidice  de  sa  Veterum  Geometria  promota,  et  à  Carcavy  dans  deux  lettres  de  cette  même 
année  [Oeuvres  de  Fermat,  t.  ii,  p.  202,  445  et  448).  Cette  réduction  était  si  difiScile  de 
découvrir  par  les  méthodes  connues  dans  ce  temps  que  Huygens,  à  qui  cette  invention  a  été 
communiquée  par  Carcavy,  Ta  considérée  comme  três  subtiie  (Oeuvres  de  Huygens,  t.  iii, 
p.  97).  On  Fobtient  três  facilement  par  le  Calcul  integral,  comme  on  va  le  voir. 

En  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  (O,  2?-),  les  équations  de  la  courbe 
preiínent  la  forme 

a;  =  rr  (í  —  sin /),     y  =  —  r(l+cos<), 
et  on  a 

ds"^  =  [(a«  -  r2)  cos2  t  -  2a^  cos  «í  +  «^  +  r']  dl''-  =  (^  ~a-)y-2a-r  ^^^^ 

Si  !•>«,  cette  égalité  donne,  le  sommet  de  la  courbe  étant  forigine  des  ares, 

v/,-2  _  a^  C    /JTp   ,         V/Í^^míi 

■ £-  dy  = si, 


2aV 


g-,  et  oíi  si  designe  la  longueur  de  Tare  de  la  parabole  £c-  =  2p?/  compris  entre 


ou  p  ■ 

u     —  / 

les  points  oíi  Tordonnée  prend  les  valeurs  O  et  y. 
Si  o  >  r,  on  a 


-'^^[^~y 


1    '  ■'' 

{pi-y)-^—px 


dy 


\/y{pi—y). 


s/^. 


-[ 


'^y  (pi  —y)  —  ^V^\  ai-c  tang 


V^-í 


ou  pi  =  — f. 

Les  courbes  qu'on  vient  de  rectifier  ont  été  nommées  par  Huygens  (1.  c,  p.  57)  cycldides 
proportionnelles . 
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II. 


Les  cycloídcs  raccourdes  et  alloiisées. 


S44.     Considérons  siir  un  plan  une  droite  OOi,  un  cercie  PCPi  et  un  point  M  (fi(j.  135 


Fig.  135 


et  136)  invariablement  lié  à  la  circonférenee  de  ce  cercie.  Si  le  cercie  roule  stir  la  droite, 
ce  point  décrit  une  eourbe,  qui  est  nommée  cydoide  raccourcie  quand  le  point  est  à  lintérieur 
de  la  circonférenee,  et  cycloide  allongée  quand  le  point  est  extérienr  à  la  circonférenee.  Si  le 
point  est  sur  la  circonférenee  de  ce  cercie,  on  a  la  cycloide  ordinaire. 

Ces  cycloídes  ont  été  envisagées  par  quelques-uns  des  géomètres  qui  ont  étiulié  la  eycloid& 
ordinaire.  Ainsi,  Roberval  en  a  donné  la  valeur  des  aires  dans  une  lettre  adressée  à  Fermat 
en  juin  1638  {Oeuvres  de  Fermat,  t.  Ii,  p.  151);  Descartes  s'est  occupé  de  ces  coiirbes  dana 
sa  lettre  à  Mersenne  du  23  aoút  1638  {Oeuvres,  t.  ii,  p.  309j,  ou  il  en  a  indique  les  formes 
et  la  manière  d'en  construire  les  tangentes  et  les  points  d'inflexion  ;  Pascal  [Oeuvres,  éd. 
I[achette,  t.  Iii,  p.  439)  a  communiqué  à  Huygens  en  janvier  1659  que  la  rectification  de 
ces  courbes  dópend  de  celle  de  Pellipse;  Wallis  a  déiuontré  de  nouveau  ce  théorème  {Opera^ 
t.  I,  p.  538);  etc. 
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En  proctídant  coiiime  daiis   le  cas  de   la  cycloíde   ordinaire  (n."  529),  on  trouve    que   les 
équations  des  cycloides  allongées  et  raccourcies  sont 


(1) 


x  =  rt  —  a  sin  <^     y  =  '>'  —  <■'  t-os  i. 


ou  ?•  represente  le  rayon  du  cercle  mobile,  n  la  distance  du  point  décrivant   M   au  centre  C 


de  ce  cercle,  t  Tangle  des  droites  qui  joignent  ce  centre  au  point  M  et  au  point  de  contact 
du  cercle  avec  la  droite  fixe  donnée.  Si  a<^r,  la  cycloíde  est  raccourcie;  si  «>r,  elle  est 
aUongée. 

Õ45.     On  determine  aisément  la  forme  de  cliacune   de   cycloides   considérées  en  tenant 
■compte  des  relations 

dy  a  sin  t  d}y        a  [r  cos  '  —  a) 

dx       r  —  «  cos  t         dx^         (r  —  a  ci)S  (f 


1."  Si  a  <  r,  la  courbe  est  formée  par  une  suite  d'arcs  égaux  à  Tare  ADAi  de  la  figure  135. 
Aux  points  A  et  Ai,  dont  les  coordonnées  sont  (O,  r  —  d)  et  {^l~r,  r  —  a)  Tordonnée,  est  mi- 
nime,  'ç-t  au  point  D,  dont  les  coordonnées  sont  (-c,  r-\-a),  Tordonnée  est  maxime.  La 
droite  DQ,  parallèle  à  OY,  est  un  axe  de  syraétrie  de  l'arc  considere.  Cet  are  possède  denx 
points  d'inflexion  E  et  Ei,  correspondant  aux  valeurs  de  í  corapris  entre  O  et  i:  qui  véri- 
fient  Téquation  7-cosí  =  a  (Descartes,  1.  c). 

2."  Si  «>»%  la  courbe  est  composée  d'une  suite  d'arcs  égaux  à  Tare  ADAj  de  la  figure 
i;-56.  Comme  dans  le  cas  précédent,  aux  points  A  et  Ai,  dont  les  coordonnées  sont  (O,  r  —  a) 
et  {2-r,  r—a),  Tordonnée  est  rainime,  et  au  point  D,  dont  les  coordonnées  sont  (icr,  r-\-a)^ 
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l'ordonnée  est  maxime.  Les  tangentes  aux  points  ou  la  courbe  coiipe  la  droite  donnée  OX 
sont  perpendiculaires  à  eette  droite.  La  cycloide  n'a  pas,  dans  ce  cas,  de  points  d'inflexion 
réels,  mais  elle  possède  un  nombre  infini  de  points  doubles  K,  Ki,   .... 

L'équation  de  la  normale  à  la  cycloide  qu'onjVÍent  de  considérer,  au  point  (x,  ?/),  est 

fi{Y  —  y)  sin  t-\-(X  —  x){r  —  accãf)  =  0, 

et  il  en  resulte,  en  faisant  X  =  0, 

X=x-\ =  X  +  «  sin  t  =  OP. 

r  —  a  cos  t 

Donc,  la  normale  u  la  courbe  au  point  M  rencontre  la  droite  fixe  au  -point  P  oii  le  cercle 
PCPi  est  tangent  à  cette  droVe  (Descartes). 

546.  En  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  A,  et  en  prenant  pour  axe  des 
abscisses  la  tangente  AAi  au  cercle  de  centre  C  et  rayon  a,  les  équations  de  la  courbe 
prennent  la  forme 

x' —  a{t  —  smt)-^{r  —  a)t,     y'  =  a{\  —  cost)\ 

les  cycloídes  considérées  peuvent  donc  être  engendrées  par  un  point  de  la  circonférence  de 
rayon  a  roulant  et  glissant  en  même  temps  sur  la  di'oite  AA|.  La  mesure  du  glissement  est 
(^r  —  a)f,  et  la  cycloule  est  raccoiircit  quand  le  cercle  roule  et  glisse  dans  le  niême  sens,  et 
est  nllongée  quand  les  sens  de  ces  deux  mouvements  sont  contraíres. 

II  est  à  remarquer  que  nous  avons  donné  au  n."  544  aux   mots  allongée  et   raccourcie  la 

signification  que  M.  Brooard  a  adoptée  dans  ses  Notes  de  Bibliographle  des  courhes  géométri- 
ques  (1897,  t  i,  p.  110).  La  Hire,  dans  le  Méraoire  mentionné  au  n."  539,  et  L'Hospital, 
dans  VAnalyse  des  infiniment  petits,  etc,  ont  appelé  cycloide  raccourcie  celle  que  nous  avons 
nommée  cycloide  allongée  et  cycloide  allongée  celle  que  nous  avons  appelée  cycloide  raccourcie. 
Les  dósignations  employées  par  ces  géonictres  s'accordent  avec  la  manière  de  definir  ces 
cycloídes  qu'on  vient  d'exposer;  mais  les  dósignations  que  nous  avons  adoptées  s'accordent 
mieux  avec  la  détinition  donnée  au  n."  544. 

547.  Le  rayon  de  courbure  des  cycloídes  envisagées  a  pour  expression 

4 

( ,-2  4- a- —  2ar  cos  <)  ' 


R  = ; , 

a  (r  cos  t  —  a) 


pourtant   les  valeurs  que   ce  rayon  prend   aux  points   A   et  D  sont   respectivement  égales  à 


{r-af   ^^  (r  +  g) 
a  a 


i 
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Les  coortlonnées   clu  centre  de   courbure   ourrespondant   aii  puiut  31  d'iiii«  cycloule  sont 
déterminées  par  les  éqiiations 

/        (r  —  acos!!)siní\  rir  —  a  cos  <)* 

Xi=r[t-^ ,     iji^ 


r  cosi  — a      /  a  (r  cosi  —  «) 

Si  a<.r,  la  développée  de  larc  AD  de  la  endoide  (Jig.  13õ)  est  eomposée  de  deux  bran- 
ches  FG  et  HIi.  L'une  de  ces  branclies  passe  par  le  point  F,  determino  par  Tégalité 

AF=í'■^^ 


et  la  normale  à  la  eourbe  au  point  d'inflexion  E  en  est  une  asymptote;    Tautre  passe  par  le 
point  H,  oii 


et  la  normale  mentioiínée  en  est  aussi  une  asyinptote. 

Si  a  >  r,  la  développée  de  Tare  ABKD  passe  par  les  points  H,  T  tt  F  (Jig.  136),  situes 
respeetivement  sur  la  droite  DQ,  sur  Taxe  des  abscisses  et  sur  Taxe  des  ordonnées,  ou  elle 
est  tangente  à  ces  droites. 

Les  développées  des  cycloides  allongées  et  raccourcies  ont  été  envisagées  par  Dieu  dans 
les  Nouvelles  Annales  de  Malhématiques  (1852,  p.  131). 

548.     Pour  rectifier  les  cycloides  considérées,  on  peut  euiployer  la  formule 


ãs  =  [/r-  -\-  a-  —  2ar  cos  t  dt, 
ou,  en  posant  í  =  t:  -f-  26, 


ds  =  2(r  +  a)\/\-  >-4^  sin*  «  ^6. 

V  ('•  +  a)'- 


{r  +  af 

On  voit  done  que  la  rectitication  des  cycloides  considérées  depend  de  celle  de  Tellipse. 
Cette  proposition  est  due  à  Pascal,  comuie  on  a  déjà  dit;  ]\I.  Neuberg  en  a  donné  une  dó- 
monstration  géométrique  dans  la  Nouvdle  Corresjjondance  mathématique  (t.  V,  p.  354).  Les 
relations  entre  chaque  cycloide  et  Tellipse  correspondante  ont  été  étudiées  par  M.  Gob  dans 
les  Mémoires  de  la  Société  R.  des  Sciences  de  Líège  (3."  série,  t.  iv,  1902). 

On  voit,  au  moyen  de  la  dernière   équalion,   que   s   ne  varie  pas  quand   on   échange  les 

roles  de  a  et  r.  Nous  pouvons  donc   énoncer  la  proposition   suivante,    reuiarquée  par  Pascal 

dans  la  lettre  mentionnée  plus  haut:  les  longiieurs  de  deux  ares  de  deux  cycloides^  1'une  allon- 

gêe  et  1'autre  raccourcie,  termines   á  deiix  points  correspondant  aux  mêmes  valeurs  de  t,   sont 
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égales   qiiand    Ia    base   rVune    de   Cfs    cycldides   est   é(/ale   á    In    longueur   de   la    circonférence 
généralrice  (n."  546)  de  Vaxitre. 

549.  Poiír  eliereher  la  valeur  de  Taire  de  l'esijace  compris  entre  un  are  de  cycloide  et 
une  corde  parallèle  à  Taxe  des  abseisses,  transportons  Torigine  des  coordonnées  au  sommet  D 
de  la  courlje,  et  prenons  DQ  poiír  axe  des  ordonnées  positives.  On  obtient  d'abord  les  équations 

Xi  =  r{~  —  t)-\-a  £Ín  t,     j/j  =  a  ( 1  -J-  cos  t) ; 
et  ensuite,  pour  détenniner  rnire  considérée,  eette  autre: 

Á-=2J' x-l'-dt^2a    (--<)'■  (cos<  +  -^)  +?-siní  +  -^sin2fJ. 

En  posant  /  =  0  dans  cette  expression,  on  trouve  que  la  valeur  de  Taire  comprise  entre 
la  courbe  et  la  droite  AAi  est  doniiée  par  Téquation 

A  =  a-(2r+fl'). 

II  resulte  de  cette  égalité  que,  si  «>r^  Taire  de  Tespaoe  compris  entre  Ia  corde  qui  joint 
les  points  A  et  D  et  la  courbe  ffig.  136)  est  égale  à  la  moitié  de  Taire  du  cercle  de  rayon  a; 
si  a<_r,  la  corde  qui  joint  les  points  A  et  D  (Jlg.  135)  coupe  la  courbe  à  un  point  situe 
entre  A  et  D,  et  la  diffórence  entre  les  aires  des  deux  espaces  compris  entre  cette  corde  et 
la  courbe  est  égale  à  la  moitié  de  Taire  du  cercle  mentionné.  Cette  proposition  a  été  énon- 
cée,  en  partie,  dans  une  lettre  adressée  par  Ricci  à  Huygens  en  1674  {Oeuvres  de  Huygens, 
t.  VII,  p.  380),  oíi  il  définit  géomctriquement  une  classe  de  courbes  qui  jouissent  de  cette 
propriété.  On  peut  représenter  ces  courbes  par  les  équations 

X  =  rt  —  a  sin  t,     y  =  h  (l  —  cos  t), 

tít  elles  sont  done  affines  des  cycloides  représentées  par  les  équations  (1). 

550.  En  procédant  comme  au  n.°  532,  on  voit  aisément  que  Ia  condition  que  doivent 
véritier  les  valeurs  que  t  prend  aux  extrémités  d'une  corde,  pour  que  Taire  comprise  entre 
cette  corde  et  la  courbe  scit  indépendante  de  Taire  du  cercle,  est 

a-\-r  (cos  ti  +  cos  ?p)  =  0. 

Cette  équation  determine  ces  valeurs  de  t,  et  fait  voir  que,  si  a>2r,  il  n'existe  aucune 
corde  qui  reponde  au  problème,  et  que,  dans  les  autres  cas,  il  en  existe  une  infinité.  Celte 
proposition  fut  énoncée  par  Jean  Bernoulli  en  1700  dans  les  Acta  erudifonim  (Opera,  t.  \, 
p.  334) 
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III. 
Los  épu-ycloTdes  et  les  hypoeycloidcs. 

551.  La  coiirbe  engendrée  par  uii  point  d'une  cireouférence,  quand  elle  i'oule  siir  une 
autre  t-irconférence  fixe,  située  dans  le  même  plan,  est  appelée  épicydoide,  si  les  deux  cir- 
conférences  sont  séparées  par  la  tangente  conimiine,  hjjpocydoide,  si  elles  sont  plaeces  du 
même  côté  de  la  tangente  commuiie  et  le  rayon  de  la  eirconférenee  fixe  est  plus  grand  que 
celui  de  la  eirconférence  mobile.  Si  les  deux  oirconférences  sont  plaeées  du  même  côté  de  la 
tangente  commune  et  le  rayon  de  la  circonférence  fixe  est  plus  petit  que  eelui  de  la  circon- 
férenee  mobile,  la  pourbe  engendrée  par  uu  p  nnt  de  cette  circonférence  est  encore  une 
épicycloide,  comrae  on  le  verra  ci-dessous.  On  designe  souvent  ces  mêmes  courbes  par  les 
noms  (Vépicycloule  ex'érieurc  et  épicycloide  intérieure,  respectivement. 

On  trouve  la  première  mention  connue  de  Tépicycloide  dans  un  ouvrage  d'Albert  Diirer 
publié  en  160G  sous  ce  titre:  Institutionum  geometvicnnim  lihri  quatuor  etc,  ou,  d'après  M. 
Brocard,  elle  est  nomraée  aranea,  et  oíi  le  célebre  artiste  s'occupo  de  sa  construction.  Les 
pi'opriétés  de  cette  ligne  ont  été  découvertes  seulement  aprcs  le  milieu  du  XVii"  siècle.  Le 
Principia  mathematica  de  Newton,  paru  en  1G86,  est  le  premier  ouvrage  oíi  ont  été  exposées 
quelques-unes  de  ces  propriétés.  Le  grand  géomètre  a  consacré  aux  épicycloides  et  hypo- 
cycloides  les  propositions  A^."  h,  52",  oíi  il  a  determine  la  longueur  des  ares  de  CcS  iignes, 
oíi  il  a  établit  que  la  développée  d'une  liypocycloíde  est  une  autre  hypocycloide,  semblable 
à  celledà,  et  oii  il  a  géiiéralisé  la  tliéorie  de  Huygens  sur  le  pendule  cycloidal,  en  dénion- 
trant  que  les  oscillations  d'un  pendale  sousmis  à  Taction  d'une  force  centrale  proportionnelle 
à  la  distance  au  centre,  sont  isochrones,  quand  ce  pendule  décrit  une  bypocycloide.  II  est 
juste  d'ajouter  que,  avant  la  publication  de  Touvrage  mentionné,  la  cardioide  (n."  232),  qui, 
coraras  on  le  verra  bientOt,  est  une  épicycloide,  avait  été  déjà  earrée  et  rectifiée  par  Vau- 
raesle,  et  que  Huygens  s'était  ocoupé  de  la  rectification  génórale  des  épicycloides  {Oeuvrts, 
t.  VIII,  p.  117,  note  6.°)  et  de  la  détermination  de  leurs  développées  (t.  ix,  p.  514). 

Les  épicycloides  ont  été  encore  étudiées  par  La  Hire  dans  son  Traité  des  épicycloides, 
publié  pour  La  première  fois  en  1(J94,  et  reproduit  dans  le  tome  ix  des  Mémoires  de  VAcadé- 
mie  des  Sciences  de  Paris.  L'éminent  géomètre  s'e5t  occupé  dans  ce  travail  de  la  quadrature  et 
rectification  des  épicycloides,  de  la  détermination  de  leurs  développées  et  de  Tétude  des 
engrenages  formées  par  des  roues  à  dents  de  forme  épicycloidale.  Leibniz,  dans  un  écrit  sur 
les  résistences  dans  les  machines  {Opera.  t.  iii,  1768,  p.  434),  a  attribué  cette  applic-ition  des 
épicycloides  au  célebre  astronome  daneis  Olaus  Roemer;  mais,  (Uaiirès  une  passage  du  traité 
de  La  Hire,  ces  roues  avaient  été  inventées  et  construites  depuis  longlemps  par  Desargues. 

Newton  et  La  Hire  ont   eraployé,    pour   démontrer   les  propriétés   des   épicycloides,    des 
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méthodes  purement  géométriques.  La  méthode  différentielle  a  été  appliquée  à  Tétude  de  ces 
courbes  par  Jean  BernouUi  et  L'Hospital.  Le  premier  de  ces  géomètres  a  considere  ces  lignes 
dans  ses  Lectiones  geomefricae,  ou  il  a  consacré  à  soii  étude  les  leçons  xxi  à  xxv  {Opera,  t.  iii, 
p.  449-463).  II  s'est  occupé  de  la  quadrature,  rectification  et  développeraent  de  ces  courbes; 
il  a  distingue  celles  qui  sont  algébriques  ou  transcendantes;  et  il  a  indique  la  manière  de 
construire  mi  espace  limite  par  un  are  d'une  épicycloide  ou  hypocycloide,  une  circonférence 
et  une  droite,  dont  la  quadrature  ne  depende  pas  de  celle  du  cercle.  L'Hospital  a  étudié 
les  mêmes  courbes  dans  son  Anah/se  des  infiniment  petits,  ouvrage  paru  en  1696,  oíi  il  a  envi- 
sagé  ces  mêmes  questions. 

Ce  sont  les  premiers  travaux  qui  ont  été  consaorcs  à  la  théorie  des  épicyeloides  et  hypo- 
cycloídes.  Elles  ont  été  envisagées  ensuite  par  Jacques  BernouUi,  Daniel  Bernoulli,  Euler, 
etc,  qui  ont  enrichi  cette  théorie  de  nouvelles  propriétés,  qu'on  verra  ci-après. 


Soient  (fig.  lo7)  O  le  centre  du  cercle  fixe,  C  le  centre  du  cercle  mobile,  B  le  point 

de  contact  des  deux  cercles,  a  Tangle  AOB,  P  Tangle  MCB, 
M  le  point  décrivant,  A  la  position  initiale  de  ce  point. 
II  resulte  de  la  définition  de  la  courbe  Tégalité 

are  AB  =  are  BM, 

ou,  en  représentaut  par  li  le  rayon  du  cercle  fixe  et 
par  r  celui  du  cercle  mobile, 

'  r  R 

B  = a. 


Cela  pose,   pour   obtenir   Péquation   de   répicycloide 
engendrée  par  M,  prenons  pour  origine  des  coordonnées 
Fig.  IS'  ]g  centre  O  du  cercle   fixe,    pour   axe    des   abscisses   la 

droite  OA  et  pour  axe  des  ordonnées  la  perpendiculaire  OY 
à  OX,  et  projetons  la  ligne  OCM  sur  ces  axes.  On  a,  en  représentant  par  x  ei  y  les  coor- 
données du  point  M  et  en  remarquant  que  les  angles  formes  par  les  droites  OC  et  CM  avec 
Taxe  des  abscisses  positives  sont  respectivement  égaux  à  a  et  a-l-P  +  't, 


(1) 


ou 


(2) 


!£B  =  (R  +  r)  cos  a  —  r  cos  (a  +  p), 
y---(R-\-  r)  sin  a  —  r  sin  (a  +  p), 


R  +  r 

ia;  =  (R  +  r)  cos  a  —  r  cos a, 

y  =  {í\-\-r)  sm  a  —  r  sm a. 
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Ces  équations  déterminent  les  coordonnées  des  points  de  répieycloide  en  fonction  du 
pararaètre  «,  et  en  donnent,  par  l'éliuiination  de  ce  paramètre,  Téquation  cartósienne;  mais, 
poiír  étudier  les  propviétés  de  la  eourbe,  il  est  préférable  de  recourir  directeraent  aux  équa- 
tions (2). 

On  voit  de  même  que,  si  les  deux  cercles  sont  situes  d'un  raême  eôté  de  la  tangente 
commune,  la  eourbe  engendrée  par  un  point  quelconque  de  la  circonférence  mobile  est  repré- 
sentée  par  les  équations 


(2') 


[as  =  (R  —  ?•)  cos  a-\-r  cos a, 

r 

R  —  r 

y  =  (R  —  r)  siu  a  —  r  sin a. 


qui  ne  difFérent  pas  des  équations  (2)  que  par  le  signe  de  r.  Ces  équations  représentent, 
quand  R>  ?-,  une  liypocyLdoíde.  Mais,  si  R  <r,  elles  correspondent  encore  à  une  épicycloide. 
En  effet,  en  remplaçant  dans  ces  équations  r  par  R  4-»^  on  obtient  celles-ci: 

m   i     \  R  +  r  /D   I     \   •  R  +  r 

a?  =  (K  +  r)  cos  c!|  —  í-  cos aj,      w  =  (K  +  r)  sni  a\  --  r  cos  aj, 

r  r 

ou  «1  =  _, a,  lesquelles  représentent  une  épicycloide. 

On  peut  expliquer  géométriquement  cette  double  génération  des  épicycloides  de  la  ma- 
nière  suivante. 

Menons  par  le  point  M  (Jig.  137)  la  droite  MP,  parallèie  à  CO,  et  par  le  point  O  la 
droite  RP,  parallèie  à  MC.  On  trouve,  en  remarquant  que  les  angles  MPR,  BCM  et  ROC 
sont  égaux,  et  que  la  circonférence  de  rayon  PM  égal  à  R  H- í*^  ayant  le  centre  au  point  P, 
passe  par  R, 

are  RM         are  BM         are  RB 

> 


et  par  suite 


ou 


ou  enfin 


R  +  r  »•  R 

are  RM  —  are  BM  =  are  RB, 
aro  RM  —  are  BM  =  are  RA  —  are  BA , 


arcRM  =  arcRA. 

Pourtant,  le  point  M  de  la  circonférence  de  rayon  égal  à  R  +  r,  ayant  le  centre  au  point  P, 
à  Viniérieur  de  luquelle  est  situe  le  cercle  fixe,  engendre,  quand  cette  circonférence  roule  sur  ce 
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dernier  cercle,  la  mSnie  courbe  que  le  point  M  de  la  circonférence  de  rujon  r,  ayant  le  cenire 
au  point  C,  quand  elle  roule  siir  le  cercle  de  rayon  R,  ayant  le  centre  uu  point  O. 

De  même,  dans  le  cas  des  hypocycloides ,  les  circonférences  de  rayon  r  et  R  —  r,  en  roíi- 
lant  à  Vintérieur  du  cercle  fixe,  engendrent  une  même  hypocycloide. 

Cette  double  génération  des  épicycloídes  et  des  hypocycloides  a  été  demontrée  pour  la 
première  fois  par  La  Hire  dans  le  traité  raentionné  ci-dessus  (p.  390-392),  oíi  il  en  a  fait 
usage,  comme  lemme,  pour  réduire  le  nombre  des  cas  qu'il  a  consideres  dans  la  solution  du 
problèrae  de  la  rectification  des  épicycluides  et  des  hypocycloides;  elle  a  été  retrouvée  par 
Daniel  Bernoulli,  comme  on  le  voit  par  une  lettre  adressée  en  1725  par  Nicolas  Bernoulli  à 
Goldbach,  publióe  par  Fuss  dans  la  Covrespondance  de  quelques  célebres  géomelres  du  xviii^ 
siecle  (t.  II,  p.  168);  Euler  Ta  établie  de  nouveau  dans  le  volume  correspondaut  à  1781  des 
Nova  Acta  Petropolitana. 

Dans  Tétude  que  nous  al'ons  faire  des  propriétés  des  courbes  mentionnées,  nous  envisa- 
gerons  seulement,  pour  siraplitier  les  énoncés,  les  épicycloídes.  Les  propriétés  des  hypocy- 
cloides sont  analogues  à  celles  des  épicycloídes,  et  il  suffit  de  remplacer  r  par  — r  dans  les 
formules  correspondant  à  ces  dernières  courbes,  pour  obtenir  celles  qui  ont  lieu  dans  le  cas 
de  celles-là. 

5õ3.  II  resulte  immédiatement  de  la  détinition  des  épicycloídes  que  chacune  de  ces 
courbes  est  formée  d'une  suite  d'arcs  égaux,  compris  entre  les  points  correspondant  aux 
valeurs  suivantes  de  a  et  [3 : 

"  =  ^'     ^í^'     ^í^'     ^'¥'^'      ■■•' 

p  =  0,       2::,  At.,  i}-, 

cest-à-dire  entre  les  points  oii  la  courbe  rencontre  le  cercle  tixe.  L'arc  du  cercle  fixe  com- 
pris entre  deux  de  ces  points  consécutifs  est  égal  à  la  circonférence  du  cercle  mobile.  Cha- 
cun  de  ces  ares  possède  un  axe  de  syuiétrie.  qui  passe  par  le  centre  du  cercle  fixe  et  coupe 
le  même  are  à  un  point   dont   la   distance  au  centre   de  ce  cercle    est  égale  à  la  somme  des 

rayons  des  deux  cereles  donnés;  ce  point  est  le  sommet  de  Tare  considere. 

r  m 

Si  ^^  est  égal   à  un    nombre  rationnel    — ,    on    a   a  =  2m~,    quand    [^  =  2mi;    par    eonsé- 
R  n 

quent   le   point   qui    engendre    la   courbe   retourne   à    la    posilion  iuiliale   A,   après  en  avoir 

décrit  n  ares  égaux.  Si  ensuite  le  cercle  mobile  continue  à  rouler  sur  le  cercle  fixe,  le  point  M 

décrit  de  nouveau  les  ares  de  la  courbe  déjà  traces.  Jlais,  si  ^^r-  est    un    nombre  irrationnel, 

R 

le  point  M  engendre  une  suite  intinie  d'arcs  égaux,  mais  qui  ne  coincident  jamais,  quand  le 
cercle  mobile  roule  indétiniment  sur  le  cercle  fixe.    Dans    le  premier   de    ces  cas,    la  courbe 

cousidéróe  est  algébrique  et  unicursale,    et   dans    le    second  cas,    elle    est  transcendan'e.    En 

n 
eflfet,  dans  le  premier  cas,  x  et  ii  sont   des  fonctions    rationnelles  de  sina,  cosa,    sin  —  a.  et 
'  ^  "^  m 
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11 
cos  —  a;  et,  daprès  les  formules  de  Jeaii  BernouUi  mentionnées  au  n."  533, 
m  '^ 

a  oc  .         X  a 

sirim — ,     coswi — ,     sinn — ,      cosn — ? 
m  m  m  m 


sont  aiissi  des  fonetions  rationnelles  de  sin  —  et  cos — .  Mais,  en  posant  tanff  ^r —  =  t,  on  a 

m  m  "^  2m 

.st       2t  a      i-e- 

sin  —  =  ,    ,   .,  ,     cos  -     =  — — — s-  • 

J»  1  +  <*  '  VI  l-\-t- 


Pourtant  les  coordonnées  x  et  i/  peuvent  être  représentées  par  des  fonctions  rationnelles 
de  t.  Cette  division  des  épieyeloides  en  aigébriques  et  transcendantes  a  été  remarquée, 
comme  on  Ta  déjà  dit,  par  Jean  Bernoulli  dans  les  Lectiones  mathematicae  (Opera,  t.  ill, 
p.  451). 

On  pourrait  déterminer  par  cette  méthode  l'ordre  de  ehaque  épicycloíde,  mais  nous  trou- 
verons  bientôt  ce  nombre  par  une  analyse  plus  simple. 

5Õ4.     L'équation  de  ia  normale  à  la  courbe  (1)  au  point  (x,  y)  est 
Y  —  y        sin  (a  +  3)  —  sin  a  2r  +  R 

3  ^ ^  = ^-T-~ =  — cot -^ a. 

X  —  X       cos(a  +  p)  —  cosa  zr 

Cette  éqiiation  est  satisfaite  quand  on  remplace  x  et  y  par  leurs  valeurs,  données  par 
les  équations  de  la  courbe,  et  X  et  Y  par  les  valeurs  Rcosa  et  R  sin  a  des  coordonnées  du 
point  B.  Donc,  la  normale  á  xine  épicycloide  au  point  M  (jig.  137)  passe  par  le  point  B,  oà  le 
cercle  mobile  est  iangent  au  cerclejixe;  et  la  tangente  à  la  courbe  au  même  point  passe  par  le 
point  D,  o«  OB  coupe  le  cercle  mobile.  Cette  proposition  est  un  cas  particulier  du  théorème 
general  mentionné  au  n."  530. 

La  longiieur  k  du  segment  BM  est  déterminée  par  Tégalité 

.     1 


A:  =  BM  =  v/(R  cos  a  —  a;)2  +  (R  sin  v.  —  yf-  =  2r  sin  —  ,3. 

L  équation  de  la  tangente  à  la  courbe  envisagée,  au  point  (x,  y),  est 

^    .    R  +  2r        ^        R  +  2r         „  ,  ^  .    .     R 

X  sm  — fi a  —  1  cos  — ^r a  =  ( K  +  Zr)  sm  —  «. 

2r  2r  r 

La  tangente  à  répicycloide  au  point  A,  oii  a  =  0,  passe  par   le  centre   O  du  cercle  fixe, 
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fet  la  courbe  a,  ;i  ce  point,  un  rebroussement.  On  a,  eu  effet,  à  ce  point 

R-f-r 

,  cos  a  —  cos a 

hm  ^  =  hm ^— =  0. 

sm a.  —  sm  a 


De  même,  la  courbe  a  un  rebroussement  à  chacun  des  points  oii  elle  rencontre  le  cercle 
fixe. 

La  tangente  à  ehaque  sommet  de  la  courbe  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  passe  par 
ce  point  et  par  le  centre  du  cercle  fixe. 

V  VI 

555.    Considérons  les  épicycloides  algébriques  et  supposons,  corame  au  i]."  153,  p-  =  — . 
En  faisant 

X  =  a:  +  í^,     Y  =  a;  —  iy, 
on  transforme  les  équations  (1)  dans  ces  autres 

X  =  e''^  (R  +  r-rà\      Y  =  e-'"  (R  +  r -  re-'^), 
ou,  en  posant  e"-'  =  t"\ 

(4)  X  =  P  (R -f  r  -  rt"),     Y  =  <-"'(R  +  í-  — rit-"). 

La  courbe  représentée  par  ces  équations  joiíit  des  même  propriétés  projectives  que  l'épi- 
cycloíde  définie  par  les  équations  (2),  et  elle  a  été  employée  par  quelques  géomètres  pour 
Tétude  de  cette  dernière  ligne. 

On  voit  aisément  qu'unH  droite  arbitraire  coupe  la  courbe  que  les  équations  (4)  définissent 
en  2{m-\-n)  points;  pourtant  Tordre  de  l'épicycloide  algébrique  que  les  équations  (2)  repré- 

sentent  quand  =-  = ,  est  egal  a  -i  (m -\-  n). 

sx         n 

L'équation  de  la  tangentá  à  la  courbe  définie  par  les  mêmes  équations  (4)  est 


(5)  -f"+  2,„  Y  —  X  =  ( R  +  2»-)  (í"'+»  —  t'"); 

pourtant  la  classe  de  cette  ligne  est  égale  à  n-\-2m,  ainsi  que  celle  Tépicycloide  mentionnée. 
Chacune  des  droites  X  =  c  et  Y  =  c  coupe  la  courbe  définie  par  les  équations  (4)  kvi-\-n 
points  situes  à  distance  finie  et  à  vi-\-n  points  situes  à  Tinfini,  quand  c  est  différent  de  zero; 
pourtant  chacune  des  droite  x-\-{i/  =  c  et  x  —  i'/  =  c  coupe  aussi  répicycloide  correspondante 
k  m-\-n  points  situes  à  distance  finie  et  à  vi-{-n  points  situes  à  linfini.  Donc,  1'épicycloide 
passe  m-\-n  fois  par  ehaque  point  circulaire  de  Tinfini.  Chacune  des  droites  X  =  O  et  Y=0 
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coupe    répicyeloide  à   n  points  situes   à   distance  finie  et  à  ti-'t-2m  poiíits  situes  à  l'iniini;  les 

droites  eorrespondantes  x^iy  =  0  et  x — iy  =  0  sont  pourtaut  tangentes  à  l'épicycIoícle  aux 

points  circulaires  de  Tinfini,  et  le  centre  du  cercle  fixe,  oíi  elles  se  coupent,  est  un  foyer  de 

la  courbe. 

On  peut  ajouter  que  ia  courbe  na  pas  d'autres  foyers.    En   effet,    Ia  condition    pour  que 

la  droite  X  =  c  coupe  la  courlie  à  deux  points  coíucidants  situes  à  distance  finie,  resulte  de 

r7X 
Téquation  -'—  =  0,  qui  donne   í"— 1  =  0;    or   les  valeurs   de   t   qui  véiifient  cette   équation 

dY 
annulent  —-= —  =0,  et  à  ces  valeurs  correspondent  les  points  de  rebroussement  de  la  courbe  (4), 

et  pourtant  ceux  de  rópicycloide.  La  droite  fc  +  iy=c  ne  peut  donc  être  tangente  à  répi- 
cyeloide quand  c  n'est  pas  nul. 

De  même,  en  changeant  dans  les  formules  precedentes  m  en  —m,  et  en  supposant  «>  m, 
on  voit  que,  si  R  est  différent  de  2r,  Vurdre  de  Thypocycloide  représentée  par  les  équations  (2') 
est  égal  à  2  (n  —  wi),  que  la  c/.asse  de  la  même  ligne  est  égale  à  n^  que  cette  courbe  passe 
n  —  m  fois  par  chaque  point  circulaire  de  Tinfini,  et  que  les  tangentes  à  ces  points  coíncident 
avec  la  droite  de  Tintíni.  L'hypocycloíde  n'a  pas  de  foyers  à  distance  finie. 

Ces  propriétés  des  épicycloides  et  des  liypocycloides,  et  encore  diverses  autres  propriétés 
interessantes  des  tangentes  k  ces  courbes,  ont  été  signalées  par  Wolstnholm  et  S.  Roberts, 
dans  les  ProceeJings  of  the  LonJon  mathematical  Suck-ty  (t.  IV,  1871-1873,  p.  327  et  3Õ4"), 
et  par  M.  Morley,  dans  l' American  Journal  of  Mathematics  (t.  xiii,  1891,  p.  179i. 

556.  Représentons  par  ^,  t-y,  ...  les  valeurs  que  t  prend  aux  points  de  contact  des 
tangentes  menées  à  la  courbe  définie  par  les  équations  (4)  d'un  point  donné,  par  ci,  ocj,  .  .  . 
les  valeurs  que  prend  a  aux  points  de  contact  des  tangentes  à  répicyeloide  issues  du  point  M 
correspondant,  et  par  6i  0-2,  ...  les  angles  que  ces  tangentes  font  avec  Taxe  des  abscisses. 
L'équation  (5)  donne 

1  x^-\-y^ 

ou,  en  faisant  a;=pcos6,  y=psin6,  f)  désignant  Tangle  que  le  vectenr  du  point  (x,  y)  fait 
avec  l'axe  des  abscisses, 

iihtz...  =(— l)"e2"). 
Pourtant 

g(cí,+c<o-|-...)í^  -fe-""'' 
ou,  à  un  multiple  de  -  prés, 

«1  +  «2  -f  ííis  .  •  •  =  2mfi. 
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a-i  -  2-, 
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En  tenant  maintenant  conipte  des  lelations 

1  h  +  2to  n  +  2j)i 

2  2m  2m 

011  trouve  enfin 

(tí)  Ôi  -t-  Ô3  +  03  +  •  •  .  =  (n  +  2m)  6. 

De  inême,  dans  le  eas  des  hypoeycloides,  on  a 

(7)  61+60-^63+...  =0, 

à  iin  multiple  de  z  prés. 

Cetttí  dernière  relation  a  été  donnóe  par  Lagiierre,  poiír  le  cas  de  riiypocycloide  corres- 

pondant  à  R=3r  (courbe  qiii  será  étudiée  spécialement  pliis  loin),  dans  les  Nouvelles  Annale.s 

de  Mathématiques  (1870,  p.  254;  Oeuvres,  t.  11,  p.  138).  Elle  a  été  généralisée  par  Hervey, 

dans  VEducational  Times  Rcpvint  (1887,    t.  i.,    p.  110),  qui  a   obtenu   aussi   Ia  relation  (Cl. 

La  relation  (7)  a  été  rattachée  par  M.  Humbert  à  une  question  généraie  qu'il  a  étudiée  dans 

V American  Journal  of  Malhematics  (t.  X,  188,  p.  262). 

557.  Quand  le  point  {x,  y)  engendre  répicycloide  considérée,  le  point  diamétralement 
opposé  (x ,  y')  du  cercle  mobile  engendre  évidemment  une  épicyeloide  égaie,  dont  les  som- 
luets  sont  placés  sur  les  droites  passant  par  le  centre  du  cercle  fixe  et  par  les  points  de 
rebroussement  de  celle-là.  On  obt'ent  les  équations  de  cette  épicycloide  en  reraplaçant  p  par 
p  +  z  dans  les  équations  (1),  ce  qui  donne 


R  +  ?- 

ix'  =  (R  -f-  r)  cos  a  +  r  cos ^ — 


(8) 


.      R  +  r 

■■  (R  +  r)  sin  a  +  )•  sm  — 

r 


a. 


a. 


Ces  équations  représenteiit  donc  aussi  la  première  des  épicycloides  envisagées,  rapportée 
à  un  systèrae  d'axes  ortliogonaiix  ayant  la  même  origine,  mais  dont  Taxe  des  abscisses  passe 
par  un  sonimet  de  répicycloide. 

L'équation  de  la  tangente  à  cette  épicycloide,  rapportée  aux  axes  qu'on  vient  de  nien- 
tionner,  est 

^.  R  +  27-  .     R  +  2r         ,p  ,  9,         R 

X  cos -.^ a  +  1  sm ; a  =  (R  +  Zr)  cos  — —  a. 

2r  '2r  ^  '  2r 

558.  Pour  déterminer  Téquation  de  la  -podaire  de  lepieycloíde  envisagée  par  rappoi t 
au  point  O,  i'eraarquons  d'abord  que  Téquation  (3)  donne,  en  reprósentant   par   w  Tangle  de 
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la  nonnale  à  la  courbe  au  point  M  (Jiçi.   137)  et  de  Taxe  OX, 

2;-  +  R       ,    ^ 

(O  = a  f  -  -  • 

ilr  l 

Observons  ensuite  que  la  ilistanee  p  du  point  O  à  la  tangente  DJ\I  est  déterminée  par 
Téquation 

p  =  OD  sin  ODM  =  (R  +  2,-)  sin  -1  p  =  (R  +  2r)  sia  ^  a. 
En  éliminant  a  entre  ces  équations,  on  obtient  1'éqiiation  de  la  podaire  considérée,  savoir 

p  =  (R+2.)sin^j^(.o-|). 

La  courbe  nientionnée  appartient  à  une  classe  de  lignes  qui  seront  étudiées  plus  loin  sous 
le  noni  de  rosaces. 

Les  coordonnées  des  points  de  la  polaire  de  répicycloide  par  rapport  à  un  eercle  de 
rayon  p,  ayant  le  centre  à  Torigine  des  coordonnées,  sont  déterniinées  j)ar  les  équations 

et  par  les  équations  (2j,  qui  donnent 

.,   .     R+2r                             .,         R  +  2r 
p-  sin  — ~ a  p-  cos  — ^r a 

X-  _  ^''  Y ?!!__ 

—  R      '  R      * 

(R  +  2r)sin— a  (R  +  2r)  sin  ^5- a 

L'équation,  rapportée  aux  coordonnées  polaires,  de  cette  courbe  est  donc 

P  = R ' 

(^  +  2'-)^''^R  +  27.^ 

6  étant  Tangle  que  le  vecteur  du  point  (X,  Y)  fait  avec  Taxe  des  ordonnées;  et  la  courbe  est 
pourtant  inverse  de  celle  de  la  podaire  qu'un  vient  d'envisager,  ce  qui  est  d'accord  avec  iih 
théorème  general  connu. 

Les  courbes  représentées  par  cette  équation  seront  considérées  plus  loin  sous  le  nom 
àépís. 
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550.     Le  rayon  de  coiubure   des  courbes  envisagées   est  determine   par   réquatiou  sui- 
vante : 


(9) 


Ri 


/  dx^        di/- 

\do^'^~d¥j               4(R  +  r)r    .     1  ^ 
. j_ ^ sin D 

dx    d\      dy^d^  R  +2r  2  '  ' 

dix    dx-        dac    da.- 


qiii,  en  teiiant  compte  de  Texpression  de  h  écrite  ci-deasus,  prend  la  forme 

2A;(R  +  7-) 


R,=- 


R  +  2r 


Les  eoordonnées  {xi,  y\)  des  points   de  Ia  développée  d'uiie  épicycloíde  sont  déterminées 
par  les  équations 


dy   I  dx-        djj- 


X{  =x- 


dx    \  dx-    '    dx- 


dx    d'^y        dl/    d-x 
dx    da-        dx    dx- 


ãT'     yt=^" 


dx^  /dx'-        dij-^\ 
~dx   \dx^-  '^  dx/J 
dx    d^y       dy    d^x 
dx     dx''        dx    dx- 


d'ou  il  resulte 


(10) 


Xl 


[l/i 


R 


R  +  2r 
R 


R  + 


fr      1 


( R  +  ?•)  cos  x-\-r  cos 


R  +  r     'I 

(R  +  r)  sina  +  rsin a   ; 


R  +  2r 

Si  Ton  remarque  maintenant  que  ces  équations  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

R'  +  r' 
Xl  =  (R'  +  r')  cos  a  +  r'  cos -j a, 


?/i  =  (K'  -(-  r')  siu  a  +  r'  sin 


R'  +  r' 


ou 


R  = 


R»- 


R* 


R  +  2r  '  R  +  '2r 


on  peut  énoncer  le  théorème  suivant: 

La  développée  d'une  épicycloíde  est  une  cmtre  épicycloíde.  Les  rayons  ãu  cercle  fixe  et  du 

.  -  -      R*  R'-  , 

cercle  mobile  de  cette  développée  sont   respectivement  egaux  a   ^^   ,  o     e'    „      „    ,  et  le  centre 
dii  previiir  coincide  avec  le  centre  de  la  courbe  donnée. 
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Eti  tenant  ccnipte  des  rclations  (8),  on  peut  mettre  les  équations  (10)  sons  la  forme 

R        ,  R        , 


'^'="   TJ   .  o,.  '^^     3/t 


R+2,-      '     ^'        R+2r  ^' 

pourtant  Vépicycloide  donnéc  et  sa  développée  sont  des  courhfs  affinen,  et  le  centre  de  cotirbure 
de  celle-là,  correspondant  cm  point  M,  est  situe  sur  la  droi/e  qui  juisse  par  le  centre  du  cercle 
fixe  et  par  le  point  du  cercle  mobile  diamétralement  opposé  au  point  M. 
En  remplaçant  dans  réquation 

1/Y  -\-  a;X  =  R-, 

qui  represente  la  polaire  du  point  (x,  y)  par  rapport  au  oercle  fixe,  les  valeurs  de  x  et  ?/,  et, 
au  lieu  de  Y  et  Y,  celies  de  X{  et  yi,  on  constate  que  le  centre  de  courhurc  de  Vépicycloide 
au  point  M  est  sur  la  polaire  de  ce  point  par  raptport  au  cercle  fixe. 

En  faisant  dans  les  équations  (2)  et  (10)  a  =  0,  on  voit  que  le  point  (a;,  y)  coincide  avee  le 
point  (>ri,  ?/i);  pourtant  les  points  de  rebroussement  de  la  courbe  donnée  coincident  avec  les 
sommets  de  sa  développée. 

Réciproquement,  si  l'on  développe  une  épicycloide  quelconque  donnée,  à  partir  du  sommet, 
on  obtient  une  autre  épicycloide  ajfine  de  la  premiere.  En  représentant  par  r'  et  R'  les  rayons 
du  cercle  fixe  et  du  cercle  mobile  qui  figurent  dans  la  définition  de  la  courbe  proposée,  les 
équations 


R  +  2r  '  R-H2f 


donnent  celles-ci ; 


,.'  ('9r'  -1-  RM 
R  =  2r'  +  R',     r=      ^    ^7^  ' 

qui  déterminent  le  rayon  du  cercle  fixe  et  du  cercle  mobile  d'une  épicyeloide,  qui  est  affine  de 
la  ligne  donnée  et  en  est  la  développante  ayant  Forigiiie  à  son  sommet. 

S60.      Uenveloppe    des  positions    que  prend   la   droite  piassant  par   le  point   qui    décrit 
tine  ép)ieycloide  et  par  le  centre  du  cercle  mobile,  quand  ce  cercle  varie,  est  une  autre  épicyeloide. 
En  effet,  Téquation  de  la  droite  CM  (fig.  137)  est 

R  +  r  ^.   .     R  +  r       ,     r.   ,         •      R 

Y  cos a  —  X  sm a  +  ( K  +  r)  sin a  =  O, 

r  r  r 

et  léquation  de  sa  derivée  par  rapport  <à  a  est 

„   .     R  +  r       ,  R  +  r  R 

1  sin a-r  X  cos a  —  Rcos a  =0. 

r  r  r 


KJG 


Ces  deux  équations  détenninent  donc  les  coordonnées  X,    Y  de  Tenveloppe   de  CM.    Or 
ces  équations  doiinent 

--  r  2R  +  r       ,     2R  +  7- 

X  = —  cos a  H ^ cosa, 

)•    .     2R  +  r       ,     2R  +  r     . 

Y  = —  sin a+ ; sin  «. 


Pourtant,  renveloppe  de  la  droite  mentionnée  est  une  épicycloíde  engendrée  par  un  cn-cle 

de  rayon  égal  à  —  roulant  sur  un  cercle  de  rayon  égal  à  K. 

Cette  proposition,  qui  est  la  généraiisation  du  théorème  sur  la  cycloide  démontré  aii 
n."  538,  a  été  énoncée  par  Chasles  dans  la  Currespondance  mathématique  et  physique  de  (^ue- 
teJet  (1832,  t.  i,  p.  41). 

561.  Considérons  un  cercle  de  rayou  a,  et  prenons  sur  sa  circonférence  un  point  iixe  A 

R  +  7- 

et  deux    points  mobiles   J\I    et  Mi    tels   que   are  AM  = /;  are  AMi,    ou/i  = ; — .  Uenveloppe 

des  ijositions  que  la  droile  MJIi  pre»//^  quand  M   tt  M|   varient,  est   mie  épicycloíde  égnle   à 
1'épicyclmde  représentée  par  les  équations  (2),  quand  n  =  {h-\-\)r. 

En  eíFet,  en  prenaut  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  O  du  cercle,  et  pour  axe 
des  abscisses  le  dianiètre  passant  par  A,  et  ea  représentant  par  (a.-|,  ?/i)  les  coordonnées  du 
point  M,  par  (a;-2,  y^)  celles  du  point  Mi  et  par  o>  Tangle  que  OM  fait  avec  OA,  nous  avons 

xi  ^  a  cos  (O,     y\'=  «  sin  to,     Xi  =  a  cos  ãoj,     yt  ^  a  sin  /íco  ; 

pourtant  Téquation  de  la  droite  qui  passe  par  M  et  Mi  est 

Y  sin  —  (Ã  +  í )  CO  -f  X cos  — -  (/í  +  1  j  O)  =  fl  cos  -^Qi  —  '^)  w ; 

^  ^  ^ 

or,  cette  équation  coincide  avec  celle  des  tangentes  à  une  épicycloíde,  égale  à  répicycloide 
correspondant  aux  équations  (2)  et  ayant  le  sommet  au  point  A,  quand 

?L+1'  =  /!^       a  =  {h  +  \)r. 
r 

562.  Si  les  rayons  lumineux  issiis  d'iui  pioint  situe  sur  la  circonférence  d'un  cercle  se 
réjléchissent  n  fois  dans  cette  circonférence,  la  caustique  du  cercle  pjour  les  derniers  rayons 
réjléchis  est  une  épicycloíde. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  lo  centre  de  la  circonférence  considérée  et  pour 
axe  des  abscisses  la  droite  passant  par  le  point  lumineux    A.    Les  coordonnées   polaires   des 


1G7 


points  de  cette  circonférence  ou  iin  rayon  issu  du  point  A  se  réfléchit,  sont  {6,  a),  {20,  a),  . .  ., 
(«6,  a),  a  représentnnt  le  i-;iyon  de  la  circonférence;  et  Téquation  de  la  droite  passant  par  les 
points  (nf),  a)  et  Jn-\-l)d,  a]  est 


sin  (n+  1)  6  —  sin«6 
cos  (n  -j-  1)  6  —  cos  nd 


Y  —  a  sin  )iO  = ) — -~^ ^  (X  —  (t  cos  n  f)\ 


Y  sin O  +  X  cos  — O  =  a  cos  —  o. 


En  éliininant  f)  entre  cette  éqiiation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  6 


2ji  +  1   ^      V    .     2m+1  ^  a         .1 

Y  cos =r —  O  — Xsin r —  6  = —  sin  —^  Ô, 

2  2  2íí  4  1  2 


on  obtient  ces  aufres: 

77  -|-  1  31 

X  = —  a  cos  nf)  -j-  —- —  a  cos  («  +  1)  6, 

2?i  -f  1  2n  + 1  ^      '     ^    ' 

^  ^  ^TT"  "  "*'"  "^  ^  2^T  " ''°  ^"  +  ^^  ^' 

ou,  en  faisant  nf)  =  a, 

X  =  ^^T-  --p  a  cos  a  +  -^^ — —T  "  cos a, 

2n  +  1  2ii  + 1  n 


,.        71  +  1         .        ,         n  .      ?i  + 1 

1  =  -- — ,-— -  rt  sin  a  H — ; — --—  a  sin 

2n  +1  2n-\-\  n 


qui  déterminent  les  coordonnées  X  et  Y   de  la  caustique  considérée   en  functiun    de    Tangle 
variable  y..  Or,  ces  équations  sont  identiques  à  celles  de  répicyeloide  engendrée  par  \m  cerde 

de  rayon  egal  a  -^^ roulant  sur  un  aiitre  fie  rayon  egal  a  - — ---  • 

■^         °         2íi  + 1  ^         o  2,j  -f  ] 

En  faisant  h  =  ] ,  on  retrouve  une  propriété  de  la  cardioide  démontrée  au  n."  241'. 

On  pourrait  voir  par  une  méthode  semblable  que  le  tliéorèiue  énoncé  subsiste  quand  le 
point  lumineux,  au  lieu  d'être  situe  sur  la  circonférence  considérée,  est  à  Tintini. 

Ces  propositions  ont  été  déniontrées  par  Cayley  en  1857  dans  les  Philosophical  Tran- 
sacfions  of  ihe  London  Hoi/al  Sociefy  (Mathematical  Papers,  t.  ir,  p.  344),  mais,  d'après  ce 
qu'il  dit,  elles  étaient  déjà  connues  alors. 

õ03.      L'aire  de  Tespace  limite  par  un  ai-c  de  la  courbe    compris   eiilie    deux  points  de 
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rebroussement  et  par  les  vecteurs  de  ses  extrémilés  est  déterminée  par  Téquation 

1    /-2-/     dy  dx\  (R  +  r)  (R  +  2r) 7-K 


-^4r(4-»t)<'.'= 


o 


La  longueur  de  Taic  de  chaqiie  épicycloide  compris  entre  les  points  ou  jil  prend  la  valeur  O 
et  une  valeur  quelconque  donnée,  inférieure  à  2-,  est  déterminée  par  Téquation 

/•?    /(dxy       (dyy  8r(R  +  r)    .  „  1   , 


s 

õ 


En  éliminant  ,3  entre  cette  relation  et  la  relation  ('J),  on  obtient  Véquatiom  intrinsèque  des 
courbes  envisagóes,  savoir 

R2*2  +  (R  +  2rf  R?  =  8Rr  (R  +  r)  s, 

,    4r(R4-r) 
ou,  en  changeant  .s  en  s-\ ^^=5 -1 

R2  «2  +  (R-+  2r)2  Ri  =  16  (R  +  rf-  r\ 

561.  Les  coordonnées  (a;',  ■!/')  du  centre  de  gravito  de  Farc  d'une  épicyc-lo'ide  compris 
entre  le  point  ou  [i  prend  la  valeur  O  et  eelui  ou  cet  angie  prend  une  valeur  quelconque  don- 
née, inférieure  à  2::,  sont  dóterminées  par  les  équations 

,       Ir?     ds  R r       1  +  2Ã.,    1+A    .  A-2h 


2sin2^8 
4 


h        .  ,  3  +  2/i 
sm- 


•à+2h  4 

1    r?     ds    ,,  R 


']• 


1    r?     ds 


4sin2  4-3 
4 


.    í  +  2h  .       \->rh    .    l-2h  .  ^       h        .    3  +  2h 
-sm-^.p  +  ----s,n^-P  +  ^-^sm-^- 


ouA  =  -^. 

En  particulier,  en  posant  ,3  =  2-,  on  obtient  les  valeurs  des  coordonnées  du  centre  de 
gravite  de  l'arc  compris  entre  les  deux  points  de  rebroussement  consécutifs  eorrespondant 
à  fl  — O  et  fl  =  2-,  savoir: 

"'»=(1-2AK3  +  2Ã)^"^'^"'     ^°=2(1-2!k3+'2ã)^'"^^^- 
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Ce  point  est  pourtant   situe  siir  laxe   de  Tare   envisagé,   et  sa  distaiice    A   nu  centre   du 
cercle  fixe  est  déterminée  par  Téquation 

3B.coshiz 


v^u^I/u        (i_2A)(3-h2/í) 


II  resulte  de  eette  formule  les  conséquences  suivantes: 

1."  Les  conditions  iiécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  centre  de  gravite  de  Tare  consi- 
dere coincide  avec  le  centre  du  cercle  fixe  sont 

cosk-r.  =  0,     í-2h^0; 

pourtant  2r  =  (2?i+  1)R,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  différent  de  0. 

Donc,  la  condition  ponr  que  le  centre  de  gravite  de  Vare  d'une  épicycloide  compris  entre 
deux  points  de  rehroussement  consécutifs  coincide  avec  le  centre  du  cercle  fixe,  cest  que  la  lon- 
gueur  de  la  circonférence  du  cercle  mobile  soit  éqtde  au  2^^'oduit  di;  la  semi-circonftreuce  du 
cercle  fixe  par  un  noruhrc,  impair  différent  de  1'unité. 

13 

Si  h  =  —-,  on  aA  =  — -Rz.  On  ótudiera  bientôt  la  courbe  correspondant  à  ce  cas  seus  le 

nom  de  nephroide. 

2."  La  distance  A  est  égale  à  un  nombre  rationnel  quand  cos  ^-=^+1  ou  cosA7:  =  +  -7f, 

,,,,.,,                 ,        3ii±l 
c  est-a-dire  iorsque  h  =  n  ou  li  = ^ • 

3."  La  distance    A  est   égale  à  la  diagonale  d'un  carré   rationnel  quand /« = = — ,  car 

4 

on  a,  dans    ce  cas,    coshn -=  -^  y  2 . 

Les  centres  de  gravite  des  épicyclo'ides  ont  été  determines  par  M.  Haton  de  La  Gou- 
pillière  dans  un  Mémoire  publié  au  cahier  XLiii,  p.  123,  du  Journal  de  UEcole  Polytechnique 
de  Paris,  ou  Tillustre  géomètre  a  donné  les  propositions  que  nous  venons  de  démontrer. 

565.  Entre  les  courbes  qu'on  vient  d'étudier  sont  comprises  quelques-unes  qui  oífrent 
un  intérêt  spécial.  Nous  indiquerons  celles  ci: 

l."  Si  Ton  pose  dans  les  équations  des  hypocycloídes  R  =  2c,  on  frouve 

y  =  0,     x=2r  coBci] 

donc,  Vhypocycloide  engendrée  par  un   cercle  roídant   à    Vintérieur  d'un  autre  de  rayon  double 
de  celui  du  cercle  mobile,  est  une  droite. 

Cette  proposition  importante  a  été  donnée  par  Cardan  dans  son  Opus  novum  de  p)ropjor- 
tionibus  numerorum,  1570,  p.   186. 
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2."  Si  Ton  pose  dans  les  mêmes  équations  R  =  4c_,  on  obtient  ces  autres: 

X  =  3?-  cos  a  f  ?•  cos  Sá,      y=  3;-  sin  c  —  r  sin  3a, 
ou 

a;  =  4r  eos^  a,     ?/=4)'siu^a, 

qiii  représeiitent  (n.°  348)  Vastrotde. 

3.°   Si  Tou  [lose  dans  réquatioii  des  épicycloídes  R=r,  on  obtient  celies-ci: 

X  =  2r  cos  a  —  r  cos  2a,      ?/  =  2r  sin  a  —  r  sin  2a, 

qiii  représentent  ia  cardioide.  En  effet,  en  transportant  Torigine  des  coordonnées  aii  point  de 
rebroussenieiit  (r,  0)  et  en  posant  ensuite  a'  =  pcos6,  3/  =  psin6,  on  obtient  les  équations 

pcos6  =  2í-(l  —  cos  a)  cos  a,     psinO  — 2/-(l — cos  aj  ain  «, 
qiii  donnent 

tang  6  =  tang  a,     p  =  2/-  (1  —  cos  6). 

La  deuxicnie  équation  fait  voir  (n."  232)  que  l'épicycloide  envisagée  coincide  avec  la  car- 
dioide; 1'autre  donne  cette  propriété  remarquable  de  ia  inême  épicycloíde:  la  droite  passant 
par  le  point  de  rehrotissement  de  cette  ligue  et  par  le  point  décrivant  es<  parallele  à  la  droite 
passant  piar  le  centre  du  cercle  fixe  et  du  cercle  mohile. 

4."  L'úpicycloíde  correspondant  à  R  =  2í-  et  Ihypocycloide  correspondant  à  R  =  ?jr  sont 
aiissi  i'eniarquables,  et  nous  allons  nous  en  occuper  spécialenient. 


IV. 
L*ó[)icycloi(le  de  Huyí^ens  ou  iiophroide. 

566.  L'épieyeluide  engendrée  par  iin  cercle  de  rayon  r  roulant  sur  un  aiitre  de  rayon 
double  a  été  nommée  nejjhroide  par  Proctor,  dans  sou  Treatrisc  on  the  cycloíde  (London,  1878). 
Eile  est  représentée  par  les  équations 

a;  =  ?■  (3  cosa —  cos  3a),     y=/' (3  sin  et  —  sin  3a), 
ou 

X  =  2r  (3  —  2  cos-  a)  cos  a,     y  =  4r  sin''  a, 
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dont  il  resulte  son  équation  cartésienne,  savoir 

Cette  épicycloide  est  oomposée  de  deux  ares  égaux  compiis  entre  deux  points  de  rebrous- 
sement  réels,  situes  sur  un  même  diamètre  du  cerele  fixe.  Elle  a  été  déjà  inentionnée  au 
n.°  564,  oii  Ton   a  vu  que  le  centre   de   gravite  de  cliacun   des   ares   qu'on  vient   de   consi- 

dérer  est  situe  sur  Taxe  du  même  are,  à  la  distance  -r- R~  du  centre  du  cercle  fixe. 

o 

La  nephroide  a  été  envisagée  par  Huygens  dans  son  fameux  Tvaité  de  la  luniière,  ouvrage 
publié  en  1690,  mais  qui  avait  été  lue  à  TAcadémie  de  Paris  en  1679  (Oeuvres,  t.  viu, 
p.  214,  note  3.").  II  a  été  ameno  à  létude  de  cette  coiirbe  par  le  problème  suivant:  déter- 
miner  la  caustique  par  réjlexion  du  cercle  pour  les  rayons  lumineitx  paralleles. 

Ce  problème  a  été  envisagé  aussi  par  Tseliirnliaiísen,  en  1682,  dans  les  Acta  euditorum, 
par  La  Hire  dans  les  Méiuoires  de  VAcadémie  des  Sciences  de  Paris  (t.  ix,  p.  448),  et  par 
Jean  BernouUi  dans  les  Lectiones  mathematicae.  II  peut  être  résolu   de   la  manière  suivante. 

Prenons  pour  axe  des  abseisses  une  droite  parallèle  à  la  direction  des  rayons  lumineux, 
passant  par  le  centre  dii  cercle  donné,  et  pour  axe  des  ordonnées  la  perpendiculaire  à  cette 
droite  menée  par  le  même  centre.  Le  cercle  peut  être  represente  par  les  équations 

x  =  a  cos  a,     y  =  a  sin  a ; 

et  par  conséquenl  la  droite  qui  passe  par  le  point  {x,  y)  et  qui  tait  avec  la  norraale  au  cercle 
à  ce  point  nn  angle  égal  à  celui  de  cette  normale  et  des  rayons  lumineux,  peut  être  repré- 
sentée  par  cette  autre  équation: 

Y  —  y  =  tang  2«  (K  —  x), 

ou 

Y  cos  2a — X  sin  2a  =  — a  sin  a. 

La  caustique  considérée  est  Tenveloppe  de  cette  droite,  et  les  coordonnées  (X,  Y)  de  ses 
points  sont  pourtant  déterminées  par  Téquation  qu'on  vient  décrire  et  par  cette  autre : 


qui  donnent 


2Y  sin  2a  +  2X  cos  2a  =  a  cos  a, 


X  =  — -  (cos  a  cos  2a  +  2  sina  sin  2a)  =  — -  (3  cos  a  —  cos  3a), 


Y  ==  -jr-  (sin  2a  cos  a  —  2  sin  a  cos  2a)  =  —  (3  sin  a  —  sin  2a). 
J  4 

Done,  la  caustique  par  réjlexion  du  cercle  de  rayon  a,  pour  les  rayons  lumineux  paralleles, 
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coincide  avec  Vépicycloide  engendrée  par   le  cercle  de  rayon  égal  à  -j-a^  roulant  sur  iin  aulre 
de  rai/on  égal  à        a. 

507.  La  caustique  2)ar  réflexion  de  la  cardioide,  pour  les  rai/ons  partant  du  point  de 
rebroussement,  est  une  épici/cloide  de  Hui/gens. 

En  effet,  qiiand  le  rayon  r  du  cercle  BMD  fjig.  137)  devient  égal  à  ceiui  du  cercle  RBA, 
le  point  M  décrit  une  cardioide  ayant  le  point  de  rebrousseraent  à  A,  et  la  droite  qui  passe 
par  A  et  M  devient  parallèle  à  00  (n."  Õ65).  Par  conséquent  les  angles  formes  par  la  pre- 
mière  de  ces  droites  et  par  CM  avec  la  normale  MB  deviennent  égaux.  La  caustique  de  la 
cardioide  envisagée,  pour  les  rayons  lumineux  issus  du  point  de  rebroussement  A,  coincide 
donc  avec  Tenveloppe  des  positions  que  prend  CM,  quand  le  cercle  BMD  se  déplace.  Or,  il 
resulte  de  ce  qu'on  a  dit  au  n.°  50(1  quo  eet  enveloppe  coincide  avec  Fépicycloide  engendrée 

par  le  cercle  de  rayon  —  roulant  sur  ceUii  de  rayon  r. 

La  proposition  qu"on  vient  de  démontrer  a  été  donnóe  par  Jacques  Bernoulli  en  1692 
dans  les  Acta  truditorum  {Opera,  t.  i,  p.  508). 

568.  En  appliquant  les  formules  démontrées  au  n.°  559,  on  voit  que  la  développée  de 
la  nephróide  envisagée  esl  la  nepihrotde  représentée  piar  les  équations 


T  r         .  .     - 

£C  =  -^  (3  cos  a  +  cos  3a),     '/  =  -^  (3  sin  a  -f  sm  3a) ; 


cette  dernière  courbe  est  engendrée  par  un  cercle  de  rayon  égal  à  la  moitié  de  celui  qui  a 
engendre  lépicycloide  donnée,  et  elle  a  les  sommets  sur  la  droite  qui  passe  par  les  points 
de  rebroussement  de  celle-ci. 

líéciproquenient,  la  nephróide  représentée  par  les  équations 

X  =  2r  (3  cos  a  -{-  cos  3a),     y  =  2r  (3  sin  a  +  sin  3a) 

est  une  des  développanles  de  la  nephróide  donnée.  Pour  obtenir  les  autres,  cherchons  les 
courbes  paralIèle&àcellequ'on  vient  de  déterminer.  Pour  cela,  remarquons  que,  en  représentant 
par  (E)  Tangle  de  la  normale  à  la  courbe  représentée  par  ces  dernières  équations  et  de  Taxe 
des  abscisses,  on  a 

dx 

da  ,. 

tang  to  = -j —  =  tang  2a, 

1^ 
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et  par  consíquent  co  =  2a.  Les  équations  des  développantes  de  la  nephroule  donnée  sonl  donc 

x  =  2r(3co9a  — mcos2a  +  cos  3a),     y  =  2)- (3  sin  a  —  mam  2a  +  sin  3a). 

En  tenant  conipte  dii  tliéoròme  énoucé  aii  n.°  õG6,  on  voit  encore  que  les  développantes 
dn  la  caustiqiie  par  réflexion  du  cercle  de  rayon  a,  poiír  les  rayons  liimineux  parallòles, 
c"est-à-dire  les  caustiques  secondaires  du  cercle  eorrespondant  à  ces  rayons,  sont  représentées 
par  les  équations 

a;  =  --  (3  cos  a  —  m  cos  2a  +  cos  3a),      ?/  =  —  (3  sin  a  —  m  sin  2a   [-  sin  3a). 

Les  courbes  reprcsentées  par  ces  équations  ont  été  étudiées  par  Cayley  en  1867  dans  les 
Philosophical  Transactions  {Mathematical  Papers,  t.  v,  p.  404),  oíi  il  a  fait  voir,  par  un  calcai 
que  nous  ne  reproduirons  pas  ici,  que  son  .équation  cartésienne  est 

4  [3  (x«  +  i/-)  +  (w2  -  3)  «-]=>  =  ri8m  (a;"-  +  ?/)  -  21  ax  -  (2íu3  -  9m)  a«J2, 

et  oii  il  a  determine  la  position  et  la  nature  des  points  singuliers. 

Nous  nous  arrêterons  un  nioment  au  cas  oii  w  =  — «^  envisagé  par  M.  Archibald  dans  la 
Dissertation  intitulée  The  Cardiuide  (Strasbourg,  1900).  Alors,  en  transportant  Torigine  des 
coordonnées  au  point  (— -«^Oj,  cette  équation  prend  la  forme  três  simple 

4  («*  + 1/  +  ux'/  =  27a'^  (íc2  +  ,/f- ; 
et,  en  posant  a'  =  pcosÔ,  ^=psin6,  et  en  tenant  compte  de  Pidentité 

cos  0  =  4  COS''  — o  cos  -.--  ) 

o  o 

on  obtient  Téquation  polaire  de  la  niêrae  ligne,  savoir: 

p  =  —  4a  cos-*  —  • 

ó 

Pourtant,  la  caustique  secondaire  du  cercle  pour   les  rayons  parallèlt^s,  eorrespondant   à 

m=-^a,  est  inverse  de  la  cubique  mentionnée  au  n."  150,  et  appartient  à  la  classe  des  courbes 

nomniées  spirales  sinusóides.  On  voit  encore  au  moyen  de  cette  équation,  en  procédant  comme 
au  11. °  48Õ,    que    la   mêmc  courbe   est  identique   à  la  podaire   de   la  cardiuide,    rapporlée   au 
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poinf.  de  rehroussemeni,  ligne  qui  a  été  envisagée  par  Maclaurin  en  1718  dans  les  Philosophical 

Transactions  et  en  1720  dan»  la  Geometria  orgânica  (prop.  xvii,  p.  111). 

3 
On  voit  de  mêiue,  en  faisant  ?»  = _- «  et  en  transportant  Tcrigine  des  coordonnées  au 

1 


point  I ZT*^'  *-*)'  T^'^  ''^  caustiqiie  seeondaire    dii    eercle  correspondant  à  cette  valeur  de  m 

est  une  spirale  sinusóide  égale  à  celle  qui   corresj)ond   à  m  =  —  a,  placée  dans  un  autre  posi- 
tion. 


Siu"  riiypocyeloíde  il  trois  rcbronsiseinonts. 


soo.     En  faisant   dans   Téquation   générale   des   liypooycloides   R  =  3;v    on  obtient   ces 
auties: 


(1) 


a;  =  r  (2  cos  a  -\-  cos  2a),     y=r{2  sin  a  —  sin  2a), 


qui  représentent  la  ligne  engendrée  i)ar  un  point  d'une  cireonférence  de  rayon  égal  à  r 
ronlant  sur  une  autre  de  rayon  triple  de  celui  là.  La  forme  de  la  courbe  est  indiquée  dans 
la  figure  138.  Elle  est  eomposóe  de  trois  parties  égales  AA|,  AiA-i  et  A2A,  comprises  entre 

trois  points  de  rebroussement.  Ces  trois  points  sont 
"V  les  somraets  d'un  triangle  equilátera!,  inscrit  au  cer- 

cle  fixe  douné,  et  leurs  coordonnées  sont 


(3r,  0), 


-X 


y- 


I-.      |.V3), 


V3 


Les  ares  AAi,  A1A-2  et  A-2A  sont  tangents  à  un 
cercle  égal  au  cercle  mobile,  ayant  le  niême  centre 
que  le  cercle  fixe,  aux  points  C,  C|,  d,  situes  sur 
les  bisseetrices  AC,  AjCi  et  A2C2  des  angles  du 
Fig.  138  triangle   mentionné.    Ces   droites    sont    norraales    à 

rhypocycloíde  aux  somniets  C,  Ci  et  Cg. 
L'hypocycloide  qu'on  vient  de  considérer,    est  une  courbe  algébrique  du  quatrieme  ordre. 
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représentée  par  Téqdntion  cartésienne 

(2)  (x^  +  y-}'  +  èrx.  (3/^  - x"-)  +  1 8;--  {x^  +  tf-)  -  21  r^  =  O, 

qu'on  déduit  aisément  des  équations  (1),  en  élirainant  a  entre  elles.  Cette  équation  fait  voir 
que  la  eourbe  passe  par  les  poiíits  eirculaires  de  riníini  et  qu  elle  est  à  ces  points  tangente 
à  la  droite  de  Tinfini  (n.°  555). 

Le  problèuie  de  la  détermination  d'iine  courlje  telle  que  les  rayons  luniineux  issus  d'un 
foyer  reviennent  au  point  de  déjiart  après  deux  reflexiona  sur  la  eourbe,  a  amené  Euler  à 
s'occuper  pour  la  preniière  fuis  de  la  ligne  détinie  par  Téquation  qu'un  vient  d'écrire.  Ce 
problème,  projiosé  en  174Õ  dans  les  Ada  evuãilornm,  a  été  étudié  par  Téminent  géoraètre 
dans  plusieurs  lettres  adressées  à  Goldbacli,  lesquelles  ont  été  publiées  par  Fuss  dans  le 
tome  I  de  la  Correspondance  de  quelques  célebres  géomètves  du  xvill*  siccle.  Dans  un  inémoire 
sur  cette  question  annexé  à  la  lettre  du  30  noveuibre  174.")  (I.  e.,  p.  341),  il  est  signalée  une 
solution  particulière  du  problème,  coincidant  avec  la  eourbe  correspondant  à  Téíjuatiun  (2;. 
Euler  a  represente  la  eourbe  par  les  équations 

£13  =  2r  (1  -(-  cos  a)  cos  a,     y  =  2r  [1  —  cos  a)  sin  a, 

dont  il  a  déduit  son  équation  cartésienne,  et  il  a  determine  la  forme  de  cette  couibe.  On 
réduit  ces  équations  h  la  forme  (1)  au  moyen  d'une  transformation  trigonométrique  simple 
et  d'un  changement  de  Turigine  des  coordonnées. 

La  raême  eourbe  a  été  retrouvée  p!us  tard  par  Steiner,  qui  en  a  énoncé  plusieurs  pro- 
priétés  en  1857  dans  le  Journal  de  Crelle  (t.  Liii,  p.  231).  L'éminent  géomètre  a  été  amené 
à  s'occuper  de  cette  ligne  par  ce  problème :  déferniiner  V envelo2}pe  de  la  druile  passant  par 
les  pieds  des  perpendiculaires  baissées  d\m  point  variable  d'une  circonférence  sur  deux  côtês 
d'un  friangle  inscrif.  Peu  de  temps  après,  la  même  eourbe  a  été  envisagée,  dans  le  niême 
recueil  (t.  Liv,  p.  31),  par  Schriiter,  qui  a  ajouté  de  nouvelles  propositions  à  celles  qui  avaient 
été  données  par  Steiner. 

Steiner  n'a  pas  indique  les  démonstrations  des  propositions  qu'il  a  énoncóes.  Ces  démon- 
strations  ont  été  données  par  Cremona  dans  un  beau  et  important  Méraoire  inséró  en  18G5 
au  Journal  de  Crelle  (t.  j.xiv,  p.  101),  ou  il  a,  en  outre,  ajouté  de  nouveaux  théorèmes 
à  ceux  de  Steiner.  Les  méthodes  euiployées  par  Tillustre  géouiètre  italien,  pour  éUulier  la 
eourbe  considérée,  sont  purement  géométriques.  Une  étude  analytique  de  la  même  ligne  a  été 
coramuniquée  en  1865  à  la  rédaetion  des  Nouvelles  Annales  par  Painvin,  et  publiée  en  1870 
dans  ce  recueil  (2."  série,  t.  ix,  p.  202  et  2õGj.  Dans  cet  écrit,  Painvin  démontre,  au  moyen 
des  coordonnées  trilinéaires  et  tangentielles,  les  principaux  théorèmes  de  Steiner  et  Cremona, 
et  il  signale  quelques  nouvelles  propriétés  de  la  eourbe.  Une  étude  analytique  plus  élémentaire 
de  la  même  ligne,  oii  sont  employées  seulement  les  coordonnées  cartésiennes,  a  été  publiée 
en  1884  par  C  de  Lorgchamps  dans  \e  Journal  de  Mathématiqnes  spêciales  (2.'  série,  t.  Vill, 
p.  1G9). 
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Le  nombre  des  éiírits  qui  ont  été  consacrés  à  riiypocycloíde  à  trois  rebroussemeiits  est 
trcs  considérable.  Tis  ont  été  signalés  par  M.  Brocard  dans  Vlntermédiaire  des  Mathématiciens 
(t.  III,  1896,  p.  IGG)  et  par  M.  Mackay  dans  \es  Proceedíngs  of  the  Edinboni-g  mathematkal 
Society  (t.  xxiii,  19UÕ,  p.  80).  On  fera  mention  dans  les  paragraphes  suivants  de  quelques- 
uiis  de  ces  écrits. 

L'liypocycIoide  à  trois  rebrousseraents  a  été  nonimée  aussi  hypocyclotde  tricúspide,  tri- 
angiãaire  ou  de  Sieiner.  Les  propriétés  interessantes  dont  elie  jouit  sont  três  nombreiíses.  Nous 
en  allons  exposer  les  plus  importantes. 

570-     En  faisant  daas  les  équations  (1)  tang -^  a  =  — /,  et  en  tenant  compte  des  relations 

,  .     1             1                  2<  ,1  .  -  1  l-i2 

sni  a  =  2  sin  ^  a  cos  -r-  a  =  — ^ ,      cos  a  =  cos-  — r  a  —  sm'  -^  a  = 


on  obtient  les  équations 

r(3-6í-  — í»)  8í-<3 


*= — ,.  I  ,2w— '  y 


qui  expriment  x  ei  y  en  fonction  rationnelle  de  t;  la  courbe  est  pourtaut  unicursah.  Comme 

on  a  -f^  =  ^  on  voit  que  t  represente  la  tangente  trigononiétrique   de   Fangle  formo   par  Ia 

tangente  à  la  courbe  au  point  (x,  y)  avec  Taxe  des  abscisses. 

En  reniplaçnnt  dans  ces  équations  x  par  £c  +  3?v  pour  transporter  Torigine  des  coordon- 
nées  au  point  de  rebroussement  A,  on  peut  encore  représenter  l'hypocycloide  par  les  équa- 
tions 

W  ^-        (i  +  f^f     '     2/-       (^i  +  f^f 

On  obtient  aisénient  au  moyen  de  ces  équations  quelques  propriétés  importantes  des  tan- 
gentes à  la  ligne  envisagée,  comme  on  va  le  voir. 

L'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  au  point  (x,  y)  est 

(4)  (1-f  <2)(Y-<X)-4W3  =  0, 

et  pourtant  la  condition  pour  que  cette  droite  passe  par  nn  point  donné  (a,  pj  est 

(5)  (4í-+a)í-'-,3(M-«í-i3  =  0. 

Par  chaque  point  donné  dans  le  plan  de  la  courbe  passent   par   conséquent  trois   tangentes. 
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toutes  róelles  ou  une  réelle  et  deux  imagiuaires,    dont   les  coefficients  angiilaiies   íi,  ta   et  Í3 
vérifient  les  conditions 


(6)  ti+h  +  t3==-^^ ,       iít.2h  = 


Done,  en  désignant  par  a,  b  et  c  les  angles  formes  par  ces  tangentes  avec  Taxe  des  absc-isses, 
on  a 


et  par  suite 


ti  =  tang  a,     i-i  =  tang  h,     tj  =  tang  c, 


í     111    \       U-\-h-\-h  —  ÍKHh        ^ 
tang  (a  +  J  +  c)  =-- 3-^-^-^-^^^— ^  =  0. 


On  concliit  de  cette  égalitó,  en  remarquant  que  l'axe  des  abscisses  coincide  avec  la  tan- 
gente à  un  point  de  rebi'oussement,  le  théorème  suivant,  du  n  Laguerre  (Nouvelles  Annales 
de  Mathémaliques,  1870,  p.  2Õ4;  Oeuvres,  t.  11,  p.  138): 

Les  trois  tangentes  quon  peut  mener  à  1'hypocyclo'ide  à  trois  rehroussements  jjar  un  point 
donné,  font  avec  une  quelconque  des  tangentes  aux  poinis  de  rebroussement  des  angles  dont  la 
somme  est  miãtiple  de  -. 

On  a  vu  au  n."  556  que  cette  proposition  a  été  généraiisée  par  M.  Hervey. 

Réciproquement,  si  les  tangentes  T| ,  T2  et  T3  á  Vhypocyclóide  à  un  point  donné  font  avec 
la  tangente  à  un  point  de  rebroussement  A  des  angles  a,  b  et  c  tels  quon  ait 

a  +  6  +  c  =  O, 

à  tin  nndtiple  de  x  prés,  ces  tangentes  passent  par  un  même  point. 

En  effet,  si  par  le  point  d'intersection  de  Ti  et  T-2  on  mène  la  troisième  tangente  T'  à  ia 
courbe,  et  si  a'  est  Tangle  que  cette  tangente  fait  avec  OA,  on  a,    à  un  multiple  de  r   prés, 

a'-\-b  +  c  =  0, 

et  pourtant  a  — a';  mais  on  voit  au  moyen  de  Téquation  (4)  que   Ia  courbe   ne  possède   pas 
de  tangentes  parallèles;  donc  T'  coincide  avec  T3. 

Ces  propositions  ont  un  grand  nombre  de  conséquences  interessantes,  obtenues  par  M. 
Humbert  dans  V American  Journal  of  Mathematics  (t.  x,  1888,  p.  265)  et  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques  (1893,  p.  37). 

571.     En  observant  que  les  coordonnées  des  points  A,  Ai,  A>  et  O,    rapportées   à  Tori- 
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giiie  A,  sont 

(0,0),      (-|-r,     |-'V3),        í-^r,     -yH/ã),      (-S>;0), 

on  constate  aiséiueiit  rexactitude  de  cette  proposition: 

Le  produit  des  distances  des  points  de  rebroussement  à  une  tangente  qiielconque  est  êgal  au 
cube  de  la  distance  du  centre  de  la  courbe  à  la  tnême  tangente  (Painvin,  1.  c). 

572.     La  coiidition  poiír  que  deux  des  tangentes  issnes  du  point  (a,  [i)  foriuent  un  angle 
droit  est 

/(  f2  +  1  =  O, 

ou,  à  cause  de  Ia  deuxième  des  relations  (6), 


t3  = 


4j'+a 


Cette  valeur  de  (3  doit  par  conséquent  coincider  avec  Tiiue  des  racines  de  Téquation  (5), 
et  les  coordonnées  (a,  (5)  doivent  pourtant  vérifier  la  condition 

^'  ,+^  +  1=0, 


(4>-  +  a)2     '  Ar+a 

ou 

(a  +  3r)í  +  ,3í  =  ,-2. 

Njus  pouvons  donc  énoncer  le  tliéorème  suivant: 

Le  lieu  des  points  d'ou  l'on  j)eid  mener  à  une  hypocycloide  à  trois  rebrousseme7ifs  deux  tan- 
gentes faisani  un  angle  droit,  coincide  avec  la  cironférence  CCiCj  5'!»'  passe  par  les  som- 
mets.  Cette  proposition  est  due  à  Steiner.  Daprès  M.  Mackay,  elle  a  été  retrouvée  par 
Stephen  Watson,  qui  la  publiée  en  1861  dans  le  Ladi/'s  and  Gentlemans  Diary.  Elle  a 
étó  aussi  déraontiée  par  Cremona  (I.  c.)  et  par  Painvin  (1.  c). 

Comme  on  a 

<d<2  =  -i,    '<  +  '2=47:^' 

les  valeurs  prises  par  t  aux  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  déterminées  par  l'équation 

(4r  +  «)  <2  _  2pí  -  (4r  +  a)  =  O. 


179 

•S73.     L'équation  de  la  normale  à  riiypocycloíde  donnée  est 

(<Y  +  X)(í»+I)+12í-í-'  =  0. 

On  peut  dédiíire  aisémeiít  de  cette  équation,  au  moyen  d'une  analyse  semblable  à  celle 
qiii  a  été  employée  pour  dédiíire  de  Téquation  de  la  tangente  les  propositions  precedentes, 
les  tliéorèmes  suivants: 

l."  Si  les  anijles  a,  b  et  c  formes  par  les  tangentes  à  1'hypocycldiãe  considérée  à  trois 
points  donnés  vérifient  la  condition 

o -{- 1>  -r  c  =  -^  ' 

à  un  multiple  de  x  prus,  les  normales  à  la  mtme  courbe  à  ces  trois  points  soni  concurrenles,  et 
réciproquement. 

2."  Le  lieii  des  pjoints  d'oú  l'on  peut  mener  à  une  hypocycloide  à  trois  rebroussements  deux 
normales  faisant  un  angle  droit,  coincide  avec  la  circonférence  qui  passe  par  les  points  de 
rebroussement  (Steiner:  1.  c). 

574.  Traçons  par  un  point  de  rhypocycloíde  considérée  une  tangente  à  cette  conrbe, 
et  déterminons  la  distance  des  deux  autres  points  oii  elle  renconfre  la  courbe. 

Soit  'k  la  valeur  que  t  prend  au  point  donnó.  L'équation  de  la  tangente  à  rhypocycloíde 
à  ce  point  est  alors 

("/.*  +  l}(y-}^)-  4/-"/.3  =  O ; 

et  les  coordonnées  des  points  oíi  cette  droite  rencontre  la  courbe  doivent  satisfaire  à  cette 
équation  et  aux  équations  (3).  Or,  en  éliminant  x  et  y  entre  ces  équations,  on  obtient  cette 
autre : 

X<4  -  2  (X2  +\)t^  +  \(K-  +  3)  t^ -  }?  =  O, 
ou 

(t-\y-CKt^—2t-K)=o. 

Les  valeurs  t^  et  1-2  que  t  prend  aux  points  oíi  la  tangente  considérée  rencontre  de  nou- 
veau  la  courbe,  sont  pourtant  déterminées  par  Téquation 

et  ces  valeurs  vérifient  la  reJation 

í,  <2  +  1  =  0. 
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Donc,  les  tangentes  à  Vhypocyhjide,  laxx  deux  points  lí  et  K  oh  cette  courbe  est  coupée  par 
la  tangente  T  à  iin  point  donné  sont  pievpendiculaires  Vime  á  1'autre  (Steiner,  1.  c;  Cremona, 
1.  c). 

II  resulte  de  cette  relation  et  des  relations  (6)  que  le  eoeffieient  angulaire  ts  de  la  troi- 
sièiiie  tangente  passant  par  le  point  d'intersection  des  tangentes  aux  points  H  et  K  est  donné 
par  1'équatiou 

cette  droite  est  povrtunt  jjerpendiculaire  à  la  tangente  T. 

Poui-  déterminer  la  distanee  A  entre  les  points  H  et  K,  observons  que,  si  (x',  y'),  (x",  y') 
représentent  les  coordonnées  de  ces  points,  on  a 

^^  =  {^'-xy-^-{y''-y'f-, 


a;   =  — 


(í'f+]j^  '  ^       {t\+\f 

Art\{t\-^-à)  „  Brt\ 


y  =-7;íj~ni-' 


(t\^\f   '   •>        {t\+\f 

et  que,  en  remplaçant  i^  par  — ,  ces  dernières  équations  prennent  la  forme 

4r(3í?+l)  „         8rí, 


Pourtant 

A2=16r*. 

Done,  la  longueur  du  segment  d'une  tangente  à  1'hypocycloide  considérée  covipris  entre  les 
points  oh  cette  droite  est  coiqjée  par  la  courbe  est  égale  d  Ar. 

Cette  proposition  est  due  à  Steiner  (1.  c).  D'après  M.  Mackay,  elle  a  été  Tobjet  d'une  question 
proposée  par  Petrarch  en  1860  dans  le  Lady's  and  Gentlemans  Diary,  qui  en  a  demande  la 
démonstration,  question  qui  a  été  résolue  en  18G1  dans  le  méme  recueil.  La  même  proposition 
a  été  démontrée  par  Cremona  (I.  c). 

575.  Le  lieit  du  point  d'oh  Von  peut  niener  à  une  hypocycloide  à  trois  rehroussements  trois 
tangentes  dont  les  j^oints  de  contad  soient  silués  sur  une  même  droite  D,  coincide  avec  la  cir- 
conférence  qtii  passe  imr  les  points  de  rebroussement  (P.  Delens:  Journal  de  Mathématiques 
spéciales,  4."  série,  t.  xvi,  1S92,  p.  193). 

On  peut  déduire  immédiatement  ce  théorème  d'une  propriété  générale  des  quartiques  ii 
trois  points  de  rebroussement  énoncée  au  n."  272.   II  resulte,   en  efiet,   de   ce  théorème  que 
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le  lieu  considere  est  une  conique  passant  par  les  trois  points  de  rebrousseraent.  Cette  conique 
passe  aussi  par  les  points  circulaires  de  I  inKni,  vii  que  la  droite  de  Tinfini  (n."  5(í!>)  est  tan- 
gente à  rhypocycloide  à  ees  deux  points;  et  la  conique  se  réduit  pourtant  à  un  cercle. 

On  peut  démontrer  cette  proposition  d'une  manière  plus  élémentaire,  en  remarquant  que 
la  droite 

ttx  -\-  vy  -\-w  =  0 

coupe  rhypocycloide  en  quatre  points  oii  t  prend  les  valeurs  déterrainéos  par  l'équation 

{w  —  4)-«)  í'  —  Srvfi  +  2  (to  —  6ru)  f^  +  w  =  O, 

et  en  cherchant  ensuite  les  conditions  jiour  que  les  trois  rai-ines  de  léquation  (5)  coincident 
avec  trois  des  raeines  de  cette  équation.  En  posant,  puur  cela, 


8..  .,3+^("-;''-'0,-3+. 


v: 


4ru 


VI  —  4rií 


u-  —  Aru 


[t  -  h ) 


3 


4)--[  a 


f--v 


4)'  4"  <>■  4)'  -|-  « 


en  ógalant  les  coefficients  des  mênies  puissances  de  t  dans  les  deux  nonibres,  et  en  éliminant  h 
entre  les  quatre  équations  qu'on  obtient  ainsi,  on  trouve  les  relations 

Ar  p2  ,í  -f  8r  p  («  +  4r)  v  —  [,8^  +  («  +  4íf  J  u-  =  0,     2  (a  +  6)-)  ii  —  n-  =  O, 
4c  p*  íí  -  [p-  +  «  (a  +  4r)]  w  =  O, 
d"ou  il  resulte  Téquation 

qui  represente  le  cercle  qui  passe  par  les  points  de  rebroussement. 

En  éliminant  a  et  p  entre  cette  équation  et  deux  des  precedentes,  on  obtient  celle-ci: 

qui  est  Véquation  tangentielle  de  Tenveloppe  de  la  droice  D. 

En  posant  ii  =  vt,  cette  eourbe  peut  être  encore  représentée  par  les  équations 

12  r  12  rt 


et  par  conséquent  la  droite  D  peut  être  représentée  par  cette  autre: 

(t2+l)(te  +  ?/)  +  12r<  =  0, 
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ou,  en  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  poiíit  (  —  12)^  0), 

En  eomparant  cette  équation  à  réquation  (4),  on  obtient  le  théorème  suivant: 
L'enveIoppe  de  la  dvoite  D  est  tine  hi/2^oct/clouJe  à  trois  rehroussements  circonscrite  au  cercíe 
AAiAi  et  ayant  les  sommeis  aiix  jioints  A,  Ai  et  A-2  (Delens,  1.  c). 

5"«.     La  droite  représentée  par  réquation 

nY  +  vX  +  ir  =  O 

coincide  avee  l'équation  (4),  et  eile  est  poiírtaut  tangente  ;i  riiypocycloide,  qiiand  on  a 


4í-/^  ir  -Irt 


•>        5 


et  pourtant,  en  éiiminant  t  entre  ces  équation?,  on  ohtient  \'équatio7i  tangentielle  de  la  courbe, 
savoir: 

4,.  v3  _  ,(y  („2  ^  ^.9)  _  0. 

Voyons  quelques  conséquences  de  cette  équation. 
La  polaire  de  la  droite  D  représentée  par  Téquation 

par  ra|)port  à  IMiypocycloide,  est  déterminée  par  réquation 

ou 

/(«,  V,  iv)  =  Arv'^  —  w {it- -\- V-]. 

L'équation  tangentielle  de  cette  polaire  est  pourtant,  en  posant  <"=!  et  iO(^  —  \, 

(7)  u^  +  (1  -  12  j-i',) «'  +  2  («„»<  +  v^^v)  =  0; 

et  on  en  déduit  aisément  Téquation  cartésienne  de  la  même  polaire,  savoir: 

(«o«  —  HVr  —  2  ("o^  +  V)  +  24r  u^v^y  =  1  -  1 2  ruj, 
dont  11  resulte  que  la  polaire  considérée  est  une  parahole. 
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Changeons  la  direttion  des  axes  des  coordonnées  auxqueis  cette  parabole  est  rapportée, 
en  posant  pour  eela 

■    a;  =  ít;iC09a  —  yi  siii  a,     ?/ =  ?/i  cos  a  +  a?i  sin  a, 

et  prenons   pour   nuuvel   axe   des   abscisses   une   parallèle   à   la  droite   donnée.    On   a  alors 
tanga  = ,  et  par  conséquent  réqnation  de  la  parabole  prend  la  forme 

v^a^-r  2vqí/í  siii  a  +  24  ru^Vg  {yt  eoB  a--a'i  sin  a)  sin- a=  (l  —  12  rv^)  sin^  a 

En  transportant  maiiitenant  iorigine  des  coordciinées  au  point  (/í,  /.  i,  h  et  k  étant  deter- 
mines par  les  équations 

2/íi;f,  +  24ra„r„sin3a  =  0, 
v^  h'  +  2t>j|  /í  sin  a  4-  24  ru^^  r^  (Jc  cos  «  +  /i  sin  a )  sin^  a  =  ( 1  —  12  ri-,,)  sin-  x, 

on  réduit  enfin  léquatiou  de  la  niênie  parabole  à  la  forme 

vj  «^  +  2vq  y  sin  a  +  24  ví/^  v,,  ?/  cos  a  sin^  «  =  0. 

Un  voit  au  moyen  de  cette  équation  que  Taxe  de  la  parabole  coincide  avec  Ia  droite  qu'on 
a  prise  pour  axe  des  ordonnées ;  par  conséquent  Vaxe  de  la  polaire  considerée  eH  perpendi- 
culaire  à  la  droite  dunnée. 

Pour  déterminer  les  coordonnées  (a,  h)  du  fuyer  de  la  parabole  qu'on  vient  de  consi- 
dérer,  rapportées  aux  mêmes  axes  que  rhypocycloíde,  appliquons  ;i  Téquation  tangentielle  (7) 
la  méthode  classique  bien  connue.  En  |)Osant  pour  cela  dans  cette  équation 

1  i 


on  trouve  cette  autre 


qui  donne 


6  +  flt '  h-\-  ai 

6  rvç,  —  {h  4-  ai)  (!í„  +  v^S)  =  O, 

íípi  —  ^V  «  ==  6  ?T,„     ?í„a  +  r„  b  =  O, 


et  pourtant,  en  posant  tang«=— -     "  ,  a  représentant  Tangle  que  la  droite  donnée  fait  avec 
Taxe  des  abscisses, 


a  tang  cx-\-b  =  —  Qr  tang  a,      o  —  b  tang  a  =  0. 
On  a  donc 

ff  =  — 6r  sin*  «,      b  =  —  Gr  sin  a  cosa. 
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II  rtsulte  de  ces  équations  que  h  foyer  de  la  ])avahok  considéiée  ne  varie  pas  quand  on 
remplace  la  droite  donnée  par  une  droite  paraUele  à  eelle-là. 

En  éliiuinant  a  entre  les  équations  precedentes,  on  obtient  eette  autre: 

a-  +  b-  +  Qra  =  0- 

donc,  les  foi/ers  de  toutes  les  paraboles',  correspondant  aiix  f/tUÉoes  droites,   sont  situes  sur  la 
circonférence  qiii  passe  2Mr  les  poinis  de  rehroussement  de  l'hypocyclo'ide. 
Si  la  droite  doiince  est  tangente  à  i'liypocycloKle,  on  a 

4,.  y3_„2  _„?_(). 

mais,  en  posant  u  =  ^t^^,  ''  =  ''0  dans  l'équation  de  Ia  parabole,  on  obtient  ce  même  résnllat; 
poiírtant,  la  droite  considérée  est,  dans  ce  cas,  tangente  à  la  parabole. 

On  obtient  les  coordonnées  des  points  ou  eette  droite  toueiíe  rhypoeycioíde  et  la  parabole, 
en  appliquant  l'équation 

"/i("ii)  i'o'  "'0) +  «'/'' ("c  ^(i>  ?<-Vi)  +  «f/-' ('"„,  i?o,  «•o)  =  0, 

qui  determine  les  points  de  contact  de  la  droite  avec  la  courbe  représentée  par  Téquation 
f{ii,  V,  10)  =  0,  à  réqiialion  de  rhypoeycloíde  et  à  celle  de  la  parabole.  Ou  obtient  ainsi,  pour 
les  deux  lignes,  un  même  résultat,  savoir 

2«„  ti  -  (1 2  rvl  -  2v,)  v  +  vl^  iil  =  O ; 

pourtant  la  droite  D  est  tangente  à  riiypoc-ycloíde  et  à  la  parabole  à  un  même  point.  Comme 
l'axe  de  la  parabole  est  perpendiculaire  à  la  droite  donnée,  nous  pouvons  enfin  énonoer  eette 
proposition : 

Si  la  droite  D  est  tangente  à  Vhypocijcloidef  ces  deux  lignes  et  la  parabole  sont  tangentes 
au  mS me  point,  qui  coincide  avec  le  sommet  de  la  parabole. 

Les  propriétés  qii'on  vient  de  démontrer  dans  ce  paragraphe,  ont  été  découvertes  par 
Cremona.  Painvin  en  a  donné  des  dénionstralions  analytiques  diíTéi-entes  de  celles  que  nous 
venons  d'exposer. 

57".  Soient  X  et  y  les  coordonnées  d'un  point  M  de  rhypocycloide,  rapportées  aux 
axes  OX  et  OY  (Jig.  138).  Le  diamètre  du  cercle  AAiAa  passant  par  ce  point  coupe  la  cir- 
conférence de  ce  cercle  en  deux  points  ayant  pour  coordonnées 

'òrx  ?>ry      \  /  'irx  3ry 


y/a^  +  f'     y/x^+yV'     \      y/x^+y^'         v^x*+y' 
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et  le  même  point  divise  ce  diamètre  en  deux  segments  Dj  et  D-2  ayant  les  valeurs 


Dl  =  3r  +  V^íc*  +  y-,      Da  =  3)-  -  '^x^  +  y-. 
Pourtant 

ou,  en  éliminant  (a;* +?/-)-  au  moyen  de  i'équation  (2), 

Dl  D|  =  Ar  [2a;»  —  Qxy^-  —  9r  {x"-  +  y-)  +  21r^\. 

ilais,  d'un  autre  eôté,  en  reprósentant  par  a;i,  yi  et  zi  les  distances  du  point  M  aiix 
cótés  du  triangle  AAjAa,  on  a 

(8)  xi=x  +  ^r,      ^1  = —  (3r  + 3^/3  — 03),     2|  =  —  (3/-— t//3  —  a;). 

Pourtant  les  segments  D|  et  Da  et  les  distances  «i,  ?/i  et  zi  sont  lies  par  la  relation  três 
simple  (Painvin,  1.  c.) 

Dl  Di  =  32r«i  ?/i  z\. 

Remarquons  encore,  en  passant,  que  les  distances  a-i,  y\  et  Zi  sont  les  coordonnées  iv\- 
linéaires  du  point  M,  rapportées  au  triangle  AAiAa,  et  que,  en  éliminant  a',  y  et  z  entre  les 
équations  (8),  on  obtient  celle-ci : 

(9)  xjy\  +  y\ z\  4  a-?  z\  =  2xi  yi  zi  («i  +  ?/i  +  zi), 

qui  est  Téquation  de  riiypocycloide,  en  coordonnées  trilinéaires,  AAiAj  étant  le  triangle  de 
référence. 

578.  On  peut  obtenir  aussi  aiséiuent  Téquation  de  la  courbe  rapportée  aux  coordonnées 
tangentielles  trilatères.  En  représentant,  en  effet,  par  «i,  vi  et  xlh  les  distances  des  points 
A,  Al  et  Ai  à  la  droite 

ííY+i;X+m;  =  0, 
et  par  D  la    distauce  de  Torigine  O  :i  la  même  droite,  on  a,    comme  on  le  vérifie  aisément, 

Ul+Vl-\-Wi 


°-  3  ' 
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iiiaie,  si  Ia  droite  considérée   est  tangente  à  l'liypocycloíde,    le  tliéorème   du   n."  õ7]   donne 

D'  =  M|  vi  wi ; 
donc 

(10)  {ui-\-Vi-\wif  =  27tnviWi 

fst  l'équation  chercliée. 

Nous  signalons  ici  les  équation  (9)  et  (10)  de  l'hypocycloide,  car  elles  ont  été  euiployées  par 
quelques  auteurs  poiír  démontrer  les  propriétés  de  cette  ligne. 

570.  L'enrelo])pe  de  la  droite  qui  passe  par  les  pieds  des  perpendiculaires  boissées  d'un 
point  variable  M  d'une  circonférence  sur  detix  côlés  d'un  triangle  inscrit  dans  cette  circonfé- 
rence,  est  une  hyptocycloide  à  trois  rehroicssements. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de  la  circonférence,  et  représentons  par 
2r  le  rayon  de  cette  circonférence,  par  6t,  Oi-,  63  les  angles  formes  par  les  rayons  passant 
par  les  sommets  du  triangle  considere  avec  Taxe  des  abscisses  et  par  a  Tangle  fornié  par  le 
rayon  passant  par  M  avec  le  inême  axe. 

Les  équations  des  côtés  du  tiiangle  passant  par  les  points  (6i,  2r)  et  (6-2,  2r),  et  de  la 
perpendiciilaire  à  cette  droite  baissée  du  point  M  sont,  respectivenient, 

Y  sin  -^  (Ôi  M-  bi)  +  X  cos ^  (61  +  h)  =  2r  cos  -^^  {h  —  Ôj), 

íà  ^  Zi 

Y  cos  4"  (6i  +  6-2)  -  X  sin  4-  (61  +  Ôi)  =  2r  sin  4"  (2«  -h-  6i). 

Â  Â  Â         ' 

Eu  multipliant  la  première  équation  par  sin  —  (Ô3  —  a)  et  Tautre  par  —  cos— (&3  — a)  et 
en  ajoutant  ensuite  niembre  à  membre,  on  obtient  Téquation 

X  sin  —  (61  +  6-2  +  63  —  «)  —  Y  cos  -^  (Ôi  +  (Já  +  63  —  a) 
=  r    sin  -^  (e.  ^  62  +  63  —  3«)  +  sin—  (Si  +  6^  —  63  —  a)  +  sin  —  (ôj  +  63  —  62  —  «) 
4-  sin  —  (62  +  63  —  61  —  a) 

qni  represente  une  droite  passant  par  le  point  d'intersection  des  droiles  repiésentées  par  les 
équations  dont  elle  resulte. 

Si  Ton  remarque  niaintenant  que  cette  équation  ne  change  pas  quand  on  reniplace  le  côté 
envisagé   du  triangle    par  cliacun  des  deux  auties,  on  voit  que  les  pieds  des  perpendiciãaires 
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haisfées  du  point  M  d'une  circoiiférmce  sur  le.s  côfés  d'tin  triangle  inscrit  sont  situes  sur  une 
même  droite.  On  appelle  cette  droite  \ai  p4dah  du  point  par  lapport  au  triangle.  D'après  un 
article  de  M.  Mackay  publié  dans  les  Froceedings  of  the  Edinburgh  Maikematkal  SocieUj 
(1891,  t.  IS,  p.  83),  cette  proposition  a  été  déeouverte  par  Waliace.  Un  la  attribuée  atissi 
à  Sirason,  et  par  ce  motif  ia  droite  représentée  par  la  dernière  équation  est  appelée  souvent 
droite  de  Simson. 

Prenons  maintenant   pour  axe   des  abscisses    une  droite   telle   qu'on  ait   Ôi  —  ©i  +  ©3  =  0. 
L'équation  de  la  pedale  prend  alors  la  forme 


X  sin  —  a  -f  Y  cos  — -  et  =  r 


ou  encore,  en  faisant 

(11) 


3  1  1  1 

sin  -^  a  +  sin  -^  (2Ô1  +  a)  +  sin  --  (2di  +  'x)  +  sin  y  (203  +  a) 


'k  =  r  (sin  6i  +  sin  ò-i  +  sin  63), 
h^r  (cos  6t  -f  cos  62  +  cos  63), 


et  e;i  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  Qi,  k), 

.     1       .  1  .3 


«sm 


2  "^         2  2 


Cette  équation  coincide  avec  celle  des  tangentes  à  riiypocycloíde  eonsidérée,  et  le  théo- 
rème  énoncé  est  pourtant  démontré. 

On  a  déjà  dit  que  Tenveloppe  des  pedales  des  points  d'une  circonférenee,  par  rapport  à 
un  triangle  inscrit,  a  été  étudiée  pour  la  première  fois  par  Steiner.  L'identité  de  cette  ligne 
avec  rhypocycloide  à  trois  rebroussements  a  été  déraontrée  géoraétriquenient  par  Creraona 
(1.  c).  La  preuve  analytique  de  cette  proposition  qu'on  vient  de  voir,  a  été  einployée  par 
Salmon  dans  le  traité  des  Courbes  planes  et  par  Badureau  (Nouvelles  Aniiales  de  Mathéma- 
tiques,  1879,  p.  33).  Parmi  les  noinbreux  écrits  consacrés  à  la  démonstration  de  la  même 
proposition  ou  à  Tétude  des  propriétés  de  rhypocyeloíde  qui  en  découlent,  raentionnons  trois 
articles  de  Greer,  Ferrers  et  Cayley,  publiés  en  1866,  1867  et  1868  dans  le  Quarterli/  Jour- 
nal of  Mathematics,  deux  autres  de  Paul  Serret  et  de  M.  Fréchet.  inseres  en  1870  et  1902 
aux  Nouvelles  Annales  de  Mathéiuatiques,  une  note  de  Weili,  insérée  au  Journal  de  Mathé- 
matiques  spéciales  (1884,  p.  30  et  57),  une  autre  de  M.  Coliignon,  publiée  dans  les  froceedings 
of  the  Edinburgh  Mathemaiical  Sociely  (t.  xxiii,  1905,  p.  2),  et  enfin  deux  travaux  de  MM. 
Neuberg  et  Gob,  publiés  en  1906  dans  les  Mémoires  de  la  Société  R.  des  Sciences  de  Liège. 
Dans  les  écrits  de  Serret,  Weill,  M.  Neuberg  et  M.  Gob,  le  théorèine  est  étudié  par  des 
prooédés  purement  géométriques. 

Les  coordonnées  du  centre  du  cercle  passant  par  les  trois  sommets  de  riiypocycloide  en- 
visagée,  rapportées  aux  axes  auxquels  on  a  rapporté  d'abord  le  cercle  donné,  sont  (/^,  k),  et 
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le  r;iyon  de  ce  dernier  cercle  est  double  d  i  rnyon  de  eelui-là;  en  tenant  compte  des  relations 

(11),  on  voit  dono  que  le  cercle  tritangent  mentionné  coincide  avec  la  ligne  noinmée  dan»  la 

Géométi-ie  du  triangie  cercle  d'Eiãer  ou  cercle  des  neuf  points. 

Nona  observerons  encore  que  Téquation  de  riiypocycloide  ne  dépend  pas  de  la  position  des 

somraets  du  triangie  sur  la  circonférence,  et  que  par  conséquent,  si  le  triangie  varie,  Thypo- 

cycloide  cliange  de  position,  mais  ne  cliange  pas  de  grandeur.    Si,  en  particulier,  le  triangie 

2                     2 
est  équilatéral,  on  peut  faire  àf^  =  0,   Ôi  == -^  x,   6-2  = .y  r.,   et  on  a   A  =  0,   A;  =  0;   alors  le 

centre  de  la  courbe  coincide  avec  le  centre  du  cercle  oíi  le  triangie  est  inscrit. 

Reniarquons  enfin:  1."  que  la  pedale  de  cliaque  sonimet  du  triangie  est  perpendicuiaire 
au  côté  opposé,  et  que  par  conséquent  cette  droite  est  tangente  à  Thypocycloide;  2.°  que  Ia 
pedale  du  point  oit  la  droite  passant  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  par  un  soniuiet 
rencontre  de  nouveau  ce  cercle  coincide  avec  le  côté  du  triangie  opposé  à  ce  sommet,  et  que 
pourtant  riiypocyeloide  est  tangente  aux  trois  côtés  du  triangie. 

Le  théorème  de  Steiner  peut  être  généralisé.  On  peut  projeter  le  point  M  du  cercle  sur 
les  côtés  du  triangie  inscrit  au  nioyen  de  droites  forraant  un  angle  constant  avec  ces  côtés; 
les  pieds  de  ces  perpendiculaires  sont  encore  situes  sur  une  droite  (Ponceiet:  Trai/é  des pro- 
priéfés  projecdves,  IH^^J,  |  468),  et  Tenveloppe  de  cette  droite  est  une  hypocydoíde  de  trois 
rebrousseuients.  On  peut  voir  dans  Técrit  de  M.  Gob  mentionné  ci-dessus  une  dénaonstration 
géométrique  de   cette  proposition   due  à  M.  Neuberg,    et  les  consequentes  qui  en  découlent. 

580.  Les  podaires  de  rhypocycloide  à  trois  rebroussements  ont  été  envisagées  par  G. 
de  Longcliamps  dans  le  Journal  de  Mathématiqiies  spéciales  (1887,  p.  203  et  220),  par  M. 
Brocard  dans  ce  méme  recueil  (1891,  p.  32)  et  par  M.  Neuberg  (1.  c).  EUes  sont  identiques, 
dans  les  trois  cas  qu'on  va  considérer,  à  quelques  courbes  remarquables  qui  ont  été  étudiées 
dans  le  volume  précédent,  comrae  on  va  le  voir. 

Prenons  pour  origine  des  coordoimées  le  sonnnet  C  de  rhypocycloide.  L'équation  (4  i  des 
tangentes  à  cette  courbe  prend  alors  la  forme 

(<2-Ll)(?/-í^)-{-4r<  =  0 

et  Téquation  de  ia  perpendicuiaire  à  cette  droite,  issue  du  point  («,  i),  est  pourtant 

t{ij  —  b)  +  x  —  a  =  Q. 

En  éliminant  t  entre  ces  équations,  on  obtient  1  equation  de  la  podaire  de  la  ligne  consi- 
dérée,  par  rapport  au  point  (ff,  l>),  savoir: 

[(x - af' -ritj- 1)*]  [y {y -h)  +  x{x- «)]  =  Ar (x -a)(y- hy-, 
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ou,  en  transportant  Torigine  iles  coordonnées  au  point  (a,  i), 

(A)  (x^  +  f)  [y  {y  +  l)^-x{x^  «)]  =  ArxyK 

Si  le  point  («,  b)  est  situe  sur  la  circonférence  tritangente  CC1C2,  on  a 

«  =  »•(!  +  cos  (o),     &  =  )•  sin  o>, 

O)  désignant  Taiigle  que  la  droite  passant  par  le  centre  de  cette  circonférence  et  par  ie  point 
(a,  h)  fait  avec  Taxe  des  abscisses.  Aiors,  en  posant  £c=rjcos6,  ?/=psin6',  Téquation  de  la 
podaire  prend  ia  forme 

p  =  —  r  [cos  (6  —  (o)  +  cos  36], 


p  =  —  2r  cos  (26 ^  lu  1  cos  (,S  +  —  oj), 

1  /  /        I         "^ 

ou  ennn,  en  changeant  7  en  (/  i  -j-, 

3 

p  =  —  2r  cos  2  6  cos  (6 -I  -^  (o). 

Done  (n."  323),  la  podaire  de  rkt/pocycloide  à  trois  rehroussements ,  jmr  rapport  ã  wn 
poitit  quelconque  de  la  circonférence  tritangente  CCjCj.  est  un  trifolium  (G.  de  Longchamps, 
I.  c). 

Supposons  maintenant  que  le  point  (a,  h)  est  situe  sur  la  droite  CA.  En  posant  alors 
6  =  0  dans  l'équation  (A),  on  obtient  celle-ci: 

p  =  —  d  cos  b  +  4;-  cos  6  sin-  6, 

laquelle  represente  une  rosace  à  trois  feuiJles  quand  «  ^  »•,  un  foliiim  doxihle  (n.°  319)  lorsque 

rt  =  O,    \\n  foliam  simp)le  (n."  316)  si  «  =  4r,  un  trifolium  (n."  323)  quand  a  =  2r  (Brocard, 
1.  c). 

Supposons  maintenant  que  le  point  (a,  b)  est  situo  sur  lliypocycloide  donnée.  Alors  on  a 


3-6t^  -  '*    ,      _  4ra-<2)  Srt3^ 


Mais,  en  prenant  pour  axe  des  abscisses  une  droite  faisant  un  angle  égal  à  y  avec  Taxe 
primitif  OA,  i'  désignant  Tangle  que  la  tangente  à  Ihypocyeloíde  au  point  ('-/,  b)  fait  avec  OA, 
et  en    prenant   pour   axe  des  ordonnóes  la  perpendiculaire   au  nouvel  axe   des  abscisses,    on 
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peut  raettre  réqiiation  géuérale  des  podaires  de  riiypocycloide  sous  la  forme 

(x?  +  y\f  +  [íí  («I  cos  -f  —  2/1  sin  -,)  4-  í»  («i  siii  -,-  +  yi  cos  •()]  (*?  +  ?/!) 
—  Ar  {xí  cos  Y  —  y\  sin  y)  (íci  siii  ,'  +  yi  cos y)'  =  0. 

En  substituant  maintenant  dans  cette  équation  les  valeiírs  de  a  et  ò,  et  celles  de  sin  y  et 
eosY  qui  résiiltent  de  Tégalité  tangY  =  <,  oii  obtient  une  équation  de  la  forme 

Donc  (n."  319),  la  poda  ire  de  Vhypocycloide  jpar  rnpporl  à  un  point  de  la  coiirhe  est  un 
foliiim  double  (Neuberg,  1.  c). 

581.  Soienf  M  et  N  deux  poiíifs  d'nne  circonférence  (fiçj.  139)  fels  que  IMOC  =  2ISI0C. 
L'e7iveloppe  des  pontions  que  la  droite  JIN  prend,  quand  M  et  N  varient,  est  une  hyjíocycloide 

de  tt  oís  rebroussements  ayant  un  sommet  á  C 

Cette  proposition  est  un  corollaire  du  théorème  démon- 
tré  au  n."  561.  lín  changeant  dans  les  formules  données 
dans  ce  paragraphe  r  en  — r  et  en  faisant  ensuite  R  =  3r, 
on  obtient  la  proposition  qu'on  vient  d'énoncer,  et  on  voit 
que,  si  le  rayon  OC  du  cercle  est  égal  à  r,  riiypocyeloide 
devient  identique  à  celie  que  les  équations  (1)  représentent. 

Prenons  sur  la  droite  MN  un  point  K  tel  que  MK— MN. 
Le  point  K  appartl.fut  à  Vhypocycloide  envisagée. 

En  tíffet,  en  traçant  par  le  point  O  la  droite  OL,  per- 
pendiculaire  à  MN,  et  en  projetant  la  ligne  KLO  sur  les 
axes  des  absuisses  et  des  ordonnées,  on  a,  x  et  y  étant  les 
foordonnés  du  point  K, 

a;  =  -  KL  sin  LOC  -  LO  cos  LOC, 
y=      KL  cos  LOC -LO  sin  LOC; 

or,  en  representam  par  (o  Tangle  MOC  et  par  )•  le  rayon 
du  cercle,  nous  avons 


LO  =  )•  cos  LON  =^  r  cos 


■O), 


KL  =  3LN 


3)'  sin  — -  <i), 


LOC  =  -5- o; 


pourtant  le  lieu  de  K  est  represente  par  les  équations 

x  =  r  (cos  2co  —  2  cos  c»),     y  —  /•  (sin  2co  +  2  sin  io\ 
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qui  représentent  riiypoeycloíde  considérée,  comine  on  le  voit  immédiateinent  en  reraplaçant 
01  par  r.  —  a. 

Les  deux  propositions  qu'on  vient  d'éiionL'er  ont  été  déraontrées  par  Creraona.  R.  Town- 
send  a  fait  voir,  dans  V Educational  Times  Reprint  (t.  iv,  1866,  p.  13),  qu'on  en  peut  déduire 
la  pliipart  des  propriétés  de  la  coiirbe  envisagée  découvertes  par  Steiner. 

Signalons  une  conséquence  de  la  preniière  des  propositions  qii'on  vient  de  démontrer. 

La  tangente  à  la  circonférence  MCN  au  point  C  coupe  la  droite  MN  à  un  point  P  (non 
marque  dans  la  figure)  tel  que  les  angles  MCP  et  CPM  sont  égaux.  La  perpendiculaire 
baissée  de  M  sui-  CP  divise  par  conséquent  ce  segment  en  deux  parties  égales.  Donc,  la 
tanrienfe  à  Vhjjpoajcloíde  au  sommet  C  coupe  une  autre  tangente  quelconque  MN  en  un  point 
P  tel  que  le  pied  de  la  j^erpendiculaire  baissé  de  l'un  des  points  M  oh  cetie  tangente  coupe  le 
ccvcle  2>cissant  pinr  le^  sommets  de  la  courbe  sur  CP,  divhe  CK  en  deux  parties  égales  (M.  Bro- 
card,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques ,  1869,  p.  4Õ;  M.  Cahen,  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
ihêmaiiques,  187Õ,  p.  21). 

582.  Considérons  un  autre  point  V  de  la  mêine  tangente  ]\IN  à  riiypocyeloide,  tel  qu'on 
ait  VN  =  NM,  et  cherchons  la  eourbe  que  V  décrit,  quand  MN  engendre  Ihypocycloide. 

En  jirojetant  pour  cela  la  ligne  VLO  sur  les 
axes  des  coordonnées  et  en  représentant  par  x\  et 
y\  les  coordonnées  du  point  V,  on  trouve 


£ci  =  -  (OL  cos  LOC  -  LV  sin  LOC), 
yi  =  —  (OL  cos  LOS  +  L  V  sin  LOS), 

ou,  en  procédant  comme  dans  la  question  precedente, 

xci  =  ?•  (cos  tu  —  2  cos  2(o),     y{=  —  '■  (sin  co  4-  2  sin  2o)). 

Ces  équations  déterniinent  le  iieu  de  Y;  et,  en 
éiiminant  co  entre  elles,  on  obtient  Téquation  carté- 
sienne  de  ce  Iieu,  suvoir 


Fig.  140 


y\  +  {2x]  -  3r.T,  -  ^  r^)  y]  -  {x^  +  r)  {n  +  3í')  (x,  -^rf  =  0. 


Líi  quartique  définie  par  cette  équation  a  été  étudiée  par  G.  de  Longcliamps  en  1885, 
dans  le  Journal  de  Mathématiques  spéciales,  et  par  MM.  Brocard  et  d'Ocagne  en  1886,  dans  le 
mêiue  reeueil.  Elle  est  représentée  dans  la  figure  140.  Cette  ligne  possède  trois  axes  aA,  aiA{ 
et  «2A-2,  qui  font  des  angles  de  60°  ou  120°,  un  centre  O  et  trois  noeuds,  placés  sur  ces  axes, 
3 


k  la  distance  -^  r 


du  centre;    et  elle   est  tangente   aux  circonférences  de  rayon  )•  et  3r  aux 
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jioints  C,  Cl  d  et  aj,  «f,  03,  respectivement;  ces  points  sont  les  somiuets  de  deux  triangles 
équilatéraux.  On  a  encore  represente  dans  la  íigiire  140  l'hypocycloide  eiigendrée  par  K 
ffig.  JS9J,  quaiid  V  engendre  la  quartique  qu'on  vient  de  considérer,  pour  rendre  évident  la 
connexion  de  ces  deux  lignes. 

583.  Signalons  uiaintenant  quelques  propriétés  de  rhypocycloide  eonsidérée  qui  sout 
des  conséquences  iiumédiates  des  théorèmes  gónéraux  sur  les  hypocycloídes  exposés  précé- 
deiument. 

l.*^  L'équation  de  la  polaire  de  l'liypocycloide  à  trois  rebroussements,  par  rapport  h  un 
cercle  de  rayon  égal  à  p  ayant  le  centre  à  O,  est  représentée  par  Téquation  (n."  558),  rap- 
portée  aux  coordonnées  polaires, 

pi 


on,  en  remplaçant  6  par  6 ^, 


í- cos  36' 


Pourtant  la  polaire  eonsidérée  coincide  avec  la  cubique  envisagée  au  n.°  110. 
2.*^  Le  rayon  de  courbure  de  rhypocycloíde  à  trois  rebroussements  à  un  point  M  est  de- 
termine par  réqnation 

3 

Ri  =  8>'  sin  —  «  =  4/c, 

oíi  k  designe  la  distance  de  ce  point  au  point  de  contact  du  cercle  générateur  passant  par  M 
avec  le  cercle  fixe. 

Les  coordonnées  («j,  yi)  du  centre  de  courbure  correspondant  au  même  point  M  sont 
données  par  les  équations 

xi  =  3)-  (2  cos  a.  —  cos  2a),     1/1  =  3?-  (2  sin  x  -f  sin  2a), 

ou,  en  remplaçant  a  par  a  +  x, 

xi  =  — 3r  (2cos«  +  cos  2a),     i/i  =  —  3/-  i2sin  a  —  sin  2a). 

La  développée  de  l'hypocycldide  à  trois  rebroussements  est  une  autre  hypocycloide  de  la  même 
nature,  engendrée  par  un  cercle  de  rayon  triple  de  celui  qui  engendre  celle-lá.  Les  sommets  de 
la  développée  sont  situes  sur  les  droites  qui  passent  par  le  centre  du  cercle  fixe  et  par  les  points 
de  rebroussement  de  V hypocycloide  donnée. 
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3.'-'  Laire  A  de  Tespace  compris  entre  l'bypocyeloide  et  les  rayons  dii  cercle  íixe  passant 
par  deux  points  de  rebroussement  consécutifs  est  déterminée  par  léquation  (n."  563) 

A  2  , 


Taire  de  Tespace  limite  par  la  courbe  est  pourtant  égale  à  2-r-. 

4.*^  La  ioiigueur  de  Tare  compris  entre  deux  points  de  rebroussement  est  égale  à  -^~r,  et 
la  longueur  totale  de  la  courbe  est  pourtant  égale  à  4-/-. 

Õ.'=  L'éqiiation  intrinsèque  de  la  même  ligne  est  (n."  5(33) 

27a2  +  R-|  =  64;-^ 

Cette  équation  a  été  employée  par  Cesàro  pour  démontrer  le  tliéorínie  considere  au 
n."  579,  dans  un  article  inséré  aux  NoiíveUes  Anuales  (1887,  p.  2Õ7). 

584.  On  a  vu  au  n."  272  que- la  cardioíde  peut  représenter  une  perspecti\e  de  toutes 
les  quartiques  à  trois  points  de  rebroussement.  Nous  allons  maintenant  démontrer  que  Thy- 
pocyeloíde  à  trois  rebroussements  jouit  de  la  même  propriété. 

Censidérons  d'abord  une  quartique  quelconque  à  trois  points  doubles  de  nature  arbitraire 
et  rapportons  cette  conrbe  à  un  triangle  de  référenee  ayant  les  sommets  à  ces  points  doubles. 
En  représentant  par  .rj,  y{  et  zi  les  coordonnées  trilinéaires  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe,  et  en  observant  que  chacune  des  droites  xi  =0,  z/i  =  O,  si  =0  coupe  la  courbe  à  deux 
sommets  du  triangle  et  que  à  cliacun  de  ces  points  sont  réunies  deux  interseetions,  on  voit 
que  Téquation  de  la  quartique  considérée  a  la  forme 

Ãy1zi  +  '&x\z\-^V.x]y\+J)x\yi  Zi  f  £?/>,  z,  +  Yz]xi  y,  =  0. 

Cette  équation  represente  dcnc  toutes  les  quartiques  à  trois  points  doubles. 

Une  droite  quelconque  pasíant  par  les  points  d'intersection  des  côtés  a;i=0  et  yi  =  0  du 
triangle  de  référenee  esl  représentée  par  Téquation  y\  =A«i,  et  coupe  la  courbe  aux  quatre 
points  determines  par  cette  autre 

ocr  {klâ  z\  +  V>z\  +  C/>;2  ir?  +  D/tíc,  z,  +  E/.:^  x^zk  +  FA-z?]  =  O ; 

et  pourtant  la  condition  pour  que  cette  droite  soit  tangente  à  la  quartique  au  sommet  du  tri- 
angle ou  a-i  =  O  et  yi  =  O  est 

AF  +  FA;  +  B  =  0. 
Aux   deux  valeurs    de  !<.    déterminées  par  cette  équation  correspondent  deux  tangentes  à 

VOL.    V  Z 
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Ia  couibe  au  sommet  considere,  et  la  condition  pour  que  ces  tangentes  eoíncident  est 

F^-4AB  =  0. 

De  niême,  les  conditions  pour  que  les  tangentes  à  la  quartique  à  chacun  des  deux  autres 
sommets  du  triangle  eoíncident  sont 

E2-4AC  =  0,     D-í-4BC  =  0. 

Donc    les  équations   qui  déteriuinent   les  valeurs  que  doivent   avoir  F,  E  et  D  pour  que 
les  trois  sommets  du  triangle  considere  soieiít  des  poiuts  de  rebrousseraent  sont 

F  =  ±2VAB,     E  =  ±2lAC,     D  =  ±2v/BC. 

Or,  on  voit  aisément  que,  si  dans  ces  relations  on  prend  les  signes  supérieurs,  l'équation 
correspondante,  savoir 

( /Ãt/i  zi  +  v/Bíci  Zi  -f  l/Cxi  ijif  =  O, 

represente  deux  coniques  coincidentes.  De  même,  quand  on  prend  deux  signes  inférieurs  et 
un  supérieur,  ou  deux  signes  supérieurs  et  un  inférieur,  Téquation  represente  encore  deux 
coniques  coincidents.  Si  Ton  prend  les  signes  inférieurs,  on  obtient  Téquation 

Ay]  z1  +  Bx]  st  +  Ca;?  t/r  =  2*i  yi  .n  ( v/BCa;i  +  l/ÃC^,  +  VÃBzt), 

qui,  en  posant 

Xi=VÃX,     2/i=/BY,     g,  =  v/CZ, 
prend  Ia  forme 

X2  Y2  +  X2  Z^  +  Y^  7J  =  2X YZ  (X  +  Y  +  Z). 

Cette  équation  coincide  avec  Téquation  (9)  du  n.°  578.  Donc,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions 

3r(2X-Y-Z)  _  3rV^3(Y-Z) 

'^^    2(X  +  Y  +  Zj   '    ^~     X+Y  +  Z    ' 

qui  résultent  des  relations  (8),  et  en  remarquant  que  les  coordonnées  X,  Y  et  Z  sont  des  fon- 
ctions  linéaires  des  coordonnées  cartésiennes  des  points  de  la  quartique  donnóe,  on  voit  que 
ces  dernières  coordonnées  et  celles  de  Thypocycloide  à  trois  rebroussements  sont  liées  par 
les  relations  qui  définissent   la  transformation  homographique.    Pourtant  (n.°  148),   Vhypocy- 


j 
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clozãe  à  trois  rebroussements  peut  représenter  xine  perspective  de  toute  quartique  à  róis  rebrous- 
sements. 

Comme  conséquence  de  cette  proposition,  on  peut  généraliser  à  toutes  les  quartiques  à 
trois  rebroussements  les  piopriétés  projectives  de  rhypocyeloide  considérée. 

Remarquons  que  la  dernière  éqiiation  peut  être  mise  sous  la  forme 

l/XY-+l/XZ  +  v/YZ  =  0, 
ou 

__L        _1        _  J. 

X    2-j_Y    2+z    2=0, 

et  qu'il  resulte  de  ceite  équation  que  les  quartiques  à  trois  points  de  rebroussement  appar- 
tiennent  à  la  classe  des  courbes  algébriqueS  désignées  sous  le  nora  de  courhes  friangiãuires 
symétriques,  lesquelles  seront  étudiées  plus  loin. 


V. 
Les  «WAeloppantos  du  cerele. 

585.  Parmi  les  courbes  épicycloídales  remarquables  on  doit  encore  signaler  la  dévelop- 
pante  du  cerele^  laquelle  correspond  au  cas  particulier  oíi  le  rayon  du  cerele  mobile  devient 
infini.  Alors  ce  cerele  se  réduit  à  une  droite,  et  répicycloide  correspondante  est  engendrée 
par  un  point  de  cette  droite,  roulant  sur  le  cerele  fixe. 

Les  équations  de  la  développante  dii  cerele  peuvent  être  déduites  des  équations  générales 

T>  D 

des  épicycloides,  en  reraplaçant  dans  cellesci  sin  -    x  et  cos  -  a  par  leurs  développements  en 

1'  r 

série  et  en  faisant  ensuite  r=  x.  On  obtient  ainsi  les  équations 

(1)  a;  =  R(cos  a  +  «  sin  a),     y  =  R  fbin  a  —  a  cos  a). 

La  développante  du  cerele  a  été  envisagée  par  Huygens  vers  1693.  Comme  les  horologes 
à  pendule  ne  pouvaient  êtrè  eniployées  à  la  mer,  à  cause  des  peturbations  produites  par  les 
mouvements  des  vaisseaux,  le  célebre  géoraètre  a  clierché  un  moyen  de  réaliser  un  mouve- 
ment  périodique  isoelirone  à  Tabri  des  ces  peturbations;  or,  dans  lappareil  qu'il  a  imagine 
pour  cela,  la  développante  du  cerele  joue  un  role  essentiel.  II  a  fait  mention  de  son  invention 
dans  un  article  inséré  au  volume  correspondant  à  1693  des  Acta  eruditorum  [Opera,  t.  X, 
p.  515),    mais  il  ne   Ta  pas   exposée  dans   cet  écrit.    On  en   a  eu   connaissance  par  quelques 
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pièces  mainiscrites,  dont  uii  extrait  a  été  publié  en  1883  par  Uylenbroek  dans  les  Exercita- 
tiones  geometricae. 

La  développante  du  cercle  a  été  encore  considórée  par  Jean  Bernoulli,  daiis  les  Lectiones 

mathematicae  (Opera,  t.  iii,  p.  446).  qui 
en  a  determine  les  aires  et  la  longiieiir  des 
ares,  par  Coles,  dans  V Harmonia  mensu- 
ranim  (1722,  p.  84),  ou  il  Ta  rattacliée 
à  la  spiíale  tractriee,  par  Clairaut,  dans 
les  Mémoires  de  V Acudémie  des  Sciences 
de  Paris,  1740,  oii  il  a  étahli  une  relation 
entre  cette  ligne  et  la  spirale  d'Arehiiiiède, 
etc.  Parmi  les  aiileurs  (pii  ont  éludié  cette 
courbe  plus  modernement,  noas  mention- 
nerons  Cliasles  (Correspondunce  matJié- 
mutique  de  Quetelet,  t.  I,  1832,  p.  41), 
-X  Mannheira  (Nouvellvs  Annales  de  Mathé- 
matiques,  1880.  p.  18G),  M.  Neuberg 
(Nuuvelle  Currespondance,  t.  VI,  1880, 
p.  408),  M.  Pirondini  {Periódico  di  Ma- 
temática, t.  XII,  1897,  p.  112). 

La  courbe  qu'on  vient  de  délinir  peut 
étre  construite  três  aisément.  tíupposons 
ífig.  141)  que  A?)iA  soit  le  cercle  fixe 
donné,  que  PQ  soit  la  droite  mobile  et 
que  A  soit  la  position  initiale  du  point 
générateur  de  la  courbe.  Trayons  la  tan- 
gente w)M  au  cercle  à  un  point  m  quel- 
conque,  et  prenons  sur  cette  droite  un 
segnient  fiiM  égal  à  la  longueur  de  Tare 
A?rt.  Le  point  M  apparlient  à  la  dévelop- 
pante considérée.  En  faisant  varier  le  point  m,  on  obtient  la  courbe  AMM1M2M3  ...,  qui 
fait  un  nombre  infini  de  circonvolutions  autour  du  cercle  donné.  Daprès  la  théorie  générale 
<les  développantes,  la  normale  à  cette  courbe  à  un  point  (pielconque  JM  coincide  avec  la  tan- 
gente Mm  au  cercle. 


Fig.  141 


õ86.     Pour  rectifier  la  développante  du  cercle,  on  peut  reeourir  à  la  relation 

ds^  =  dx^-  +  dif  =  R-2  a'^  c/a2, 

dont  on  déduit,  en  remarquant  que  a  represente  la  valeur  de  Tangle  fornié  par  le  vecteur  du 
point  de  contact  de  la  droite  mobile  avec  l'axe  OX,  que  la  longueur  s  de  Tare  AMMi  corres- 
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pondant  à  Ia  valeur  a  de  1'aDgle  AOíííi  est  déterminée  par  l'équation  s  =  —  Ra-.  Done,  la  lon- 

;/ueur  de  Vare  AMi  est  la  troisihne  proportionnelle  entre  la  longueur  de  Vare  Ánn  da  cerele  et 
le  diametre  (Jean  Bernoulli,  1.  c). 

L'aire   balayée  par   le  vecteui*   du  point  M,  qiiand   ce  point   décrit  Tare  AMi,    peut  être 
obtenue  au  moyen  de  la  relation 

í/A  =  —-  [x  ~y   —  y  -r-\  dy.  =  a-  dx, 
2    \     da      ''  daj  ' 

qui  donne 

A  =  i-R2a3. 

D 


Comme   le  seginent  Mj  «2|    est  égal  à  la  longueur  de  Tare  Aí?jí/í|  du  cerele,  e'est-à-dire  à 

6  '2 


Ra,  Taire  de  Tespaee  AOnij  Mi  MA  est  égale  à      -  R- a^  -}-— -R*a.  Pourtant  Taire  de  Tespaee 


eoinpris  entre  Tare  AMMi,  ia  droite  wi  M|  et  Tare  Awííííi  du  cerele  est  égale  à  —  R-  y?  (Jean 

Bernoulli,  1.  c),    et  par   conséquent  égale  à  Taire    de  lespace  compris  entre  Tare  AJlMi,  le 
vecteur  du  point  Mi  et  la  droite  OA. 

587.  Comme  wi  ili  est  le  rayon  Rj  de  courbure  de  la  développaate  considérée  corres- 
pondant  au  point  Mi,  on  a  R|  =  R3;;  pourtant  Véqvalion  intrinsèque  de  cette  ligne  est 

Rí  =  2«R. 

Ou  en  conelut  que,  si  la  développante  du  cerele  roule  sur  la  droite  OA,  les  centres  de 
courJnire  correspondant  aux  poinfs  ou  la  courhe  est  tangente  à  celte  droite,  sont  situes  sur  la 
parahole  représentée  par  Véquation 

i/  =  2E(x~'R). 

588.  La  podaire  de  la  déveloj)pante  du  eercle,  p)ar  rapport  au  point  O,  est  une  spirale 
d'Archimede  (Mannheim,  Nouvelles  Annales  de  Matltéiuatiques,  1880,  p.  186). 

La  tangente  à  la  courbe  considérée  est,  en  eífet,  représentée  par  Téquation 

y  cos  a  —  «sin  a  +  Ra  =  O, 
et  la  perpendiculaire  à  cette  droite,  menée  par  le  point  O,  par  cette  autre: 

y  sin  a  +  a*  cos  a  =  O ; 
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or,  ces  équations  donnent 

ar  =  Ra  sina,     ?/  =  — Racosa; 

pourtant  réquation  cartésieiíne  de  la  j^odaire  inentionnée  est 

et  réquation  polaiie  de  la  méme  eourbe,  rapportée  au  pôle  O  et  à  laxe  OY,  est 

p  =  Re. 

380.     Les  équations  (1)  donnent 

X  cos  oí-\-y  sin  a  =  R,     £c*  +  ?/^  =  R^  (1  +  «^), 
d'ou  lon  dédiíit,  en  éliminant  a,  Téquation  eaitésienne  de  la  développante,  savoir: 


X  cos ^ h  y  sin ^ =  K. 


L'équation  polaire  de  la  même  eourbe  est  donc 


i/^2_R2         _    _R 

P 


are  cos  — . 
K 


Par  conséquent   (n.°  484)    la  conrhe   inverse  de  la  développante  du  cercle,  par  rapport  au 
centre  de  ce  cercle^  est  la  sjnrale  tractrice  (Cotes,  1.  c). 

500.     La  polaire  de  la  eourbe  considérée  par  rapport  à  un  cercle  C  de  rayon  K,  ayant  le 
centre  au  point  O,  est  une  spirale  hyperbolique  (M.  Keuberg,  I.  c). 
En  eíFet,  Téquation 

R  (cos  a  4  o  sin  a)  a;  +  R  (sin  a  —  a  cos  a)y=  /.", 

qiii  represente  la  polaire  du  point  {x,  y)  de  la  développante  considérée  par  rapport  au  cercle 
C,  et  réquation 

X  cos  a  4-  jf  sin  a  =  O, 
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qu'oii  obtient  en  dérivant  eelle-là,  donnent  ces  autres: 

K^  sin  a  X*  cos  a 

'^^      Ra     '      y^  Ra"' 

qui  déterminent  les  coordonnées  de  la  polaire  de  la  développante  par  rapport  aii  cercie  C. 
Or  ces  équations  donnent,  en  taisant  a;  =  [>sin6,  í/  =  [jcos0, 

Cette  polaire  est,  coiume  on  le  devait  attendre,  inverse  de  la  podaire  de  la  développante. 

591.  L'équation  du  cercle  ayant  le  centre  à  im  point  de  la  développante  dii  cercle  et 
passant  par  le  point  O  est 

«'"^  +  ^'  —  ^I^  ['-'OS  a  +  a  sin  a)  x  -f-  (sin  a  —  «  cos  a)  y]  =  O. 

L'enveloppe  des  positions  que  ce  cercle  prend,  quand  a  varie,  est  représentée  par  Téqua- 
tion  qui  resulte  de  réiimination  de  a  entre  cette  équation  et  celle-ci: 

'    £ccosa  + ?/sin  c<  =  0; 

or,  en  faisant  a;  =  o  sino,  ?/  =  pcos6,  cette  équation  donne  y  =  —  6,  et  Fautre  donne  ensuite 
p=--2R0;  pourtant  cette  euveloppe  est  une  spirale  d'Arcliiiuède.  En  appliquant  un  théorème 
general  de  la  théorie  des  caustiques,  nous  pouvons  donc  énoncer  cette  proposition: 

La  caustique  par  réflexion  de  la  développaitte  du  cercle  jyour  les  rayons  luiinneiix  issus  du 
centre  de  ce  cercle  est  la  développée  de  la  spirale  d' Archimede  (Chaslee,  1.  c). 

59ã.  Menons  par  le  point  Mi  une  tangente  à  la  développante  du  cercle  et  prenons  sur 
cette  droite  un  point  (a  h),  tel  que  Tangle  tbrmé  par  cette  tangente  avec  la  droite  qui  passe 
par  ce  point  et  par  O  ait  une  valeur  donnée  -r^.  On  a,  en  représentant  par  6  Fangle  que  la 
dernière  droite  fait  avec  OX  et  en  observant  que  la  tangente  à  la  développante  au  point  lli 
est  parallèle  à  la  droite  0/»i, 

h  cos  a  —  a  sin  a  -\-  Ra  =  O,     r,  =  a  —  6, 

et  pourtant,  en  posant  a  =  rjcosoc,  J  =  o  sin  a, 

p  sin  T|  =  R  (6  +  r,") . 
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Le  lieii  décrit  par  {a,  h),  qiiand  la  tangente  glisse  sur  la  couibe,  est  donc  une  spirale 
tl'Archiraède  (Cliasles,  1.  c). 

593.  Si  l'on  niène  la  tangente  à  la  développante  du  cercle  au  point  Mi  et  si  Ton  prend 
sur  cette  tangente,  à  i)artir  de  ce  point,  dans  le  sens  de  son  intersection  aves  OX,  un  se- 
gment  de  longueur  égale  à  celle  de  l'arc  kmm{  du  cercle,  on  oblient  un  point  de  la  denxihne 
développante  du  cercle  ayant  l'origine  au  point  A.  Coniuie  Tangle  que  la  tangente  mentionnée 

fait  avec  Taxe  OX  est  égal  à  «  et  la  longueur  de  l'axe  A)í/»ii  est  égale  à  —Ra*,  les  équa- 
tions  de  cette  développante  sont 

a;  =  R  (cos  a  +  a  sin  a —  a-  cos  «),     y  =  ^  (sin  a  —  a  cos  a —a-  sin  «) ; 

et  les  équations  qui  déterininent  langle  o)2  que  Ia  tangente  à  cette  ligne  au  point  (x,  ij)  tait 
avec  Taxe  OX,  le  rayon  de  courbure  à  ee  point  et  la  longueur  de  Tare  compris  entre  les 
points  A  et  (a-,  y),  sont 


(0-2  ^ 


=  «  —  y,     R2  =  ^  R«-,    S2  =  ^— g  R. 
Les  équations  d'iine  aulre  développante  de  AJIIM)    ....  située  à  la  distance  h  de  eelle-ci, 


sont 


1 


o;  =  R  (cos  'J.  -f  a  sin  a ^  a-  cos  cí)  —  h  cos  «,' 

y  =  R  (sin  a  —  5£  cos  a —or.-  sin  a)  —  h  sin  a, 

En  représentant   par  r  et  par  Rj  le  vecteur   du  point  (x,  y)   de  cette  courbe  et  le  rayon 
de  courbure  au  même  point,  on  a 

,.2  _  R2  j']  _^  }_A  +  ^2  _  2RÃ  +  E/ía2, 

r;  =  4"  R»-  -V  h, 

et  par  suite 

(RV)2-r2  =  R(2//-R). 

Donc,   la  dijférence   entre  le  carré  du  rayon   de  courbure  R-í  et  le  carré  du  vecteur  r  est 

constante   (M.  Lecornu,  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  Xxi,  1898,  p.  85). 

II  resulte  encore  de  la  dernière  relation  que  la  ãeuxihne  développante  du  cercle  correspon- 
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1 


dant  à  h^  —HJouit  de  la  pvopriélé  d'être  nulle,  en  tout  le  point,  la  différence  entre  le  rayon 

de  courbure  et  le  vecteur  dii  même  point. 

Les  éqiiations  de  cette  dernière  développante  sont 


X-- 


1 


R  [(1  —  a-)  cosa-f  2s£sin  s;],     ^  = -r- R  [(1  —  a')  sin  a  -2a  cos  a], 


et  donnent,  en  posant  «  =  pcos0,  ?/=psin0, 


p  sin  (a  —  0)  =  R:z,      p  =  — R(l+a*); 


réquation  polaire  de  la  inême  ligne  est  done 


(2) 


V"^-^- 


o  — R 

■are cos  ' 

P 


Le  problème  qui  a  pour  but  de  déterminer  les  courbes  dont  Iç  rayon  de  courbure  est,  en 
tout  le  point,  égal  au  vecteur  du  même  point,  a  étc  considere  par  Sturni  dans  son  Cours 
d'Anal}jse.  L'équation  différentieile  de  ces  courbes  est 


f  + 


diY 

dQ 


r 


dh 


r  -  p 


■^'S 


et   il  resulte   de  ce   qu'on  vient   de  voir,    que  la   ligne  reprcsentée   par  léquation  (2)    en  est 
l'unique  solution.  En  eíFet,  l'équation 


Q  +  C: 


V' 


2p-R  p- 

—  are  cos  ^— 


R 


R 


qui  represente  la  même  ligne  que  Téquation  (2),  quelle  que  soit  la  valeur  de  c,  satisfait  à 
réquation  différentieile  mentionnée,  et,  comme  elle  a  deux  constantes  arbitraires  c  et  R,  elle 
en  represente  Tintégrale  générale. 

On  peiít   déterminer  aisément   la  troisième,    quatrième,  etc.    développantes  du  cercle,   en 
observant   que  les   angles  formes  par  les  tangentes  à  ces  courbes  à  Torigine  A  sont  périodi- 

quement  égaux  à  O, ^,  ~  et  -jr-.  Les  équations  de  la  développante  d'ordre  n  sont 


Rcos«(l-|^  +  -|j-...±|^)  +  Rsin.(a-^+...  +  -^^-^ 

a"  \ 


a^        cí* 
3/  =  Rsin«(l-^+^ 


31 


a-'  .        rx 

:  cos  a  I  a  —  -;^-r  + .  .  .  ± 


11-1 


(n-l)ir 


VOL.    V 


AA 
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quaiul  11  est  pair,  et 


y 


p    .       /,        «2        «4  ««-1     \  /         a3  _  «"  \ 


si  Ji  est  impair. 

La  longueiir   de  l'arc   compris  entre  A  et   le  point  (a?,  y)  et  la  valeur  du  rayon  de  cour- 
ln)i'e  à  ce  point  sont  détenninées  par  les  équations 

«"+*  o" 

(n  +  1 ) !  n  ! 

d'ou  il  resulte  qui-  l'éiiiiation  intrinsèque  de  cette  développante  est 

1  n 

R  V  «4-1    11+1 


R«  =  ("  +  1)(;7t)     *"    • 


]\[.  Pirundini  a  donné  une  démonstration  directa  clémentaire  du  cette  dernière  formule 
dans  le  Periódico  di  Matemática  (t.  xix,  1903),  et  en  a  dédiíit  phisieurs  relations  interessantes 
entre  les  rayons  de  courbure,  la  longueur  des  ares  et  les  aires  des  développautes  sufcessives. 


VI. 
Les  épioycloides  et  les  liypoeyoloTdes  alloiigées  et  raecoiireies. 

õ94.  Considérons  deux  cercles  tangenls,  situes  sur  un  même  pian,  et  supposons  qu'un 
de  ces  cereles  soit  fixe  et  que  l'autre  roule  sur  le  premier.  Si  le  cercle  fixe  et  le  cercle  mo- 
bile sont  tangents  extérieurement,  la  ligue  engendrée  j)ar  un  point  M  du  plan  de  c-e  dernier 
cercle  est  nomraée  épicycloide  (dlongée,  quaud  ce  point  est  à  Textérieur  du  cercle  mobile,  et  tpi- 
cycloide  raccourcie,  si  11  en  est  à  liutérieur.  De  même,  si  le  cercle  mobile  est  à  l'intérieur  du 
cercle  fixe,  la  ligue  engendrée  par  M  est  appelée  h ypocycloule  allongée,  quand  ce  point  est  à 
Textérieur  du  cercle  mobile,  et  hypocycldide  raccourcie,  quand  il  en  est  à  Tintérieur.  Si  le 
cercle  fixe  est  à  Tintérieur  du  cercle  mobile,  ia  courbe  engendrée  par  M  est  une  épicy- 
cloide, comme  on  va  le  voir  bientót.  Ces  lignes  sont  aussi  nommées  quelquefois  éjnfrochoides 
et  hypotrochdides. 

Représentons   par  R  le   rayon  du   cercle  fixe,    par  r  celui  du  cercle  mobile,   et  par  «  la 
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diãtance  dii  point  décrivant  au  centre  du  cercle  mobile.  En  procédant  comnie  aii  n."  5;)"2,  on 
trouve  que,  si  la  tangente  commune  anx  deux  cereles  est  située  entre  eux,  la  coiirbe  engen- 
drée  par  ce  point  est  représentée  par  les  équations 

(1)  a;=(R  +  '-)°osa  — acoa — - — a,     y  =  (R+ ;•)  sin  a— a  sin -^^-;— «, 

et  elle  est  une  épicycloide  raccoureie  quand  a  <  r,  et  une  épicycloíde  ailongée  quaiui  k  >  r. 
Si  les  deux  cereles  soiit  placés  du  même  côté  de  la  tangente  commune,  alors  la  courbe  est 
représentée  par  les  équations 

R  -  i-  ,^       ,  .  .    R  -  )• 

(2)  a;  =  (R  —  )•)  cos  a  +  « cos a,     ^  =  (R— r)  sin  a-- a  sm — ^ — x, 

qui  represente  une  épicycloide  quand  R  <  r,  et  une  hypocycloíde  quand  R>)-. 

Les   épicycloides  représentées   par  les   équations  (1)  et  (2)  coíncident.    En  effet,    si  Ton 
remplace  dans  ces  dernières  équations  a,  a,  R  et  r  par  ai,  «i,  R|  et  n,  et  si  Tun  pose  ensuite 

R                   R  +  r  „   ,  R  +  '' 

Ri  =  fí — ,      )•!=« ,      ai  =  R  +  ?',      «1  =  — _ — «, 


ou  obtient  les  équations  (1). 

De  même,  si  Ton  remplace  dans  les  équations  (2)  «,  a,  R  et  r  par  x],  ai,  Ri  et  ri  et  si 
l'on  fait 

R                   R-r                „                      R-'- 
Ri=a — ,      r{=a ,      «i  =«  —  ?■,     ai  = ac, 

)•  )•  y 

oíi  R>r,  on  retrouve  les  raêmes  équations  (2).  Pourtant,  chaque  hypocycloíde  ailongée  ou 
raccoureie  peut  être  engendres  de  deux  manières  différentes  par  un  cercle  mobile,  roulant  à 
lintérieur  du  cercle  Hxe. 

Ces  propriétés  des  épicyclo'ides  et  hypocycloides  allongées  et  raccourcies  sont  la  généra- 
ralisation  de  celles  des  épicycloides  et  hypocycloides  ordinaires  énoncées  au  n.°  552.  Elles 
oiit  été  démontrées  géométriquement  par  Fouret  dans  les  Nouvelles  Antiales  (2."^  série,  t.  viii, 
1869,  p.  162).  ^. 

Les  épicyclokles   et  les   hypocycloKies  sont   algébriques  quand   le  rapport  -^   est  égal  au 

rapport  —   de   deux  entiers,    preuiiers  entro   eux.    En    généralisant    Tanalyse  employée   au 

n.°  555,  on  voit  aiséuient  que  Tordre  de  répicycloíde  représentée  par  les  équfitiuns  (1)  est 
égal  à  2(m~{-n),  et  que  la  classe  de  cette  ligne  est  égale  à  ce  même  nonibre.  On  voit  aussi 
que  cette  épicycloide  p;isse  m-^-n  fois  par  chaque  point  circulaire  de  Tinfini.  L'ordre  de  Thy- 
pocycloide  détinie  par  les  équations  (2j  est  égal  à  2  («  —  m),   et  la  classe  de  la  mêuie  courbe 
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est  égale  à  2n.    Cette  hypocyeloule  passe   n  —  m   fois  par   cliaque  point  circulaire  de  rinfiiii. 
Ces  propositioiís  ne  s'appliqiient  pas  à  riiypocj-cloide  quand  R  =  2)'. 

595.     Qn  voit  aiséraent  que  cliaque  épieycloíde  ou  hypocycloide  est  eoiuposée  d'une  suite 

T  V 

d'arfs  égaux,   limites  par  ies  points   oii  v.  preiíd    les  valeurs  O,    2-^r.,   4^r,   ....    Chacun 

de  ces  ares  a  une  forme  analogue  à  oelle  des  ares  ADAi  des  cycioídes  allorgées  et  raccour- 
cies  (fiff.  135  et  136)   et  une  position,   par  rapport  au  cercie  fixe,    semblabie  à  celle  de  ces 

ares  par  rapport  ;'i  la  droite  AAj.  Le  nombre  des  mêraes  ares  est  fiiii  quand  -=5-  est  rationnel, 

T 

et  intini    dans  ie    cas  contraire.    Les  sonunets   de  la   courbe  correspondent  aux  valeurs  -5-x, 

3  .TT- r,   ...   de  a.    Si  l'on    prend  poiír   axe  des  abscisses  la  droite  passant  par  un  sommet  de 
K 

la  courbe   et  pour  axe   des  ordonnces    [a  perpetidiculaire  k  cet  axe  passant  par  le  centre  du 

cerele  fixe,  les  équations  des  ópicycloides  prenntnt  la  forme 

R+r  .    R+r 

(l'j  ír  =  (R  +  r)cosa +  «cos «,     3/ =  (R -|- J-)  sin  a  +  «  sin — ^ — a, 


et  celles  des  hypocycloides  cette  autre: 


(2')  a;  =  (R  —  r)  cos  a  — a  cos a,     ?/  =  ( R  —  r)  sin  a  +  «  sin  — _ —  a. 


On  peut  encore  voir,  en  procédant  coninie  dans  le  cas  des  épic3'cloides  oi-dinaires,  que  la 
norniale  à  un  point  quelconque  d'une  épieycloíde  (ou  bypocycloide)  allongée  ou  raccourcie 
passe  par  le  point  de  contact  correspondant  du  cercie  mobile  avec  le  cercie  fixe. 

506.     Le  rayon  de  eourbure  des  lignes  eonsidérées  est  determine  par  Féquation 

_     4  (R  +  r)  ()-2  -  2a»-  cos  P  +  a^ 

P  "~  r3^  ar  (R  +  2r)  cos  \i  +  a^  (R  +7)' 

■R 

ou  B  =  —  a;  il  en  resulte  que  ces  courbes  ne  possèdent  pas  de  points  de  rebroussement  réels 
r 

quand  a  est  différent  de  r,  et  qu'elles  possèdent  des  points  d'inflexion  quand  on  a 

^       r(r  —  a)                            -n       ''  ('"  ~ ") 
a<r,  R>— ^ -^     ou     a  >  »•,  R  < ; 
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les  coordonnées  de  ces  derniers  paints  sont  déterrainées  par  Tégalité 

-      r^  +  a^R  +  a) 

cos  B  = ,r,     ,    c  '• 

'  ar(R  +  2r) 

.»»".     La  dififéretitielle  des  ares  des  mêmes  courbes  est  déterminée  par  Tégalité 

ds^  =  (R  +  rf  A  +  ^  -  2  |-  cos  p  j  á|52, 
ou,  en  faisant  ^  =  -^-26, 


c  /r  +  a 


d/-  =  á{R  +  r)^{-^ 


4. 


ar 


(r  +  af 


3in-^  O 


Donc,  la  rectification  des  épicycloides  allongées  et  raccourcies  dépend  de  celle  de  Vellipse. 
Cette  génóraiisation  du  théorème  de  Pascal  relatif  aux  cycloides  allongées  et  raccourcies 
(n."  548)  a  été  obtenue  par  Nicille  [Mémoires  de  VAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  1708). 
M.  Gob  a  donné,  dans  les  Mémoires  de  la  Société  R.  des  Sciences  de  Liège  (3.^  série,  t.  IV, 
1902),  une  démonstration  géométrique  de  la  proposition  qu'on  vient  d'énoncer,  et  il  a  étudié 
les  relations  entre  répicycloíde  et  l'eilipse  dont  dépend  sa  rectification. 

598.  Le  théorème  de  La  Ilire  sur  la  cyloide  déraontré  au  n."  539  a  été  généralisé  par 
Chasles  dans  VAperçu  historique  (1875,  p.  125),  oíi  il  a  énoneé  la  proposition  suivante: 

Si  l'on  circonscrit  à  une  épicycloide  ordinaire  des  angles  tons  égaux  entre  eiix,  leurs  sotnmets 
sont  situes  sur  une  épicycloíde  allongée  ou  raccourcie. 

S.iient  -q  Tangle  donné,  oii  et  0)2  les  angles  formes  par  les  tangentes  aux  points  ou  a  prend 
les  valeurs  «i  et  «-2  avec  Taxe  des  abscisses,  et  («1,  yi)  les  coordonnées  du  point  d'intersectioa 
de  ces  droites. 

Comme  Téquation  des  tangentes  à  répicycloíde  ordinaire  est 

^        2r  +  R         ,,    .    2r  +  R  ,  ^  ,    ■     R       n 

Y  cos  — ^r a  —  A  sm  — a  +  (R  +  2c)  sm  — —  =  O, 

2r  2r  2r 


on  a 


et  par  suite 


2r  +  R  2r  +  R 

0)|  =  — ^ «1,       W2  =  . — ^ —  0.-2,       W2  =  Wi  +  •/), 


,       2r 
«^  =  «'  +  R+-27.-'J- 
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Les   équations   qui    expriment   que  les   deux  tangentes   envisagées  pnssent    par  le   point 
(íci,  ?/))  sont  (lonc,  en  posant  pour  abreger  1  éenture  — -^- —  =  li, 


m 


yi  Qoshxi  —x\  sin/iai  +  (R-L2?-)sin  {h—  l)ai  =  0, 
1  {hai  +  rj)  —  £C|  sin  (Im  +  vj)  +  (R  +  2r)  sin  (h  —  1)  ia;  +  Aj  =  Q. 


Ces   équations  déterrainent   les  coordonnées  des  points  de  la  coiirbe  cheri-liée  en  fonction 
de  «1.  Les  valeurs  de  ces  coordonnées  sont 


Xi  —  — ^ coshai  sin  (h  —  l)(«i  +  -r)  —  sin(h—  l)5<i  cos  (^«,  +  r,) 

siíi  Tj    L.  \  h  j 

R+2r 


^1  = 


a;i 


sin  Yj 

R  +  2r 

2siny] 


sin  {h  -~\)  c{  sin  (^«i  -f-  vj)  —  sin  Jic.i  sin  (h  —  1)  j «i  +  -r- 


[sin  (2h  —  1)  ou  —  sin  «i] 


/t-1 


cos 


-r Tj  cos  Yj    I 


+    sm  — 7 —  Vj  —  sni  -q     cos  (ift  —  1 )  :zi  +    sin  — ^ —  v;  +  í 


cos  «1 


R  +  2''     ir        /o,        ix  -f 

_?y,  =    ^^    . iL'^°^  (2"  —  1)  5=1  —  cos  c(ij    COS  r^  ■ 


Ji-Í 


+ 


2  sin  7] 
.     /í  -  1 


-COS- 


1^'\ 


--r-smr. 


sin  (2Ã  —  1 )  ai  +    sin  — y —  r,  +  siii  r,     sin  ai 


En  tenant  coinpte  des  reiations 


h 


r,  —  COS  Y] : 


2/i—  1  .  7) 

,         2/1-1        .       r. 
h      ■'i-s>n-^-  =  -2eos-2^-^sm^ 


/í-1 


sin 


y;  +  sin  r, 


.       2h-í  -q 


on  peiít  encore  inettre  a'i  et  t/\  sous  les  formes 


R  +  2r  l    .     2A-1 

XI  =  — -. ;  sin 


2/1 


sin-/]     /  "'"      2/í 
R  4-  2r\  .      2/í  -  1 


•/]  cos  ( c(i  +  -^;- )  -  sin  -^ít  cos 


2h 


■2h  - 1 


8in-ii] 


,  sm 


2A      "1''"r+2FÍ""""'2Ã^'" 


(2/í-l)«,+  ^"^^^^  ^  T^lj, 
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ou,  en  posant  ai+-— ^  =  a  et  en  remplaçant  h  par  sa  valeur, 


R  +  2rr  .    (R  +  r)v 
sin  Yi    L        K  +  2r 


cos  a  —  sin  „   .  '       cos a   5 


lYj    L         R  +  2r  R  +  2r 

R4 

2/1 


R+2í-r  .    (R  +  r)r,    .  .         r-/j         .     R  +  í"      1 


Ces  équations  représentent  une  épieycloide,  et  le  théorènie  est  pourtant  démontré.  Les 
rayons  Rj  et  »•(  du  cerele  fixe  et  du  cercie  moWle^  et  la  distance  «j  du  point  décrivant  au 
centre  du  cercie  mobile  sont  determines  par  les  équations 

(R  +  2r)R         (R  +  r)Yi  {R^2r)r     ■    (R+>-)vi 

"'"(R  +  r)sin-/i""    R  +  2r     '       *  ~  (R+r)sin-/j  ""   R+ 2r   ' 

R  +  2r    .         rr, 
«1= — ; ^  sm 


sin  -/j  R  +  2í- 

Comme  on  peiít  changer  dans  cette  analyse  rj  en  'q-{-T,  /]  +  2it,  .  .  .,  on  voit  que  la  ques- 

•p    I    o 
tion  adraet  encore  les  solutions  correspondant  aux  valeurs  différentes  que  prennent  sin  _  rj 

et    sin  ^5 — ^í— vj,  quand  on  remplace  r,  par  "/i  + -,  ■/]-]- 2z,   .... 
R  +  2r 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  oíi  l'épicycloide  donnée  est  la  cardioíde  et  ou  ■'j=-^, 
On  a  alors  R  =  i-,  et  par  conséquent 

_,        3R    /—  3R    /„  3  _ 

Ri  =  -,-1/3,     7-,  =  — i-l/3,     r<j  =  — R. 
4  4  2 

A  ces  valeurs  de  R|,    )•(    et   aj  correspond    une   épieycloide  allongée.  Mais,    si  Ton   pose 

■q  =-5-x,  il  vient  Ri  =  O,  ?-i=0,  ai  =  3R,  et  répicycldide  correspondant  à  cette  valeur  de  y] 

se  réduit  au  cercie  represente  par  les  équations  «i  =  3R  cos  2gí,  3/1  =3Rsin2a.  Ces  rósultats 
ont  été  presentes  par  Wolstenliolnie  en  1873  dans  les  Proceedíngs  of  the  Lonãon  Mathematical 
Society  (t.  IV,  p.  327).  lis  ont  été  dójà  partiellement  démontrés  au  n."  235.  Ces  mêmes  théo- 
rèmes  ont  été  démontrés  de  nouveau  par  M.  Neuberg  eu  1877  dans  le  Nouvelle  Correspon- 
dnnce  (t.  ili,  p.  123). 

II  convient  de  remarquer  que  la  cardioide  n'est  pas  Tunique  courbe  auquelle  on  peut 
mener  par  les  points  d'un  cercie  deux  tangentes  forinant  un  angle  constant  -q.  Cette  pro- 
priété  appartient  à  toutes  les  épicycloides  véritiant  Tune  ou  Tautre  des  conditions 

r(-q  +  kl,)_  (R  +  r)  j-q  +  ki:)  _ 

B.  +  2r    "     '•'  R+2r  ~       ' 

k  et  m  étant  deux  nombres  entiers  tels  que  q  <i:. 
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11 

Si  7j  =-j-,  <^es  conditions  prennent  Ia  forme 

)•  ( 1  +  2^')  =  2m  (R  +  2r),     (R  +  r)  (1  +  2k)  =  2?h  (R  +  2)-). 

En  changeant  /■  eu  —  r  dans  Tanalyse  employée  pour  déraontrer  le  thúorème  de  Chasles, 
on  obtient  un  thécròroe  analogue  pour  les  hypocycloides.  En  particulier,  en  posant  »•  = ^  R 

et  •/;  =  -g  ,  on  retrouve  Ia  proposition  démontrée  au  n."  Õ72. 

Chasles  n'a  pas  indique  la  veie  qu'il  a  suivie  pour  arriver  aii  théorème  qu'on  vient  d'óta- 
blir.  Une  première  démonstration  analytique  de  ce  théorème  a  été  donnée  par  Painvin  dans 
ses  Príncipes  de  Géoméirie  analytique  (1866,  p.  441),  une  déraonstratiou  géométrique  en  a  été 
exposée  phis  tard  par  M.  Loueheur  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (1892, 
p.  374).  Mais  aucun  de  ces  anteurs  a  fait  remarquer  que  le  lieu  considere  est  coniposé,  en  gene- 
ral, de  plusieurs  épicycloides,  et  niênie,  quand  le  rapport  -r^  est  irrationnel,  d'un  nombre 
infini  de  courbes  de  cette  nature. 

599.  Traçons  sur  un  i)lan  deux  cercles  concentriques  C  et  Ci  de  rayon  égal  à  «i  et  à  i( 
et  une  droite  OX  passant  par  leur  centre  O.  Supposons  ensuite  que  le  eercle  C  soit  parcouru 
par  un  point  A  et  le  eercle  Ci  par  un  point  B  avec  des  vitesses  constantes,  dirigées  dans  le  même 
sens,  dont  le  rapport  soit  égal  à  un  nombre  k,  supérieur  à  Tunité.  On  a,  en  représentant  par 
«  Tangle  AOX,  BOX  = /ca.  Les  vaieurs  des  coordonnées  des  points  A  et  B,  rapportóes  à  la 
droite  OX  et  à  la  perpendirubiire  à  cette  ligne  passant  par  O,  sont 

(«1  cos  a,      ai  sin  a),     {picoaka,     bisinka). 
et  par  conséquent  les  vaieur.s  des  coordonnées  du  miiieu  51  du  segment  AB  sont 

íc  =  —  («1  cos  cí  +  bi  cos  koí),      7/  =  — -  (ai  sin  a  +  6|  sin  ká). 

Ou  conclut  donc  que  le  lieu  déerit  par  le  miiieu  du  segment  AB,  quand  A  eí  B  se  dépla- 
cent,  est  une  épicyclo'ide,  dont  les  parametres  R,  r  et  a  sont  determines  par  les  équations 

(k—\)ai  ai  1 

^  =  — 2k — '      '■  =  ^'    "^-"Y*'- 

Si  les  vecteurs  OA  et  OB  tournent  autour  de  O  dans  des  directions  contraíres,  la  courhe 
engendrée  par  le  miiieu  de  AB  est  une  hypocycloide ,  dont  les  parametres  sont  determines  par  les 
relations 

{k  +  l)ai  «1  1 
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II  resulte  des  propositions  qu'oii  vient  de  iléraontrer  une  raanière  facile  de  construire  les 
épicycloídes  et  les  hypocycloídes. 

II  resulte  encore  de  la  preniière  des  propositions  énoncées  que  le  lieu  du  milieu  du 
segraent  de  droite  compris  entre  les  extrémités  des  aiguilles  d'un  raontre  est  une  épiey- 
cloide.  Dans  ce  cas  A-;  =  12.  Cette  question  fut  envisagée  par  J.  C.  Dupain  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  MathénwHques  (1857,  p.  337). 

OOO.  Parmi  les  hypocycloídes  allongées  et  raccourcies  il  est  à  remarquer  celles  qui 
correspondent  à  R  =  2r.  Les  équations  de  ces  ligues  sont 

x^  [r  -\-  a)  cos  et,     y  =  (r  —  a)  sin  c<, 
ou 

0-+")^       {r-af 

Donc,  1'hypocycloide  allongée  ou  raccourcie  engendvée  ^iar  un  cercle  roulant  stir  un  autre 
de  rayon  double  de  celui  du  cerde  mobile  est  une  ellipse. 

601.  On  a  dit  au  n."  227  que  le  limaçon  de  Pancal  est  une  épicycloide  engendrée  par 
un  point  d'un  cercle  de  rayon  R,  roulant  sur  une  autre  de  rayon  égal.  Nous  allons  démontrer 
maintenant  cette  proposition. 

En  posant,  pour  cela,  R  -^  r  dans  les  équations  (I),  on  obtient  celles-ci: 

X  =  2R  cos  a.  —  a  cos  2y.,     y  =  2R  sin  a —  a  sin  '2a, 
dont  il  resulte 

X-  +  y'^  =  4R-  —  4Rft  cos  y.  -f  a-,     x  =  2R cosa  —  a (2 cos* a  —  1 ), 
et  par  suite,  en  éliminant  cosjí, 

(x2  +  y2  _  4RÍ  -  a')  (x2  +  f  -  a^)  =  HR'-!  a  {a  -  x), 
ou,  en  transportant  l'origine  des  coordonnées  au  point  (a,  0), 

{x^-  +  y^  +  2axf  =  4R\x-^  +  y'). 

Cette  équation  coincide  avec  Téquation  du  limaçon  obtenue  au  n."  214. 

Nous  remarquerons  à  cette  oceasion  que  répicycloide  qu'on  vient  d'envisager  represente 
la  solution  du  probleme  du  jwnt-levis,  c'est  àdire  du  problème  ou  Ton  demande  la  courbe  que 
doit  décrire  un  poids,  lié  par  un  fil  passant  sur  une  poulie  à  rextrémité  d'un  pont-levis,  pour 

VOL.    V  BB 
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faire  equilibre  à  ce  pont,  quand  il  tourne  autour  cFun  ax<í  liorizontal.  Ce  probième  a  été 
résolii  par  L"Hospital  et  Jean  Bernoulli  {Opera,  t.  i,  p.  129  et  132),  en  1695,  dans  les  Acta 
eruditorum.  Le  premier  de  ces  géomètres  a  obtenu  Téquation  de  la  courbe,  et  en  a  donné 
une  eonstruction,  et  l'auli'e  en  a  remarque  la  nature  épicycloidale ;  mais  iis  n'ont  pas  reconnu 
ridentité  de  cette  ligne  avec  le  limaçou  de  Pascal.  Cette  identité  a  été  remarquée  par  Ma- 
claurin  dans  sa  célebre  Geometria  orgânica  (1  720,  p.  9'J). 

G02.  Prenons  les  équations  (1)  des  épicycloídes  allongées  et  racoourcies  et  faisons 
d'abord  a  =  r-\-h,  h  représentant  la  distance  du  point  décrivant  à  la  circonférence  du  cercle 
mobile,  et  ensiiite  r  =  cc.  On  obtient  les  équations 

a;  =  (R  —  h)  cos  a  +  R  a  sen  x,     y  =  (R  —  h)  sin  a  —  Ra  cos  a, 

qui  représentent  la  courbe  engendrée  par  un  point  lié  invaiiablement  ;i  une  droile  donnée,  et 
situe  à  la  distance  h  de  cette  droite,  quand  elle  roule  sur  un  cercle  fixe,  situe  sur  le  plan 
du  point  et  de  la  droite.  En  procédant  comme  dans  le  eas  de  la  développante  du  cercle,  on 
voit  que  cette  courbe  est  représentée  par  Téquation  polaire 


^       l/p2_(R_A)2  U-h 

O  =  — ^:r are  cos • 

R  p 

Si  /i  =  R,  la  courbe  considérée  est  identique  à  une  spirale  d'Archimède.  Donc,  si  un  côté 
ã'un  anyle  droit  rnuh  sur  un  cercle,  un  j^oint  si.iué  aiir  1'autre  côté,  à  la  distance  du  sommet 
égaJ  (Hl  rayan  du  cercle,  décrit  une  spirale  d' Arclúmede  (Chasles:  Correspondance  mathé- 
matique  de  Quetelet,  t.  i,  1832,  p.  41). 

Les  courbes  représentées  par  cette  équation  sont  couiprises  dans  une  classe  de  lignes  con- 
sidérées  par  Clairaut  dans  le  volume  correspondant  à  1740  des  Mémoires  de  VAcadémie  deu 
Sciences  de  Paris. 

003.  Envisageons,  comme  au  n.°  552  (fig.  137),  un  cercle  DMB,  et  supposons  que  le 
centre  C  décinve  uu  autre  cercle  ABR,  en  tournant  autour  de  O  avec  une  vitesse  anguhiii-e 
constante.  Supposons  aussi  que  le  point  M  décrive  le  premier  cercle  DMB  avec  une  vitesse 
angulaire  constante  et  que,  quand  le  point  C  est  placo  sur  OX,  le  point  M  coincide  avec  A. 
Alors  le  point  M  engendre  une  ligne  nommée  courbe  épicyclique. 

En  désignant  par  h  le  rapport   des  vitesses   angulaires   de  CM  et  OD,  on  a  h  =  — ;  et, 

en  supposant  que  a  et  p  varient  dans  le.  mênie    sens   et  en  procédant  comme  au  n.°  552,  on 
obtient,  pour  représenter  la  courbe,  les  équations 

íc  =  (R  -f  )•)  cos  a  —  r  cos  (1  +  h)  a,      y  =  (R  +  r)  sin  a  —  r  sin  (1  +  h)  a. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que   ces  équations   représentent   une   épicycloide.   En 
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effet,  en  comparant  ces  équations  à  ces  autres  : 

R'  -I-  }•'                                                  R'  +  '■' 
íc  =  (R'  +  r')  cos  rx-a  cos ^ —  et,      ?/  =  (R'  +  r')  sin  a  —  a'  sin -j a, 

011  obtient  les  relations 

R-f  í-  =  R'  +  j-',     r  =  a',     h 


R' 


ou  par  suite 


,       R  +  r  (R  +  ^)fe 


qui  déterminent  les  paramètres  d'une  épieycloule  identique  ;'i  la  oourbe  épicyclique  envisagée. 

De  mêiiie,  si  le  mouvement  de  M  est  retrograde,  c'est-à-dire  si  [^  dirainue  quand  « 
croit,  le  paramètre  h  est  négatif,  et  alors  la  eourbe  épicyclique  est  identique  à  une  épi- 
cycloíde  quand  7í  +  1  >  O,  et  à  une  hypocycloide  quand  /i+l  <0. 

Les  courbes  épicycliques  ont  joué  un  role  iraportant  dans  FAstronomie  ancienne,  ear  les 
orbites  décrites  par  les  planètes  par  rapport  cà  la  Terre,  supposée  fixe,  coíncident  approxi- 
mativeraent  avec  des  courbes  de  cette  nature.  On  peut  voir  dans  le  livre  de  Proctor:  A 
Treatrise  on  cydoide,  les  courbes  interessantes  parcourues  par  les  planètes  principales.  Les 
satellites,  dans  son  mouvement  autour  du  Soleil,  décrivent  aussi,  approximativement,  des 
courbes  épicycliques. 


VII. 
Los  Rosaccs. 


GOI.     Faisons  dans   les  équations  des   épicyeloídes  allongées  et   raceourcies  a  =  R  +  r. 
Oa  obtient  les  équations 

a;  =  (R+  r)  (cosa  — cos c.j ,     y  =  (E,-\-r)  i  sin  a  — sin ; —  ai, 

dunt  il  resulte,  en  posant  x=  fj  sin  Ô,  y  ^  [•  cos  6, 

p  =  2  (R  +  J-)  sin  -^-  sí,      tang  6»  =  —  tang     ^^_"    a. ; 
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poui-tant  les  courbes  considérées  peuvent  être  représentées  par  l'équation  pDlaire 


p  =  2  (R  +  r)  sin 


R 


R+2r 


et  sont  identiques  aux  'iges  définies  par  l'équation 
(1)  p  =  c  sin  m6 


lesquelles  ont  été  étudiées,  sous  le  nom  de  rosaces,  par  Guido-Grnndi  en  1723  dans  un  écrit 
piiblié  dans  les  Philosophical  Transuciions  of  the  London  Eoyal  Society,  et  en  1728  dans  un 
opuscule  intitule:  Flores  geomeirici  ex  rliodonearum  et  claeliartim  curvarum  descriptione  resul- 
tantes. Si  cette  dernière  équation  est  donnée,  on  determine  au  moyen  des  relations 


„         cm  c(í  —  wi) 


1 


répicycloíde  ou  rhypocycloide  qui  est  identique  à  une  rosace  quelconque  donnée. 

D'après  M.  Loria  (Spezielle  ebene  Curven,  1902,  p.  495),  ridentitc  des  rosaces  et  d'une 
classe  particulière  de  courbes  cycloidales  a  été  remarquée  en  1752  par  Suardi  {Nuovi  stru- 
menti  j^er  la  ãiscrizione  di  diverse  curve  etc)  et  démontrée  pour  la  première  fois  en  1844  par 
Ridolfi  [Di  ulcuni  usi  delle  epicicloide  etc). 


005.     La  forme  de  chaque  rosace  dépend  de  ia  valeur  de  »». 

Qiiand  6  (fg.  142)  varie  depuis  O  jusqu'íà  — ,  p  cruít  depuis  O  jiisqu'à  OA,   égal  à  c,  et 

decroit  ensuite  depuis  OA  jusqu'à  O,  et  le  point 
déerivant  parcourt  la  partie  OMACO  de  la  courbe; 
cet  ovale  est  tangent  au  point  O  à  deux  droites 
qui  font  avec  l'axe  des  abscisses  des  angles  égaux 

à  O  et  — ,    et   il  a   un    axe    de  symétrie  OA,  qui 

fait  avec  OX  un  angie  égal  à  -^ — .    Aux  valeurs 


Á.' 


A 


M 


Fiff.  142 


-X 


X  27i 

de  O   coniprises    entre  —  et correspond   une 


autre  feuille  de  la  rosace,  égale  à  la  feuille  OMACO. 
En  general,  aux  valeurs  de  6  comprises  entre  cha- 
que couple  de  nombres  successifs  de  la  suite 


O, 


2% 


3x 
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x        3ir       5x 
correspond  une  feuille  de  la  courbe:  et  aux  valeurs  de  ^r^  ,  7^ —  ,  ^ — i   •  •  •    ^®  ^  correspon- 
'^  '  2m      2m      2ni 

dent  les  axes  de  ces  feuilles.  Toutes  les  feuilles  sont  égales. 

Si  m  est  un  nombre  irrationnel,  la  courbe  est  corapo8é&d'un  nombre  infini  de  feuilles  dis- 

tinctes;  elle  est  alors  transcendante.  Mais,  si  ííi  est  un  nombre  rationnel,  égal  à  -j-,  la 
courbe  est  algêbriqtie  (n."  553)  et  a  un  nombre  fini  de  feuilles.  Nous  allons  déterminer  ce 
nombre. 

1."  Si  les  nombres  h  et  k  sont  impairs,  le  point  générateur   de   la  rosace   retourne   à  la 
position  initiale  A  quand 


Ô  = 


{2h-{-\)%  T 


2m 


kr., 


car  alors  la  direction  du  vecteur  correspondant  à  cette  valeur  de  d  coincide  avec  le  prolon- 
gement  OA'  de  OA  et  Téquation  de  la  courbe  donne  p  =  —  c,  quand  on  y  reraplace  6  par 
cette  valeur;  pourtant  le  nombre  des  feuilles  le  la  rosace  est  égal  à  /;. 

2."  Si  k  est  impaiv  et  h  jmir,  ou  k  pair  et  k  impair,    le  point   dócrivant   retourne   à   la 
position  initiale  A  quand 


(4/i  +  l):r  Tt 


2m 


^  +  ^^^'^' 


car  alors  la  direction  du  vecteur  correspondant  à  cette  valeur  de  6  coincide  avec  OA,  et 
Téquation  (1 )  donne  p  =  a,  quand  on  y  remplaee  6  par  cette  valeur ;  le  nombre  des  feuilles  est 
alors  égal  à  2h. 

Dans  le  cas  particulier  ou  k=  1,  í/í  est  entier,  et  le  nombre  des  feuilles  de  la  rosace  est 
égal  à  ííi  ou  2m  suivant  m  est  impair  ou  pair. 

Guido-Grandi  a  employé,  pour  construire  les  rosaces,  le  procede  suivant.  Prenons  une 
circonférence  de  rayon  égal  à  c  ayant  le  centre  à  O  (jig.  143),  et  sur  cette  ligne  deux  ares 
AB  et  AC  tels  qu'on  ait  AB  =  ?ii.AC.  Sur  le  rayon  AC  marquons  un  point  M,  tel  que  OM 


Fig.  143 
soit  égal  au  segment  BP  de  la  perpendiculaire  baissée  de  B  sur  OA.  Le  point  M  appartient 
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à  la  rosace  (1),  puisquon  a 

OM  =  BP  =  c  sin  BOA  =  c  sin  to  COA. 

606.  II  resulte  de  ce  qu'on  a  dit  aux  n."'  603  et  604  que  les  rosaees  sont  des  courbes 
épicydiques,  et  que  par  eonséqu^nt  elles  peuvent  encore  être  engendrées  par  un  point  déerivant 
une  circonférence  dont  le  centre  parcourt  une  autre,  les  vitesses  de  ces  deux  mouvements 
étant  déterminées  convenablement.  Ce  mode  de  génération  a  été  établi  directenient  par  M. 
Pirondini  {Mathesis,  1894,  p.  15),  comrae  on  va  le  voir. 

Prenons  deux  droites  égales  O  A  et  AM  (fig.  144),  articulées  aux  points  O  et  A,  et  sup- 
posons  qu'elles  tournent  autour  de  ces  points,  dans  le  même  sens,  avec  des  vitesses  dont  le 
rapport  soit  égal  à  n,  et  que  Ai  et  Mi  soient  les  positions  initiales  des  points  A  et  M.  En  fai- 

sant  OM  =  p,  MOMi  =  w,  GA  =  -^  c,  il  vient 


(O  =  AOMi  +  -5-  n AOMi ,      p  =  c  cos  ~  AOMi , 


n 

■^              «4-2 

n  +  2 

91 

2 

-ô, 

p  =  csm 0, 

et  par  conséquent 


ou,  en  posant  o)  = 


qui  est  Téquation  du  lieu  engendre  par  M. 

Si  M'A  et  OA  tournent  dans  les  sens  contraíres,  et  si  Ton  suppose  qu'a]ors  le  rapport  n 

est  négatif  et  que    AM'  =  MA,    on  voit  que   cette   même   équation  represente    le   lieu  dócrit 

par  le  point  M'. 

En  posant  donc -„-  =  +  "í^  on  obtient  pour  n  deux  valeurs,  Tune  positive  et  Tautre 

'  «  +  2 

négative,  correspondant  à  une  inêine  rosace,  laguelle  peut  ainsi  être  engendrée  eh  deux  ma- 
mares différentes,  en  faisant  lourner  OA  et  AM  autour  des  points  O  et  A,  acec  des  vitesses 
dont  le  rapport  soit  confttant.  Oette  double  manière  d'engendrer  chaque  rosace  correspond  à 
la  double  génération  cycluidale  (n.°  594)  de  la  même  ligne. 

607.      La  sousnormale  piolaire  des  rosaees  a  pour  expression 

•■  S,i  =  CTO  cos  ni6, 

d'ou  il  resulte  que  la  norinale  à  la  courbe  au  point  A  (Ji.  142),  ou  6^-^,  coincide  avec  Taxe 
de  la  feuille. 
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Lequation  polaire  de  la  norraale  à  une  rosace  quelconque  aii  po'nt  ou  O  prend  la  valeur  Ôj 
est 


c        cos(e  — eO         sin(ô  — Ôi) 


p  sin  mfli  m  cos  m  61 


et  elle  donne,  en  faisant  ()  =  {m-\-  \)(l\-\-  -^  1 

m 
'        1  —  m 

Donc,  la  normale  à  tine  rosace  au  point  oh  6  =  61,  coupe  le  vecteur  correspondant  á  1'angle 

(ot+1)6i  -f--^  au  point  dont  la  distance  au  pôle  est  êgale  à  — .  Cette  proposition  a  été 

donnée  par  51.  Aubry  dans  le  Journal  de  Mathématiqties  spéciales  (t.  xvií,  1893,  p.  173). 

608.     On  peut  déterminer  le  rayon  de  courbure  dea  rosaoes  au  moyen  de  Téquation 

[m^ — (m.^ — l)sin-W!Íi]" 
2m^  —  {m^  —  1)  sin'''  m() 

dont  il  resulte  que  ces  courbes  n'ont  pas  de  points  d'inflexion  réels.  La  valeur  que  ce  rayoa 


prend  au  centre  de  ces  courbes  est  égale  à  -^  cm  et  celle  qii'il  prend  aux  sommets  est  égale  à 


a 

009.  L'aire  A  d'une  feuille  de  rosace  a  la  valeur  suivaiite,  obtenue  par  Guido-Grandi 
par  des  métliodes  géométriques: 

cette  aire  dépend  douc  de  celle  du  cercle. 

610.  11  resulte  de  ce  qu'on  a  dit  aiix  n.°*  597  et  604  que  la  rectitication  des  rosaces 
dépend  de  celle  des  ares  d'une  ellipse.  Cette  propriété,  reconnue  par  Guido-Grandi  (1.  c), 
peut  être  obtenue  directeiuent,  de  la  manière  la  plus  facile,  au  moyen  de  Téquation  (1).  On 
trouve,  en  eíFet,  en  considdrant  Tare  d'une  feuille  compris  entre  1'origine  des  coordonnées  et 
le  point  (d,  0), 


s  -- 
O 


/V^'+S)'*=""iV'-^='»^»"' 
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ou,  en  faisant  md=m, 

s  =  c  I    \ /  1 — 2 —  sin-  (O  c/co. 

o 

Si    wi^^l,    le    module    de    cette    intégrale    elliptique    est    iraaginaire,    mais,    en    posant 

Ti  ,        , ,    .     , 

O)  =  -^ —  T,  on  la  reduit  a  cette  autre 


=  —  /      l/l  —  ( 1  —  íh'^  )  sin*  T .  cZt, 


s 


dont  le  module  est  réel. 

Comme  o)  =  -^  et  "r  =  0  quand  6=— — ,  on  voit  que  la  longueur  de  l'arc  OMA,    compris 
entre  le  pôle  et  le  soramet  d'une  feuille,  a  pour  expression 

s=  c  j     1/1 j —  sni-^corfd),     SI «í/^ >  1 , 


r-2     

t  =  c  I     [/ 1  —  (1 — w^jsin^TtZx,      sÍTO*<l, 


II  resulte  de  ee  qui  precede  qu'aux  propriétés  des  ares  de  rellipse  doivent  correspondre 
des  propriétés  des  ares  des  rosaces.  Nous  allons  ehercher  celle  qui  correspond  au  théorème 
de  Fagnano. 

Oonsidérons  (fig.  142)  les  ares  OM,  OM'  et  OA  d'une  feuille  de  rosace,  et  désignons  par 
(p  et  (Jj  les  valeurs  que  m  preud  aux  points  M  et  M'.  La  valeur  de  (o  au  point  A  est  égale  à 

TC 

En  appliquant  le  théorème  d'addition  des  intégrales  elliptiques  de  deuxième  espèce  et  en 
posant 


/(O 
y\  —  Ic^  sin^  to  .  <í(o, 


m^—l 

ou  Â;^= 1 ,  si  ?n*  >  1,  ou  k- =  1  — '«-,  si  rji-<  1,  on  trouve 
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quand  'f  et  '{)  sont  lies  par  la  relation 


cos  'f  cos  ò  —  3Ín  'i  sin  'i  V  1  —  A;*. 
Mais,  on  a 

OM  =  cE  (A-,  '^ ) ,     OM'  =  c  E  (k,  '\,) ,     O  A  =  cE  (/.:,  -J  j  • 
Donc 

QM  +  OM'  -  QA  ==  OM  -  AM-  =  !=^^_±ri1  • 

l/l— A;2sin«tf 

Pour  construire  rexpression  qui  figure  aa  second  nombre   de   cette  égalité,    reinarquons 
qu'on  a,  au  poiíít  M,  p  =  c  sin  tp,  et  par  suite 

c/p  cos  tp 

(is        y/l— /c^sin-s 

ou,  en  observant  que  -5^  est  égal  au  cosinus  de  Tangle  V  que   la  tangente  à  ia   courbe  au 
point  M  fait  avec  le  vecteur  de  ce  point, 


costp 


v/l  -k^-sm^-'f 
Nous  avons  donc  Tégalité 


-  =  cos  V. 


OM  —  AM'  =  ck'^  cos  V  sin  o  =  ck^  cos  V  sin  —  > 


m 


dont  le  second  membre  peut  être  construit  aisément. 

Nous  avons  déjà  rencontré  les  rosaees  au  n."  558,  ou  Ton  a  vu    qu'elles   sont  identiques 
aux  podaires  des  épicycloides  et  des  bypocycioídes  ordinaires. 
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VIII. 
Les  psoiido-cycloidcs. 

011.  Les  coiirbes  définies  par  les  éqiiations,  en  eoordonnées  intrinsèques, 

(1)  s^-k^R^-=a'-, 

(2)  A;«R--í,-  =  a2 

oiit  été  nommées  par  Cesàro  pseudo- cycloides,  par  un  iiiotif  indique  ci-dessous,  dans  ses 
Lezioni  di  Geometria  intrínseca.  Elies  ont  été  envisagées  pour  la  première  fois  par  Euler,  dans 
deiix  Mémoires  inseres  aux  Comm.  Ac.  Petrop.  (1750)  et  aux  Nova  Acta  Ac.  Petrop.  (1783), 
oíi  le  grand  góomètre  s'est  oceupé  de  la  recherche  des  courbes  qui  sont  identiques  à  une  de 
leurs  développées  successives,  courbes  que  par  ce  motif  ont  été  nommées  des  courhes  d'Euler. 
Les  pseudo-cycloides  ont  été  encore  rencontrées  par  M.  Laisant  {Nouvelle  Correspondance 
mathématique,  1879,  p.  209)  on  chercbant  les  courbes  telles  que  ia  somme  des  puissances  de 
cliaeun  de  leurs  points,  par  rappor  à  n  cercies  donnés,  situes  sur  le  niême  plan,  varie  propor- 
tionnellement  au  carré  de  la  longueur  de  Tare;  et  pius  tard  ee  savant  géomètre  les  a  retrou- 
vées,  dans  une  Communication  à  l'Association  française  (1887,  p.  2õ),  en  chercbant  les 
ligues  (Cj  qui  jouissent  de  la  propriété  d'avoir  pour  développées  successives  frois  courbes 
(C|),  (Ca)  et  (C3),  telles  que,  si  M  est  un  point  quelconque  de  (C),  et  si  M|,  Mj  et  M3  sont 
les  centres  de  courbure  de  (C),  (Ci)  et  (C-j),  correspondant  aux  points  M,  Mi  et  M2,  le  centre 
de  courbure  de  (C3),  correspondant  au  point  M3,  soit  M. 

Les  mêmes  courbes  ont  été  encore  obtenues  par  Cesàro  {Mathesis,  1887,  p.  25),  en  cber- 
cbant  une  ligue  (C)  telle  que  Tenveloppe  des  cercles  tangents  ayant  pour  diamètres  ses  rayons 
de  courbure  soit  une  courbe  inverse  de  (C).  M.  Mennesson  avait  antérieurement  démontré  que 
les  épicycloídes  jouissent  de  cette  propriété. 

Tl  resulte  iramédiatement  des  équations  (1)  et  (2)  que,  si  Tune  ou  Tautre  des  courbes 
définies  par  ces  équations  roule  sur  une  droite,  le  lieu  du  centre  de  courbure  du  point  de 
contact  est  une  hyperbole.  L'axe  réel  de  cette  hyperbole  coincide  avec  la  droite,  si  la  courbe 
est  définie  par  Téquation  (1),  et  il  est  perpendiculaire  à  cette  droite,  si  la  courbe  correspond 
à  Téquation  (2). 

012.  Etudions  premièrenient  la  courbe  correspondant  à  équation  (Ij,  et,  pour  cela, 
prenons  pour  axe  des  abscisses  la  tangente  AX  (jig.  145)  au  point  A  ou  s  prend  la  valeur  «. 
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L'angle   o  que    la    tangente   à    un   point    quelconqiie   fait    avec  AX    est    determine    par 
léquation 


(3)    ?=/    ^  =  A: 


,  =  /v  log 


et  on  a  pourtant 


t  =  __\^e/r  ^1-e 


''  y  =  fl  CO 


«=iC 


shy-^, 


inhy 


/c 


yfc 


En  prenant  pour  origine    des  coordonnées    uii  puint    O    tel    qu'on    ait   t)-'^  =  ~7y 77^)  '^s 
coordonnées  eartésiennes  d'iin  point  quelconque  de  la  courbe  sont  données  par  les  équations 


ds 


■^  /  ^'"  '^~i'^'^^'k\  ^* "  ~  *  '  ^  *'"  '■?  '^'í"' 


ou 


(4) 


ak 


ak 


1  íy  i* 

—  cosby  -y-  cos  '^  +  sinhy  -j~  sin  o 

-;-  cosliv  -^  sm  'i  —  sinhy  -^  cos  5 
/u  'A;  '  ■^  k 


On  peut  déterminer  au  moyen  de  ces  équations  la  forme  de  la  pseudo-cycloide  considérée. 
On  volt  premièrement  que,  si  Ton  ivmplace  -í  par  — -j,  x  ne  cliange  ni  de  valeur  ni  de  signe 
et  que  y  change  seulement  de  signe;  p;ir  conséquent  la  courbe  est  symótrique  par  rapport  à 
Taxe  des  abscisses.  Le  rnyon  de  courbnre  prend  la  valeur  O  au  point  A,  ou  s  =  a,  et  devient 
imaginaire  aux  points  voisins  correspondant  à  Tinégalité  s<^a;  donc  la  courbe  a  un  rebrous- 
sement  k  A.  On  voit  ensuite  au  moyen  de  Téquation  (o)  et  de  celle  ci: 


aVc^ 


(/.^  +  ir  [F'°'''^'t  +  *'"''^'' 


oíi  p  represente  le  vecteur  d'un  point  quelconque  de  la  même  ligne,  que  'i  et  o  augmentent 
constamment,  quand  s  croít;  pourtant  les  deux  parties  ADB.  . .   et  ADiBi  ...  de  la  pseudo- 
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cycloide  font  un  nombre  infini  de  circonvolutions  autour  du  point  O,  en  s'éloignant  constam- 
ment  de  ce  point  et  tendant  vers  Tinfini.  Comme  le  rayon  de  courbure  est  fini,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  s,  la  courbe  n'a  pas  de  points  d'inflexion. 

Soit  V  Fangle  que  le  vecteur  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  fait  avec  la  tangente  à 
ce  point.  Nous  avons 

sinhy  - ' 


^^  coshy  -|- 

par  conséquent,  quand  -^  tend  vers  linfini,  tangV    tend  vers   k.   II    resulte   de    cette   même 
relation  et  des  égalités  precedentes 

f— V  =  -^^  coshy  1  =  ^--, 

dono,  la  projection  du  vecteur  p  d'un  point  quelconque  de  la  pseudo-cycloide  sur  la  tangente  à 

s 
ce  point  est  égale  á  .^  ^  et  la  projection  du  même  vecteur  sitr  la  normale  au  même  point 

est  eqale  a  -ps • 

^  k^+1 

Cherchons  la  podaire  de  la  courbe  envisagée,  rapportée  au  pôle  O.  Pour  cela,  il  faut  éli- 

miner  k  et  ^  entre  les  óquations  (4)  et  celles-ci: 

Y  — y=  tangei  (X—x),     Ytang'^  +  X  =  0, 
ce  qui  donne 

ha         .  ,      o     .  -.  ka 


X  = 


P-^-^  sinhy  ^sin'í,     Y  =  - ^^_^-^  sinhy -^  cos '^ 


En  faisant  niaintenant  X  =  p  sin  6,  Y  =  pcos6,  on  trouve 


p  sin  O,   1  =  p 


ak         .  ,       e 

sinhy  --- 


'         Â:2+l  '    k 

Donc,  la  podaire  de  la  pseudo-cycloide  représentée  par  1'équation  (1)  est  identique  à  la 
spirale  des  sinus  hyperboliques  (n."  483). 

On  voit  aussi  que  la  polaire  de  la  même  pseudo-cyclo'ide,  par  rapport  à  un  cercle  ayant  le 
centre  à  O,  est  identique  á  la  spirale  des  cosécantes  hyperholiques  (n."  483). 
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613.     Considérons  raaintenant  la  courbe  correspondant  à  Téquation 


On  a  alors 


et  pourtant 


s  +  /s^  +  a^ 


•     1         '-?  T?  "  1  '■? 

:  =  a  sinhy  -j-  t     K  =  -7-  coshy  -    ; 


et,  en  premnt  pour  origine   des  coordonnées  le  point  O,    situe   sur   ia  perpendiculaire   à   la 

a 


tangente  ait  point  initial  A,  à  la  distance   ,3  ,    , 
parallèie  OX  à  cette  tangente,  on  a  aiissi 

1 


de  ce  point,   et  ponr  axe    des   abscisses   la 


X  = 

ak 

k^+l 

ak 

y 

k^+l 

«-,2  — 

a%^ 

{i^'+íy 


-  sinhy  ^coscp-fcosliy  ^  sin  cp 

^      •    u      '■?      •  I       'P 

~Y  sinhy  -~-  sin  o  —  cosiiy  -^  cos'^ 

^  sin!iy2  -|-  +  coshy  -| 


On  voit  au  moyeii  de  ees  formules,  comme  dans  le  eas  précédent,  que  la  courbe  a  la 
forme  indiquée  dans  la  figure  146.  Elle  est  symétrique  par  rapport  à 
la  droite  OY  et  elle  fait  un  nombre  infini  de  cireonvolutions  autour 
de  Torigine  des  coordonnées,  dans  deux  sens  différents,  en  s'éloignant 
constamment  de  ce  point.  La  courbe  possède  un  point  double  à  V  et 
un  sommet  à  A;  et  elle  n'a  pas  de  points  d'inflexion. 

On  constate  aussi,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  Tangle  V  formo 
par  la  tangente   à  un  point   quelconque   avec   le  vecteur   de   ce  point 

varie  depuis     '   jiisqu'à  la  vaieur  déterminée  par  la  relation  tang  V^A;, 

et  que  les  projections  de  ce  vecteur  sur  cette  tangente  et  sur  la  normale 

au  même  point  sont  respectivement  égales  à  et   ,        ^   • 

On  voit  entin  que  les  équations  de  la  podaire  de  la  pseudo-cycloíde 
considérée,  rapportée  au  pôle  O,  sont 


ak 


X  =  ^,-^^:^  coshy 


? 


SUlCp, 


ák  ,      <p 

___  coshy  ^  cos  cp, 
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et  que  poiírtant  Téquation  polaire  de  cette  ligne  est 

ak  ,      o 

p  =  -^-^-coshy-^; 

elle  coincide  donc  avec  ht  spirale  des  cosinus  hyperboliques  (n."  483). 

La  polaire  de  la  mSme  pserido-cycloide  est  la  spirale  de  Poinsot  (n."  481). 

614,  En  cherchant  les  développées  des  pseudo-cycloídes  au  moyen  des  formules  géné- 
rale3,  on  constate  que  la  dêveloppée  de  la  pseudo-cycloide  représentée  par  Véquation  (1)  est  la 
pseudo-cycloiãe  correspondant  á  Véquation  (2)  et  que,  réciproquement,  la  dêveloppée  de  celle-ci 
est  celle-là. 

Les  courbes  envisagées  sont  donc  des  solutions  du  problème  d'EuIer  mentionné  ci-dessus. 

615.  Les  pseudo-cycloides  peuvent  être  considérées  comme  épicycloídes  engendrées 
par  des  cercles  imaginaires,  comine  l'a  fait  voir  M.  Saussure  dans  un  article  inséré  au 
tome  XVII,  p.  269,  du  American  Journal  of  Malhematics,  ou  il  a  nonimé  paracycloides  les 
lignes  détinies  par  réquation  (1)  et  hipurcycloídes  les  iignes  définies  par  Téquation  (2). 

En  remplaçant,  en  efFet,  dans  Tóquation  intrinsèque  des  épicycloídes 

11? s^  +  (R,  +  2r,y  RJ  =  1 6  (R,  +  r,y  r?, 
obtenue  au  n.°  503,  Ri  et  ri  par  les  valeurs 

T^  «  "  (1  — 1^>)  ■  / 7>' 

on  trouve  !'équation  (1);  et  en  rauiplaçant  Rj  et  )-|  par  les  valeurs 

_  ai  _    a  (k  +  i) 

'~"T+I^'      '■'  =  2(l+/c=')' 

on  obtient  Téquation  (2). 

Les  courbes  représentées  par  les  équations  (1)  et  (2)  sont  coraprises,  comme  cas  particuliers, 
dans  la  classe  de  lignes  étiidiées  par  M.  Wõlffing  dans  un  article  inséré  au  tome  xLiv  du 
Zeitschrift  fiir  Mathematik.  Ces  lignes  sont  définies  par  les  équations  qui  résultent  de  cellea 
qu'on  a  employées  au  n."  Õ94  pour  déterminer  les  coordonnóes  des  épicycloídes  allongées  et 
raccourcies,  en  remplaçant  R,  r,  a  et  a  par  des  valeurs  imaginaires,  et  ont  été  nommées  par 
ce  géomètre  pseudo-trochoules.  En  déterminaiit  ces  quantités  de  manière    que   x  et  y  soient 
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réels,  il  a  fait  voir  que  les  pseiido-trochoides  réels  peuvent  être  représentées  par  les  équations 

x  =  di  cos  /íoj  coshy  loi  +  d^  sin  /ícu  sinhy  Im, 
y  =  di  cos  /ío)  coshy  liu  —  d-i  cos  hm  sinhy  ?o), 

dont  il  en  a  déduit  les  propriétés. 

Les  lignes  définies  par  ces  équations  sont  encore  comprises  dans   une  classe   de  courbes 
étudiées  par  Roth  dans  le  Reportormm  der  Physik  (1887). 


IX. 


La  roulette  de  Dclaunay. 


616.  On  designe  sous  le  noiu  de  roíãette  de  Delaunay  la  ligne  dócrite  par  un  des 
foyers  d'une  ellipse  ou  d"untí  hyperbole,  quand  cette  courbe  roule  sur  une  droite  donnée, 
ligne  qui  a  été  envisagée  par  cet  ilhistre  savant  en  1841  dans  le  Journal  de  Liouville  (1.* 
série,  t.  VI,  p.  209j.  Cest  la  plus  importante  des  courbes  engendrées  par  un  point  du 
plan  d'une  conique  qui  roule  sur  une  droite.  Parmi  les  autres,  nous  mentionnerons,  en  pas- 
sant,  celle  que  décrit  le  centre  de  Tellipse,  considérée  par  Sturin  dans  le  Journal  de  Liouville 
(1841,  p.  318),  et  celles  que  décrivent  les  sommets  des  coniques,  étudiées  par  M.  Brocard, 
dans  un  travai!  insere  à  la  Nouvelle  Correspondance  (t.  ii,  1876,  p.  373,  et  t.  iii,  1877,  p.  6 
et  33),  ft  i>ar  Lane,  dans  un  article  publié  dans  V American  Journal  of  Mathematics  (1886, 
t.  VIU,  p.  132).  M.  Brocard  a  envisagé  encore,  dans  Técrit  mentionné,  les  roulettes  de 
Delaunay  et  Sturm,  dont  il  a  obtenu  les  équations  par  diverses  métliodes,  et  il  a  proposé, 
dans  le  recueil  ou  cet  écrit  a  été  inséré,  quelques  questions  relatives  aux  roulettes  des  coni- 
ques, qui  ont  été  résolues  dans  le  tome  vi  (1880,  p.  325-331). 

Suppoâons  que  la  courbe  mobile  soit  une  ellipse  AMB  (Jig.  147),  dont  les  demi-axes  AG 
et  BtJ  suient  respectivement  égaux  k  a  et  h,  et  desi- 
gnoiís  par  c  It^s  distances  des  foyers  F  et  F'  au  centre. 
On  a,  en  représentant  par  x'  et  i/'  les  coordonnées 
des  points  de  cette  ellipse,  )'apportées  aux  axes  mobiles 
CX'  et  CY', 

«''  ,   J'"      .  /- — r. 


Supposons   encore   que    les  axes   des   coordonnées 


Fiff.  147 


224 


auxquels  on  veut  rapporter  la  roulette  soient  Ia  droite  OX,  sur  laquelle  roule  Tellipse,  et  la 
perpendiculaire  OY  à  eette  droite,  uienée  par  la  position  initiale  O  du  sonimet  A  de  cette 
ellipse,  et  désignons  par  x  et  y  les  coordonnées  du  foyer  F.  Nous  avons 

^J  =  FP,     x  =  OM-PM  =  arcAM-PM. 

Mais,  en  déterminant  ia  distauce  FP  entre  le  foyer  F  de  Tellipse,  dont  les  coordonnées, 
rapportées  aux  axes  OX'  et  OY'  sont  (O,  c),  et  Ia  tangente  OX  à  la  même  courbe  au  point  M, 
dont  les  coordonnées,  rapportées  aux  mêmes  axes,  sont  (x',  ?/'),  on  trouve 


FP=i 


\/i 


■cx 


+  cx' 


et,  en  tenant  compte  de  la  relation  FM  =  a ,  on  a 


PM  =  v/FM«-2/»  = 


cyy 


è« 


Pourtant 

(1) 


x  =  s'-^/,     y  =  h 


ip.    ' 


\/aJ 


+  ca;' ' 


oíi  s'  represente  la  longueur  de  l'arc  AM. 

Ces  équations  déterminant  les  coordonnées  x  ai  y  des  points  de  la  roulette  déerite  par  F 
en  fonction  de  la  quantité  arbitraire  x' . 

II  est  évident  que  le  foyer  F'  décrit  une  autre  courbe,  égale  à  eelle  quengeiídre  le 
foyer  F. 

617.  II  resulte  immédiatement  de  la  définition  de  Ia  roulette  envisagée  que  eette  courbe 
est  composée  d'un  nombre  infini  de  parties   égales  à  Fi  F2  F3  (fig.  148).  Cet  are  commence 


à  un  point  Fj  situe  snr  Taxe  des  ordonnées  à  la  distance  «  — c  de  Ia  droite  donnée,  et  pos- 


sede  un  axe  de  symétrie  F2K.  Ahx  points  Fi  et  Fa  Tordonnée  est  máxima  et  miniraa,  res- 
pectivement.  La  distance  F2K  du  point  F2  à  la  droite  donnée  est  égale  à  a  +  c;  et  la  corde 
Fi  F3  est  égale  à  la  longueur  de  Tellipse. 

La  deuxième  des  équations  (1)  et  Téquation  de  Tellipse  donnent  ces  autres: 


dont  il  resulte  (Serret:  Calcul  integral,  1880,  p.  498). 


et  par  coiiséquent 
(3) 


c     ,,     „  SaHhf-{b'-  +  y'-f  , 


dx  h-  -\-  y- 


<hj       v'4ay-(è2  +  y2,2 


Cette  égalité  determine  le  coefficient  aiigulaire  de  la  tangente  à  la  ligne  considérée  à  un 
point  quelconque,  et  fait  voir  que  les  tangentes  aux  points  F|  et  F-2  sont  parallèles  à  la 
droite  OX.  On  en  déduit  encore,  en  tenant  compte  de  la  deuxième  des  équations  (2),  que 
l'équation  de  la  normale  à  la  courLe  au  point  F  (ficj.  1A7)  peut  être  représentée  par  Téquation 

cy'(Y-y)  +  hH:X-x)  =  Q, 

dont  il  resulte,  en  posant  Y=0, 

X=.r+''f|'  =  OF+PM  =  OM; 
o- 

done  la  normale  à  la  courbe  au  point  F  passe  par  le  point  M.  Ce  résultat  est  d'acford  avee 

un  tliéorème  general  de  Descartes  déjà  mentionné  en  dautres  occasions.  II  est  à  remarquer 

que,  en  admettant  ce  théorème,  on  peut  éviter  le  calcul  par  lequel  on  a  déduit  Féquation  (3) 

des  relations  (1),  puisqu'on  peut  déterminer  Féquation  de  la  normale  par  la  condition  de  cette 

dxi       c  xi 
droite  passer  par  les  points  F  et  M,  et  t^n  déduire  ensuite  1'égalité  -3^  ^  f'  1  ^^"'  ''  '"«^sulte 

Féquation  (3). 

En  dérivant  Féquation  (3)  par  rapport  à  y,  on  obtient  celle-ci: 

d^-x  \a^y{f--V-) 

(4)  -^2  = r ' 

|4«y_(i2+3^2)2j2 
VOL.   V  DD 


2>Cy 


d'ou  il  resulte  que  la  courbe  possède  des  points  d'inflexion,    qui  coíncident   avec   les  points 

oíi  elle  est  coupée  par  la  parallèle  à  OX  située  à  la  distance   b   de   cette  dernière  droite. 

Comme  on  a.  x' ==0  et  y' =  b,   quand  y  =  b,  on  voit  que   Tabscisse  du  point  d'inflexion  R 

(fig.  148),   que   la   courbe  possède  dans   Tare  FiF-2,    est  égale   à   la  longueur  d'un  quart  de 

c 
l'eHip3e,  et  que  le  coeflScient  argulaire  de  la  tangente  à  ce  point  est  égal  à  -7-. 

618.     Le  rayon  de  courbure  de  la  roulette  de  Delaunay  a  pour  expression 

2af 


^~]/'-b' 


et  la  longueur  de  la  normale  cette  autre: 

Pourtant  R  et  N  sont  lies  par  la  relation,  reniarquée  par  Delaunay, 

1^1  =  1. 
RN       a 

619.     La  longueur  de  Tare  de  la  courbe  compris  entre  le  point  Fi  et  le  point  (a-,  y)  est 
déterminée  par  Téquation 


_  "  2a?/ dy 


^/ia^-y^^-ib^  +  y-r 


:  2a  arctang  1  /  f    ,  \„     --. . 

V   {a  +  cf  —  y 


En  particulier,  Ia  longueur  de  Tare  F1F-2  est  égale  à  <(•;:. 

On  peut  déduire  aisément  de  cette  formule  Yéqiiation  intrinseque  de  la  roulette  considérée. 
En  effet,  on  peut  mt-ttre  cette  équatioii  sous  la  forme 

y^-{a-  cf  =  [{a  +  cf  -  y^]  tang''  ^  , 

ou 

y^  -\-  Aac  cos^  -r; (a  -f  c)-  =  O, 

2n 

ou,  en  tenant  compte  de  Texpression  du  rayon  de  courbure  R, 

cR  ( c  —  a  cos  —  1  ^  "    a-  —  2«c  cos \-  c- 

\  a  /  \  a 
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Cette  équation  a  été  employée  par  Cesàro,  pour  étudier  Ia  courbe  considérée,  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  Mathémaliqiies  (1888,  p.  219)  et  dans  ses  Lezioni  ãi  Geometria  intrín- 
seca (1896,  p.  69). 

620.  L'aire  de  Tespace  conipris  entre  la  courbe,  Taxe  des  abscisses,  la  droite  OFi  et 
Tordonnóe  du  point  (aj,  y)  peut  être  calculée  par  la  formule 


qui 


donní 


A  =  -  [2as  -  \/4câ  y*  -  (è^  +  ff] . 


En  particulier,  Taire  de  Tespace  compris  entre  ia  courbe  et  les  droites  OOi,  0F|  et  OjFa 
est  égale  à  2íca^. 

G21.  Pour  étudier  la  roulette  engendrée  par  le  foyer  situe  à  Tintérieur  d'une  des  bran- 
ches  d'une  liyperbole,  quand  cette  branche  roule  sur  une  droite,  il  suffit  de  changer  dans 
les  formules  precedentes  b-  en  —  h-.  Alors  la  courbe  n'a  pas  de  points  d'inílexion,  et  les 
tangentes  aux  points  oii  y=l>  sont  perpendiculaires  à  la  droite  donnée. 

En  changeant  en  même  temps  b-  en  — b-  et  c  en  —  c  dans  les  formules  precedentes,  on 
obtient  celles  qui  se  rapportent  à  la  courbe  décrite  par  le  foyer  extérieur  à  la  branche  de 
rbyperbole  qui  roule  sur  la  droite  donnée. 

Si  la  conique  donnée  est  la  parabole  déíinie  par  Téquation  y''^  =  -iajj',  on  trouve  au  moyen 
d'une  analyse  semblable  à  celle  du  n.°  616,  en  observant  que  lexpression  de  la  longueur  s' 
de  Tare  de  cette  parabole  compris  entre  le  sommet  et  le  point  (a;',  y')  est 


que  lu  roulette  du  foyer  est  représentée  par  les  équations 


qui  doiinent 


Donc,   la  roulette  engendrée  par  le  foyer  d'une  2K(i'nbole,   en   roulant  sur  tine  droite,  est 
identiqne  à  la  chametle. 

(FI,    DT,) 
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Cette  propriétó  de  la  cliaiiiette  a  été  communiquée  par  Bobillier  à  Catalan  enl836  (Nou- 
velh  Correspondance,  t.  II,  1876,  p.  381). 

622.  Considérons  un  cercle  tangent  à  la  droite  Fi  F3  (fi(j.  148)  au  point  F)  et  situe 
au-dessous  de  cette  droite,  et  siipposons  que  le  diamètre  de  ce  cercle  soit  égal  au  grand  axe 
de  Tellipse  génératrice  de  la  courbe  Fj  F-2  F3  (ou  à  Taxe  réel  de  riiyperbole,  dans  le  cas  de 
la  roulette  liyperbolique).  Si  ensuite  on  fait  rouler  ce  cercle  sur  la  courbe  Fi  F-jFs,  le  point 
du  plan  du  cercle  considere  coíncidant  avec  Fi  décrit  la  droite  Fi  F3.  Cette  proposition  est 
due  à  M.  Habich,  qni  Ta  publiée  dans  Mathesis  (1886,  p.  103).  Elle  est  une  conséqnence  de 
cette  proposition  générale  de  la  tliéorie  des  roulettes,  donnée  par  le  raême  géomètre  dans  le 
recueil  mentionné  (1882,  p.  145):  Si  une  coxirhe  plane  (O)  roule  mr  une  droite  (D),  et  si  (Ci) 
est  la  roulette  décriie  par  un  j^oint  P  du  plan  de  cette  courbe,  la  droite  (D)  peut  être  décrite  par 
le  point  P  du  plan  de  la  podaire  de  (C),  par  rapport  à  P,  en  roulant  sur  (Ci). 

Pour  ajipliquer  ce  tliéorème,  11  suffit  de  remarquer  qu'il  resulte  des  équations  écrites  au 
n."  2G6  que  la  podaire  de  l'éllipse  ou  de  Tliyperb  Je,  par  rapport  à  un  foyer,  se  réduit  à  un 
cercle  de  rayon  nul  et  à  un  autre  de  rayon  respectiveinent  égal  au  grand  axe  de  Tellipse  ou 
à  Taxe  réel  de  Thyperbole. 

En  appliquant  le  môme  tliéorème  à  la  roulette  parabolique,  c'est-à-dire  à  Ia  chainette,  et 
en  observant  qu'il  resulte  de  Téquation  des  podaires  de  la  parabole  (n.°  30)  que  la  podaire 
d'une  parabole  par  rapport  au  foyer  se  réduit  à  un  cercle  de  rayon  nul  et  à  la  tangente  à 
cette  parabole  au  sommet,  on  retrouve  Ia  proposition  démontrée  au  n."  412. 

Nous  signalerons  encoi'e,  en  passant,  une  autre  application  du  tliéorème  de  M.  Habich. 
Comme  Ia  podaire  de  Ia  courbe  de  Talbot,  par  rapport  au  centre,  est  une  ellipse  ayant  le 
mêrae  centre  (n.°  374),  il  resulte  du  tliéorème  mentionné  que  la  courbe  sur  laquelie  doit 
rouler  une  ellipse,  pour  que  son  centre  parcoure  une  droite,  est  identique  à  la  roulette 
décrite  par  le  centre  de  la  courbe  de  Talbot,  en  roulant  sur  une  droite.  L'équation  de  cette 
roulette  a  été  obtenue  par  M.  Greenliill  dans  Texcellent  ouvrage:  Les  foncfions  elliptiques  et 
leurs  applicalions,  traduit  en  français  par  M.  Grriess  (Paris,  1895,  p.  104). 

623.  Les  lignes  qu'on  vient  d'étudier  ont  été  rencontrées  par  Delaunay,  en  cherchant 
les  surfaces  de  révolution  à  courbure  moyenne  constante.  Les  rayons  de  courbure  principaux 
de  ces  surfaces  sont,  en  chaque  point,  le  rayon  de  courbure  de  la  section  méridienne  passant 
par  ce  point  et  le  segment  de  la  normale  compris  entre  le  même  point  et  l'axe  de  la  surface; 
pourtant,  en  représentant  par  R  et  N  ce  rayon  et  ce  segment,  le  problème  mentionné  se 
traduit  par  Téquation 

R  "^  N        a  ' 

et  il  en  resulte  que  les  surfaces  de  révolution  dont  les  courbes  méridiennes  sont  des  roulettes 
de  Delaunay,  satisfont  à  ce  problème. 

Nous  pouvons  ajouter  qu'il  n'existe  pas  d'autres  surfaces  qui  satisfassent  à  ce  problème. 
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En  effet,  Téquation  precedente  est  equivalente  à  Téquation  diíFérentielle 

a 


d-x       dx 

yi[f'^"d^ 


1 


dx\^ 

-d^l  J 


(i 


1 


dr.y 


et  cette  équation  coincide  avec  celle  qu'on  obtient  en  éiirainant  b  entre  les  équations  (;5)  et  (4). 
Les  siirfaces  de  révoliition  à  courbure  nioyenne  constante  ont  été  étudiées  encore  par 
Lindelòf,  en  1863,  dans  les  Mémoiíes  de  la  Soeiété  des  Sciences  de  Finlande.  II  a  designo  les 
roulettes  elliptiques  et  les  i-oulettes  bx-perbuliques  de  Uelaunay  sons  le  noni  de  chaínHtes 
ellipiiqiies  &i  de  cluunettes  hypevholiques ;  la  roulette  du  foyer  de  la  parabole  coincide,  comine 
on  Ta  vil,  avec  la  chatnelte  ordinaire,  qne  !e  mênie  géomètre  a  appelce  chmnette  2)arahuUque. 

624.  Les  courbes  qii'on  vient  de  considérer  sont  encore  les  soliitions  du  problème 
suivant,  résolu  aussi  par  Delaunay :  déterminer,  pnrmi  les  courbes  planes  comprises  entre 
denx  points  donnés  et  engendrant  des  solides  de  volume  égal,  quand  elles  tournent  autour 
d'un  axe,  situe  dans  le  mêuie  plan,  celle  qui  engendre  la  surface  d'aire  ruinima. 

Pour  résoudre'  ce  problème,  il  suffit  d'appliquer  la  mélhode  des  variations  à  Tintégrale 


/'V'+(^ 


djj_ 
dx 


dx. 


en  tenaut  compte  de  réquation : 


■  const. 


fdx=.. 
On  trouve  ainsi  (Serret:   Calcul  integral,  1880,  p.  733)  Téquation  différentielle 


dx  =  - 


{f'±h^')dy 


^'Aah/-(,/±h^f 


qui  represente  les  roulettes  de  Delaunay. 
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CHAPITRE  XI. 

SUR  DIVERSES  CLASSES  DE  COURBES- 


Los  perles  de  Sluse. 

625.     Pascal  et  Sluse  ont  donné  le  iiom  de  pei-les  aux  courbes  définies  par  réquation 

(1)  y"  =  k  (a  —  X)'' X"', 

oíi  III,  n  et  p  dósignent  des  nombres  entiers  positifs. 

On  trouve  la  première  mention  de  ces  lignes  dans  trois  lettres  adressées  par  Sluse  à 
Huygens  le  14  aoút  KjÕT,  le  8  janvier  1658  et  le  12  avril  1658,  et  dans  une  autre  adressée 
par  le  même  géomètre  à  Pascal  le  6  avril  165S,  lettres  qui  ont  été  publiées  et  commentées 
par  M,  Le  Paige  dans  le  Bulletino  de  Boncompagni  (t.  xvil,  1884).  Dans  cette  dernière  iettre, 
Sluse  attribue  à  Pascal  Tinvention  de  ces  courbes,  et  lui  communique  qu'il  en  a  determine 
les  tangentes,  et,  en  quelques  cas,  les  dimensions  des  aires,  la  position  des  centres  de  gra- 
vite de  ces  aires,  et  le  volume  des  solides  de  révolution  autour  de  Taxe  des  abscisses.  Dans 
la  réponse  à  cette  iettre,  du  10  décembre  de  la  même  année,  Pascal  (Oeuvres,  éd.  Hachette, 
t.  Ill,  p.  444)  communique  à  Sluse  qu'il  a  obtenu  au  moyen  des  perles  le  volume  d'un 
certain  solide,  qui  será  considere  dans  le  chapitre  consacré  à  Vhélice  cunique.  La  méthode 
employée  par  Sluse  pour  déterminer  les  tangentes  aux  perles,  a  été  exposée  par  ce  même 
géomètre  dans  une  autre  Iettre  adressée  à  Pascal  le  29  juin  IHftS;  elle  est  une  application 
d'une  méthode  généraie  des  tangentes  inventée  par  Téminent  géomètre  de  Liège  vers  1662 
(Le  Paige,  1.  c). 

La  forme  de  cliaquc  perle  dépend  des  vaieurs  des  constantes  m,  n  et  j),  qui  figurent  dans 
l'équation  (1). 
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Comme 

V  = X"        ia  —  x)»        lam  —  (p  +  m)x]  =  ^^ ^-í— — ^  , 

on  voit  que  eliaque  perle  ooiipe  Taxe  des  abscisses  aux  points  oíi  «  =  0   et   x=a,  et  que  Ia 

tangente  au  premier  de  ees  points  est  parallèle  à  Taxe  des  abseisses  quand  w>  h,  et  à  Taxe 

des  ordonnées  si  mi^n;  ia  tangente   au   deuxième  point  est  parallèle   à  l'axe   des   abseisses 

quand  j?>Jí^  et  à  laxe  des  ordonnées  ú  p<n.  La  tangente  est  encore  parallèle  à  l'axe  des 

,      .                   .         ,              ma 
abseisses  au  point  ou  x  = • 

En  représentant  par  S,  la  sous-tangente,  on  a  la  relation 

j^  nx  (a  —  a;) 


ma  —  (2^  "f"  "')  *  ' 


d'ou  il  resulte  une  manière  de  eonstruire  les  tangentes   à   la  courbe.    Cest   au  moyen  de  la 
sous-tangente  que  Sluse  a  determine  les  tangentes  aux  perles. 

fí2G.  L'aire  de  Tespace  coiupris  entre  un  are  d'ime  perle,  Taxe  des  abseisses  et  deux 
parallèles  à  l'axe  des  ordonnées  passant  par  les  points  dont  les  abseisses  sont  a-,,  et  xi,  est 
déterminée  par  1  egalité 


Á=Vk  r'(a-x)"  x" 


dx; 


cette  aire  peiít  donc   être   expriíuée   par  des   fonetions  élémentaires   quand   un  des  nombres 


«i        n  m  -\-  p 

— ,  -í—  ou  —  est  entier. 

n        n  n 


Le  volume  V  du  solide  engendre  par  Taire  qu'on  vient  de  eonsidérer,  en  tournant  autour 
de  l'axe  des  abseisses,  peut  être  obtenu  au  moyen  de  la  formule 


2  2/)       2m 

V  =  Tk'"  I      (a  —  x)"  x"   dx ; 


le  calcul  de  ce  volume  dépend  donc  du  calcul  des  fonetions  élémentaires  quand  un  des  nom- 

bres  — í- ,  ou  — ^ ^—  est  entier 

71         n  n 

Les  coordonnées  (x',  y')   du    centre    gravite   de   la   même  aire  sont  déterminées   par   les 

équations 

Áx'  =  nT'  [a  -x)"  x"       dx,     At/'  =  y  i/P  r"  (a  -  x)"  x'"  dx. 
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et  peuvent  être  obtenues   au  moyen   des  fonetions  élémentaires,    quand  A    est  calculable   au 
raoyen  de  ces  fonetions. 

Les  problèmes  de  la  qiiadrature  des  perles,  dii  calcul  du  volume  V  et  de  la  détermina- 
tion  du  centre  de  gravite  de  leurs  aires  coincident  donc  avec  celui  de  rintégration  des  diffé- 
rentielles  binômes.  Ou  a  déjà  dit  que  Sluse  a  résolu  les  trois  problèraes  géométriques 
uientionnés,  en  quelques  eas;  il  a  ainsi  résolu  aussi  iiuplicitement  ce  problema  analy tique. 

627.     Parmi   les  eourbes   détinies   par  Téqualion  (1),    celle    qui  correspond   à  Téquation 

_y'i  =  hx"  {a  —  x) 


ofFre  un  intérèt  spécial.  Cette  derniòre  ligue  a  été  appelée  par  Pascal  /jcr/e  du  h-}-!"  urdve. 

Si  n  est  un  nnmbre  pair,  la  eourbe   a   la    forme  indiquée   dans   la   íigure  149.    EUe  est 

symétriqiie  par  rapport  à  Taxe  des  abscisses  et  coupe  cet  axe  au  sommet  A,  dont  la  distanee 

à  Torigine  O  est  égale  à  a.  L'abscisse  du  point  B  ou  Tordonnée  prend  la  plus  grande  valeur, 


est  égaltí  à 


«+1 


La  eourbe  a  un  point  multiple  d'ordre  n  à  O,  ou  se  eoupent  deux  an^s 


réels  et  n  —  2   ares   imaginaires;    les  eoefficients  angulaires   des   tangentes    à   ce   point   sont 

égaux  à  71  (ka)".  En  outre,  la  eourbe  s  etend  jusqu'à  Tinfini  dans  le  sens  des  abscisses  néga- 
tives,  et  elle  ne  possède  pas  de  points  d'inflexion  réels. 

Si  n  est  impair,  la  eourbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  lõO.    Le   segment   UA  est 

égal  à  a,  et  l'abseisse  du  point  B,  ou  l'ordonnée  est  máxima,  est  égale  à  r~^-    Dans   ce 


n-hl 


Fig.  lõO 


eas  la  perle  s'étend  jusqu';i  1'infini  dans  les  sens  des  abscisses  positives  et  négatives,  eí  coupe 

à  un  seul  point  réel  cliaque  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées.  Elle  possède  un  point  d'inflexion 

.11        II  I      •               .11       2na 
reel,  dont  1  abscisse  est  egale  a   -j— , • 

La  tangente  au  point  (x,  y)  eoupe  Taxe  des  ordonnées   au  point   oíi  Tordonnée  prend  la 


valeur 


n[a  —  a;) 

VOL.    V 


EE 
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La  valeur  de   Paire    A  peut  être    calculée,  dans    le  cas   de  ces  perles  particulières,  par 
léquation 


n+l 


A  =  h"](a-x,)  " 


n        ,  na 

(a  — x^)■ 


2w+l 


n+1 


n+j 

-(a-a?„)  "    j^- 


n       ,  na 

a  —  x^^■ 


2n+l 


n+1 


d'ou  il  resulte  que  Taire  A|  de  Teapace  OBA  (fig.  149  et  lítO)  a  la  valeur 

1 

A, 


ijfc" 


2n+l 


(n-i-l)(2n+l) 
628.     Les  perles  de  Sluse  sont  comprlses  parmi  les  lignes  représentées  par  Téquation 

y  =  kx''{a  —  x)^, 

oíi  a  et  p  sont  des  nombres  positifs.  Si  a  et  [i  sont  rationnels,  la  courbe  est  algébrique,  et 
dans  lo  cas  contraire  elle  est  transcendante.  Dans  tous  les  cas,  cette  courbe  passe  par  les  points 
ayant  pour  abscisses  O  et  a,  et  Taire  de  IVspace  coniprise  entre  la  niême  courbe  et  la  corde 
qui  joint  ces  points  est  déterminée  par  Téquation 

A  =  Â;  rx''{a-xfdx==kc/'-+^+^  f  t"{\-ifdt 
o  o 

ou  r  represente  la  fonction  gamma. 

De  même,  le  volume  V  du  solide  engendre  par  cet  espace,  en   tournant  autour  de  Taxe 
des  abscisses,  a  pour  expression : 

\ -^k  j    X     (a      X)     ax      .J.a  rf2(a-fP)+l] 

o 

620.     Parmi  les  perles  sont  coniprises  les  courbes  correspondant  aux  équations 
ax^  —  x^  =  h-y,     ax^  —  íc*  =  a-^-,      ax^  —  x''  =  3/^, 

lesquelles  ont  été  spécialement  étudiées  par  Sluse,  Huygens  et  Schooten  en  quelques  lettres 
qu'on  peut  voir  dans  le  tome  11  des  Oeuvres  de  Huygens.  Les  courbes  représentées  par  la 
première  et  la  deuxième  de  ces  équations  ont  été  déjà  envisagées,  sous  le  nom  de  parabole 
cttbique  et  de  quartique  piriforme,  aux  n.''-'  520  et  308. 
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II. 
La  eourbc  de  Jeaii  Bernoulli. 

*  030.  P;iriiii  les  problèines  inverses  (\e.  ceuK  des  tangentes  étudiés  par  les  géoraètres 
dans  les  preinievs  temps  apres  rinvention  de  la  inéthode  différentielle,  figure  celiii  qui  suit, 
proposé  par  Jean  Bernoulli  en  16S)3  dans  les  Ada  erudiioruni: 

Déterminer  la  courbe  dont  la  longueur  de  la  tangente  soit  ijroportionnelle  à  Vabscisse  du 
point  ou  cetfe  droite  coupe  ru.ee  des  aJtscissef. 

Ce  problème  a  été  étudió  par  Jacques  Bernoulli,  L'Hospital  et  Huygens  en  1693  et  1694 
dans  les  Acta  eruditorum.  On  peut  encore  voir  la  solution  de  Jacques  Bernoulli  dans  le  tome  i, 
p.  574,  et  tome  il,  p.  1082,  de  ses  Opera,  et  celle  de  L'Hospital  dans  le  volume  currespon- 
dant  à  169o  des  Mémoires  de  VAcadémie  des  Sciences  de  Paris.  La  solution  de  Huygens 
ainsi  que  lu  raéthode  employée  pour  Tobtenir,  ont  élé  reproduites  dans  le  tome  X,  p.  500-508, 
des  Oeuvres  de  ce  grand  géomètre.  On  trouve  encore  dans  ce  volume  plusieurs  lettres  inte- 
ressantes sur  cette  qaestion  que  L'Hospital  et  Pluygens  se  sont  adressées  Tun  à  Tautre. 

L'équation  qui  traduit  le  problème  est 

?/■-  {dx^  +  dy-)  =  m-  (xdy  —  ydx)-, 

m  étant  une  quantité  positive  constante.  Én  posant,  comme  L'Hospital,  x=  ui/,  cette  équation 
prend  la  forme 


(u2  +  1  j  dt/^  +  2i/u  du  dy-\-{l—  wi2)  f  du^  =  O, 


ou 


dy  udu         \/m-  u-  +  m-  —  1 

y  !t-  + 1  u-  + 1 

On  a  donc 

(])  iog^  =  -!ogv/»^T~l+/'  ^'"'"'^'f  "^   du  +  logc. 


Mais,  en  posant  maintenant  u-  =  z  et  ensuite 

m-z  4-m^  —  1         . 
' =^  /* 

il  vient 


f  \/m^ «2 -1-  to"2  —  1    ,         1   ,       mt  —  1        «i  ,      t—\ 

J ^j+j ^^«  =  y  l«g  ^;;f+t  -  y  'ogy^- 
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La  courbe  peut  dono  être  représentée  par  les  équations 


Cl  étant  une  constante  arbitraire.  Ces  équations  déterminent  les  coordonnóes  x  et  y  des  points 
de  la  courbe  en  fonction  du  paramètre  arbitraire  f.  En  posant 

,        í+1 

V-  =  — ~  5 


on  peut  donner  encore  à  ces  équations  l;t  forme 


{m -\- \)  v^ -{- m  —  \  '       *"  2mi. 


ou  enfin,  en  faisaiit 


{m=-l)i;2  =  r?, 


■^i  ^  Vi  —  m-  +  1 

On  voit  au  moyen  de  ces  équations  que  la  courbe  est  algébrique  quand  m  est  un  nombre 
rationnel.  En  posant  dans  ce  cas  r,  =v%,  q  étant  le  dénominateur  de  m,  on  voit  que  la  courbe 
est  aloi's  unicursale. 

Si  m  est  un  nombre  irrationnel,  la  courbe  est  transcendante. 

On  voit  au  moyen  de  ces  mêmes  équations  que,  si  ??i<l,  x  tend  vers  l'infini  et  7/  vers 
zero,  quand  vi  tend  vers  Finfini;  dono,  dans  ce  cas,  Taxe  des  abscisses  t-st  une  asymptote 
de  la  courbe. 

Huygens  {Oeuvref,  t.  x,  p.  536,  552,  555)  a  reconnu  que  la  courbe  considérée  possède  des 
points  de  rebroussement  réeis  quand  «i<l,  et  il  a  donné  une  méthode  pour  les  déterminer. 
Pour  obtenir  la  valeur  que  v\  prend  dans  chaeun  de  ces  points,   il  suffit  de  remarquer   qu'il 

resulte  de  Téquation  différentielle  de  la  courbe  la  conditiun  suivante  pour  que  -y-    ait   deux 
valeurs  égales  : 

1— TO- 

Z  = 3 . 


OU 
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Les  coordoniiées  des  points  de  rebioussement  soiit  donc 


..,T  +  ' 


et  ees  points  sont  réels  quand  m  <  1,  et  imaginaires  si  m>l. 
On  a  aussi,  à  ces  points, 


dy  (1  —  rn^) y  Vi  —  ■»/ -    _ 

dx  m-x  m  ' 

donc  le  rapport  de  labseisse  de  chaque  point  de  rebioussement  et  du  segment  de  la  tangente 
à  ce  point  compris  entre  le  point  de  contact  et  Taxe  des  ordonnées,  est  égal  à  m  (Hiiygens: 
I.  c,  p.  552). 

L'éqiiation  (1)  donne 

/, 1  ííí 
-^^^ ^logc  =  logc(^^^^^^j    (^J     . 

Donc  réqiiation  polaire  de  ia  courbe  de  Bernoulli  ebt 


/  l/m^  — sin^e  — cosÔN     / 
'  ^-\  \/^^ii^^^^+  cos  b)     \ 


1  m 


^/ni^  —  sin^  6  —  cos  6  \     /  \/m-  —  sin-  6  +  m  cos  6 


\  \/m-  —  sin^  6  +  cos  6/     \  \/7n?  —  sin^  6  —  m  sin  6 


III. 
Les  épis. 


031.     Les  lignes  délinies  j3ar  Féquation 


'b' 


a 

sin  ?)ii9 

ont  cté  nommées  par  M.  Aiibry  les  épis  (Journal  de  Mathêmatiques  spéciales,  189Õ,  p.  201); 
elles  sont  inverses  des  rosaces  (n."  604). 

Quand  d  varie  depuis  O  jiisqu'à  — — ,   p  décroit  depiiis  cc  jnsqu'à   a,    et   quand    6  varie 

ensuite  de    ,—  à  - -- ,  o  croit  depuis  a  iiisqu'à  'X>  .  Le  puiní  dérrivant  narcourt  donc  la  bran- 

27)1  TO    '    '  1  J         1  I  I 
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che  infinie  BAC  (fiy.   lõl),  dont  OA  est  un  axe  de  syniétrie,  et  dont  les  droites  OX  et  OD 

sont  des  asymptotvs.  Langle  formé  par  ces  asynipto- 

T  tes  est  éffal  à .  Une  autre  branclie  de  la  coui-be 

m 

corre^^pond    aux    valeurs    de    6    comprises    entre 

-          "2-      ^       .    , 
et  .  En  ffénéral,  à  chaque  coiiple  de  nom- 

bres  successifs  de  la  suite 


3x 

2x 

7)1 

VI 

2t. 

3- 

m 

m 

.jj    correspond  une  branche  de  la  cuurbe. 
Fig.  151  En  procédant  coiume   au   i;.°  fiõo,   on   voit  que 

ces  courbes  sont  (ãgéhriques  quand  »i  est  un  nom- 
bre    rationnel,    et   qu'elles    sont   trancendontes   quand    m    est   irmtlonnã.    Dans    le   premier 

cas,  SI  "'  =  -^  ,  on  voit  coumie  au  n."  605  que  le  nouibre  des  branelies  est  égal  à  A  si  les  entiers 

h  etk  sont  impairs,  et  que  ce  nombre  est  égal  à  2/í  quand  Tun    de  ces  entiers   est  x>air   et 
Tautre  impair.  Si  m  est  irrationnel,  le  nombre  des  branches  est  iufini. 

632.     L'équation  de  ia  tangente   à    une   des  courbes  considérées  au  point   (&i,  [Ji),  rap- 
portée  aux  coordonnées  polaires,  est 

a 

—  =  sin  rnOi  cos  (f)  —  Oi)  -f  m  cos  mOi  sin  (6  —  Ôj). 

Cette  óquation,  en  faisant  6  =  6i+wei,  doniie  la  relation 


a        i  +  TO    . 

—  = n —  SHi  Iiiit){ , 

P  2 

qui  determine  le  vecteur  du  point   oíi  la  tangente  coupe   la   drvite   passant   par    Torigine   et 
formant  un  angle  égal  à  Õi+mdi  avec  Taxe  des  abscisses. 

633.     Le  rayon  de  courbure  des  épis  est  determine  par  réquation 

3 


R  = 


a  (sin^  md  -l-  m-  cos^  m6)°' 


(1  —  ?n-j  sin*  ??í6  ' 

dont  il  resulte  que  ces  courbes  n'ont  pas  de  points  d'inilexion  à  distance  finie.  La  vaieur  que 
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ce  rayon  prend  aux  sommets  de  ces  courbes  est 

1 


R  = 


et  la  valeiír  qu'il  prend  aux  points  oii  6  =  +  - — ,  +^ — ,  +— — ,   .  .  .  est 


R  = 


1-7W2 


3-1.      L'aire  halayée  par  le  vectt-iir  dune    des  niêmes  ligues,   quand   f)  varie  de  AOX, 
égal  à  -jj — ,  jusqu  à  6|,  est  déterminée  par  léquation 

«2    /-O,      c/e 


a-   r"i      (to  « 

^  =  —)-  /     -■   ^.     fl  =  —  -.,-  cot  mft, ; 
2  J       sin-  ?))í/  2m 


■  «         Sr  .         «* 

81  Oi  =  — r-  ,  on  a  A  =  — —  • 
4m  2pi 

La  rectification  des  épis  dépend  des  intégrales  elliptiques   de  première   et   de   deiixième 

espèce,  coiume  on  va  le  voir. 

On  a 


,  am         I ,        m^ — 1     .  ,     ,     ,. 

c?s  =  ^  ,—    -  V  /  1 3 —  sm'  mii .  d(t, 

"■-V-  iiiU  V 


snv  iiif)  V  'ni' 


2         1 

OU,  en  faisant  wi6  =  (o,  5 —  =  ^^j 


ds  =  — ^5 —  V^l  —  k'  sin-  O) .  (hn. 
sin-*  cu 

En  tenant  conipte  niaintenant  de  lidentité 


á[coto3v/l— A;2  8Ín«co]  _       ^/l  — Ã^^sin^co  k^—l 


on  peut  niettre  l'expression  de  c/.s  sons  la  forme 


rfo) 


ás  =  —  «(/(cot  to  v'  1  —  /c-  siu'^  co)  —  rt  (A-  —  1 )  —  =  —  a  \/l  —  k^  sin^  (o  dm. 

\/ 1  —  /í'^  sin'^  (u 

Poiírtaiit  A(  longiieur  s  des  ares  dey  cpls  déjiend  d'une  iniégrale  elUptique  de iiremiere  esj>hce 
et  ã'une  nutre  de  deiixihue  efpice. 
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Si  /((*<;  1,  k  est  imaginaire;  mais,  en  posant  mO  — —r — t,  on  ca 


1,1  (JOS*  T 

et,  puisque 


ds  = ^  v/l  -  k^  sin^  -  d-,      A:^  =  1  -  m^, 


rirtangt\/l— Ã:-sin  x]  \/  l  — /c^sin-t  1  ,      ,- ,o   ■  .^ 

; ^ ^ — -  -  — [-  y  1  —  tC"  Siri"  t . 

d-  cos--  v/l— A-^sin^t 


il  vient 


dx 


ds  =  -  —  }d  (taiií?  T  v/  1  -  A-«  sin2 t)  +  -  -  v/l  -  />:-  sii"  t  ãx) 

m  (  '^    '  /1-A;^sin2-  * 


oíi  k  est  réel. 


IV. 
Los  iioeuds.  Les  eourbes  de  Descartes. 

635.     Les  lignes  définies  par  1'équation  poiaire 

(1)  p  =  ataiig;»6 

ont  été  reneontrées  par  La  Gournerie  dans  ses  reclierches  sur  les  lignes  asymptotiques  des 
liélicoídes  ganches,  publiées  en  1851  dans  le  Journal  de  V Écule  PoJi/technique  de  Paris  (cah. 
XXXIV,  p.  92),  dont  elles  sont  des  projections.  Ces  courbes  ont  été  nonmiées  les  noeuds  par 
M.  Aubry  dans  !e  Journal  de  Mathématiqiies  spéciales  (1895,  p.  201).  On  peut  les  designer 
aiissi  sous  le  noni  de  fangento'ides  polaircs.  Parmi  ces  lignes  sont  coniprises  le  cappa,  qui  cor- 
respond  à  m=l,  et  la  strojíhotde  droite,  qni  correspond  à  »'=-;^- 

La  forme  de  chaciine  des  courbes  représentées  par  réqualion  (1 )  dépend  de  la  valeur  de  m. 
Quand  6  varie  depuis  — ^^ —  jusqu'à  ^— ,  p  croit  depiiis  —  xjiisqu"à  'X,  etlepoint  générateur 

de  la  courbe  en  décrit  uns  branche  infinie,  tangente  à  Taxe  des  abseisses  à  Torigine,  et  synié- 
triqiie  par  rapport  à  Taxe  des  ordonnées. 

L'équation  générale  des  asymptotes  des  courbes  planes,    rapportée   aux  coordonnées  po- 
laires,  a  pour  équation 
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et  représentant  les  racines  de  Téquation  /(6)  =  0,  et  p  =   -       étant  l'équation  de  la  courbe. 

En  appliquant   cette  proposition  aux  coui'bes   considérées,   on  conclut  que    la  branche    de  la 
courbe  (l)  qu'on  vient  de  dóterminer,  a  une  asymptote  représentóe  par  féquation 


—  =  —  «ísin(6 — -  -\: 


a 

P 
ou,  en  coordonnóes  cartésiennes, 

a 


^  =  ^'""^2^ ^' 


'^"è] 


m  cos  — — 

et  une  autre  syinétrique  de  celle-là  par  rapport  à  Taxe  des  ordonnées ;  ces  asymptotes  cou- 

pent  Taxe  des  abscisses  à  un  point  dont  la  distance  au  pôle  est  égale  à  — 

,  ,  ,     ,  .  -t  3/;       3x  5ic  ...  , 

Aux  valeurs  de  o  compnses  entre  -^ —  et  -^ —  ,  >, —  et  s. — ,    •  •  • ,   ainsi   qu  aux  vaieurs 
•^  2vi         2m      2m         2m  ^ 

.  TZ  SiC  OX  OTt  ,  ,,  , 

de  o  compnses  entre  — r; —  et  — ,; — ,  — =; —  et  —  ^ — ,  ....  correspondent  d  autres  bran- 
"^  2m  2m  2m  2m 

ches  égales  à  celle    qu'on  vient  de  cousidérer ;   les  tangentes  à  ces  branches  à  Torigine  font 

,      ,  .  ,      X         27:  .  X  2x 

des  angles  égaux,  respectivement,  a  ,  ,  ...  et  a , ,    ...    avec   1  axe 

°  .      °        '        '^  mm  mm 

des  abscisses. 

On  voit,  comme  dans  Tétude  des  épicycloídes  (n.°  553),  que,  si  m  est  un  nombre  irration- 

nel,  la  courbe  est  transcendante;  et  que,  si  m  est  rationnel,  la  courbe  est  algéhrique  et  unicursale. 

Dans  ie  preniier  cas,  le  nombre  de  ses  branches  est  infini;  dans  ie  deuxième  cas,  si  m  =  — , 

ce  nombre  est  égal  à  2h  quand  les  entiers  h  et  k  sont  impair»,  et  il  est  égal  à  h  quand  Fun 
de  ces  nombres  est  pair  et  Tautre  impair.  Toutes  les  branches  de  la  courbe  se  coupent  à  1  ori- 
gine des  coordonnées,  qui  en  est  un  point  multiple,  dont  le  degré  de  multiplicité  est  égal  au 
nombre  de  ces  branches. 

636.     La  sous-tangente  et  la  soiis-normale   à  un  point  quelconque   des  courbes  considé- 
rées sont  déterminées  par  les  équations 

b,  ==  —  sm-«iO,      0,1  = 


m  cos^  ma 

d'ou  i!  resulte 

Le  rayon  de  courbure  des  mêmes  courbes  a  pour  expression: 

a{im-  +  sm^2m6f 
8{2m^'  +  sin^md)cos^m6  ' 
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qui  au  point  O  prend  la  valenr  R=— am.  II  en  resulte  que   les   ligues  considérées  ne  pos- 
sèdent  pas  de  points  d'inflexion  réeis  à  distance  finie. 

637.     L'aire  balayée  par  le  vecteur  du  point  (6,  p),  qiiand  f)  vai'ie  de  O  jusqu'à  0\,  peut 
être  calculóe  par  la  formule 


A=ír 


a" 


tang^  m6  dd  =  -^ —  (tang  mÔ  —  wi6). 


La  rectification  des  mêmes  lignes  dépend  des  intégrales  elliptiques,  comme  on  va  le  voir. 
On  a 


j  a        ./  •  2    fl ã"-7n 5  7fl       a  v/l  +  4w2  _  cos- 2»!e 

as  = 5 — ;- 1/ sin-'  mo  cos''  wiO  +  m-  da  = . — ^ dd, 

cos-  ma  1  +  cos  zma 


1  —  cos  2vi8 


/T 


a. r      1- 

+  4wí-L\/l— /; 


ícos"^2we        (l+cos2me)v/l 


4«t^ n 

>)\/l -k^' cos 2m6  j*^^' 


u  fc^  ==  1  _i_  1 — ^'  ***"  poiírt^nt,  en  posant  2md  = -^ to,     Ao)=i/l — /í^sin^oj, 


ãs  = 


sin  to  —  1 


4to2 


2»ii/l+4m4       ^">  (l-fsinio)Ao 


c?w. 


Mais  (n.°  43) 


/ 


<u  cZ(i 


(l  -f-sin  tu)  Ao 


cos  to  AtD 

1  -f  sin  oj 


■]+/"4;-/™--- 


l/2At. 


/sinto   ,           /— ,        1/ "i  Ato  —  cos  to 
— r (/to  =1/2  log  ;= 
Ato                     "         /2-1 


Donc,  s  représentant  la  longueur  de  larc  compris  entre  Torigine  et  le  point  (6,  o), 


„ ^  [ ,/:: ,        \^2  Ato  —  cos  to       c    =>     -,        cos  to  Ato 

1^    :77TW  V  ^log 7= 8?n^    1  — -— — -. 


-  (4ín2  + 1 )  /    _^  +  87h2  /     Ato  tZto 


Par  conséquent  la  rectification  des  courbes  représentées   par   Téquation  (1)   dépend   des 
intégrales  elliptiques  de  première  et  deuxième  espèce. 
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63$.  On  peut  rattaelier  aux  ligues  qu'on  vient  de  considérer  celles  qui  sont  la  solution 
de  la  question  suivante,  envisagée  par  Descartes  dans  une'  lettre  adressée  à  Mersenne  le  13 
juillet  1638  (Oeuvres,  t.  ii,  p.  239):  déterminer  la  courbe  forinée  à  chaque  instant  par  un  fil 
Jlexible,  quand  il  tombe  vers  le  centre  de  la  Terre  en  vertu  de  son  poids,  en  partant  d'une  posi- 
tion  initiale  perpendiculaire  à  la  droite  2}assant  par  le  centre  de  la  Terre  et  par  le  milieu  du 
fil. 

Soient  A  et  M  les  positions  initiales  du  milieu  du  fil  et  d'un  autre  quelconque  de  ses 
points,  A|  et  Mi  les  positions  que  les  mêmes  points  prennent,  respectivement,  après  un 
temps  quelconque,  et  O  le  centre  de  la  Terre.  On  a,  en  représentant  par  s  la  longueur  de 
l'arc  AjMi,  par  a  le  segment  AAj  et  par  h  le  segment  OA  (Descartes,  1.  c.j, 


OM  -  OM )  =  a,     s  =  AM  =  /MO-  -  AO^, 

et  par  suite,  en  représentant  par  o  le  segment  0M|, 

s2  +  /,2  =  (p  +  a)2. 

Descartes  a  defini  ainsi  la  courbe,    mais  il  ne   Ta  pas  étudiée.    Nous  en   allons   chercher 
Téquation  polaire. 
On  a 


et  par  conséquent 


p/(p  +  a)2_/,í 


Pour  intégrer  cette  équation,  posons 


il  vient  d'aljord 


v/(p  +  a)2-/i«  =  p+a  +  í; 
r         2hdt 


et  ensuite,  en  faisant  t  =  z  —  a  et  en  supposant  h^  a, 

2h 


/•     2hdz  r 


V  7í^  -  «2 


arctang 


ou 


6  =  + 


2h 


_  [/h^-a' 


arctang 


^/(p  +  «)^_A^_p  1 
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h^  -  a^ 


Cest  Téquation  polaire  de  la  cçurbe.  II  en  resulte  qu'on  a  6  =  6,,  qiiand  p  =  — ^ — 

En  prenant  pour  axe  des  coordonnées  polaires  la  droite  OA,  qui  passe  par  le  pôle  et  par 
le  milieu  du  fil,  cette  équation  doit  donner  6  =  0,  quand  p  =  Ã  — a.  On  a  par  conséquent 


2h  h  —  a 


V/A2_a2 


Quand  p  =  co,  on  a 


e  =  + 


arctang_^^^       -  +  6o 


//i^  -  a2 


1/^2- 


La  courbe  a  donc  deux  asyinptotes,  qui  forment  avec  la  droite  OA  des  angles  determines 
par  cette  équation. 

La  longueur  de  la  normale  à  la  iiiêine  courbe  à  un  point  quelconque  donné  est  déterminée 
par  l'óquation 


En  faisant 


p,  =  i/(p  +  af -h^-o,    e- e„  =  e, 

et  en  supposant  que  6  est  une  qumitité  positive  on  négative,  ou  trouve 


"^     ,      pi  =  \/ft-  — a- tang 


2(p,-a) 


d; 


pourtant  les  coordonnées  polaires   des  points   des  courbes   de    Descartes   sont   des   fonctions 
rationnelles  de  celles  des  coui'bes  représentées  Téquation  (1). 


V. 


Les  courbes  <le  Lamé. 


639.     On  designe  sous  le  nom  de  courbes  de  Lamé  les  lignes  définies  par  Téquation 

(.)  &r+(f)"-- 

pour  lesquelles  cet  óminent  géoraètre  a  appelé  Tattention  dans  un  écrit  intitule:  Examen  des 
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dijférenles  viéthodes  emjiloyêfs  pour  résoudre  les  jjrohlhnes  de  Géoiiiétrie  (Paris,  1828).  Les 
mêmes  courbes  ont  été  nommées  aussi  storoides  (Leroy:  Géométrie  descriptive,  1872,  p.  203) 
et  ellipses,  et  elhs  ont  été  étudiées  pai-  Eiiret  et  Gitbert,  dans  les  Noiívelles  Annnles  de 
Mafhéinatíques  (18Õ4,  p.  193,  et  1870,  p.  370),  par  M.  R.  GrodeFroy,  dans  ce  même  recueil 
(1886,  p.  271)  et  dans  le  Journal  de  1'ÊcoU  Polyteclm>'que  (hxn"  cali.,  1892,  p.  37),  etc. 
Les  mêmes  courbes  sont  comprises  dans  la  classe  des  lignes  étudiées,  sons  le  nom  de  coitrhes 
triangulaires  sj/métriques,  par  de  La  Gournerie,  dans  ses  Recherches  sur  les  surfaces  tétra- 
édrules  sj/métriques ,  publiées  en  18(37,  par  I\I.  Jamet,  dans  un  méiaoire  inséré  aux  Annales 
de  VÉcole  Nornuãe  snpérieure  de  Paris  (1887),  etc.  Cette  classe  de  courbes  será  étudióe  ci- 
dessous. 

L'équation   des  courbes  de  Lamé  eomprend,    comme  cas  particulier,    celles  de  quelques 

courbes  spéeiales  remarquables.  Si  //í  =  2,  "í  =  — ^  ou  m^ — l,  Tóquation  (1)  represente  des 
coniqiies;  si  m^  —  2,  elle  represente  la  cruciforme  quand  a  et  b  sont  réels,  et  h\  punfi forme 

quand  6  =  a  v  —  1;  si  m  =  -^,  elle  represente  la  développée  de  VelUpse,  la  dêveloppée  de 
1'hyperhole  et  Vastroide. 

G40.  Les  courbes  de  Lamé  sont  (dgé.hriques  quand  m  est  un  nombre  rationnel,  et  frans- 
cendanfes  dans  le  cas  contraire. 

La  forme  de  chacune  de  ces  lignes  dépend  de  la  valeur  de  m;  on  peut  la  déterminer  aisé- 
ment  au  moyen  de  leur  équation  et  de  cellesci: 

/  b\'«  (  X  \  "'-'         „  ,         , ,   6"-'"  a;"'-2 


y  I  u   y 

comme  on  va  le  voir.  Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  paramètres  a  et  i  sont 
positifs. 

1."  Si  m==~-r — *— p>l,  'J.  et  jj  étant  deux  nombres  entiers,    la  courbe   a   !a   forme    d'un 

ovale  convexe,  symétrique  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées.  Les  coordonnées  des 
quatre  sommets  de  cet  ovale  sont  (+«1  0),  (O,  i^).  Ces  quatre  points  sont  mídtiples,  quand 
a  est  différent  de  O,  mais  une  seule  des  branches  .qui  y  passent  est  réelle.  Pour  déterminer 
le  degré  de  multiplicité  du  point  {a,  0),  transportons  Torigine  des  coordonnées  à  ce  point,  en 
posant  pour  cela  x^=x'  -\-a.  On  trouve 

ou,  en  développant  le  premier  membre  suivant  les  puissances  de  x', 

2^    -^'  +...^-UW=o. 


2a  + 1        a     '  ■    ■   '    V  6 
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Pourtant  la  courbe  de  Lamé  considérée  peut   être  représentée  approximativement,    dans  les 
environs  du  point  («,  0),  par  la  parabole  défiiiie  par  Tcquation 


(2a  + 1)  {ayP  +  Ò^P  {2^^')  x^''+'^  =  O, 


et  il  en  resulte  que  le  degré  de  muitiplicité  de  ce  point  est  égal  à  2a  +  l,  et  qu'au  méme 
point  sont  réunies  2f:l  intersections  de  ia  tangente  x  =  a  avec  ia  courbe.  De  uiêiue,  le  degré 
de  nniltiplieité  des  points  {—a,  0),  (O,  h)  et  (O,  —b)  est  égal  à  2a +1. 

2B 
2."  Si  m=    .^  <  1,  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  152.  Elle  est  symé- 

trique  par  rapport  aux  axes  des  eoordonnées  et  possède  quatre  points  de  rebroussement 
réels,  dont  les  eoordonnées  sont  (+ a^  0),  (O,  +b).  Le  degré  de  multiplicité  de  ces  points  est 


égal  à  2p 


3.»  Si  m  ■■ 


2^  +  1 
2a -i-  1 


>  1,  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  153.  Elle  coupe  les 


B. 

C\>> 

"•\^ 

B 

\ 

0 

D 

X 


Fig.  152 


Fig.  158 


axes  des  eoordonnées  aux  points  A  et  B,  dont  les  eoordonnées  sont  {a,  0)  et  (O,  J),  et  elle 
s'étend  Jusqu'à  Tinfini  dans  les  sens  des  abscisses  positives  et  négatives,  en  s'éloignant  cons- 
tamment  de  l'axe  des  abscisses.  Les  points  (a,  0)  et  (O,  h)  sont  niulfiples  d'ordre  2a +1.  La 
courbe  a  un  point  d'inflexion  à  A,  oíi  la  tangente  est  perpendiculaire  à  Taxe  OX,  et  un  autre 
à  B,  011  la  tangente  est  perpendiculaire  à  Taxe  OY.  La  droite  CD,  qui  passe  par  O  et  qui  est 

parallèle  à  AB,  est  une  asymptote  de   la  courbe;    Téquation    de  cette  droite  est  y  = x. 

23  +  1  .      .      ,  " 

4.°  Si  Ton  a  «!=_--——<],  la  courbe   a  la  forme   indiquée   dans   la  figure    154.   Elle 

est  tangente  aux  axes  des  eoordonnées  aux  points  multiples,  d'ordre  2|5-i-l,  A  et  B,  dont 
les  eoordonnées  sont  {a,  0)  et  (O,  h),  et  elle  a  à  eliacun  de  ces  points  une  inflexion.  La  courbe 
s'étend  jusqu'à  Tinfini  dans  les  sens  des  abscisses  positives  et  négatives,  et  elle  ne  possède 
pas  d'asymptotes  réelles. 


247 


5."  Siwi  =  — ^g — >1,  la  coiirbe  a  la  forme  qu'oii  voit  dans  la  figure  li)5.  Elle  possède 
deux  points  de  rebroiissement  à  A  et  B,  dont  les  coordoniiées  sont   (a,  0)   et   (O,    h),    et  les 


Fig.  154 


Fiy.  155 


tangentes  à  ces  points  sont  perpendiciilaii^es  aux  axes  OX  et  OY,  respectivement.  Le  degré 
de  multiplicité  de  ces  points  est  2Í3.  La  droite  OC,  perpendiculaire  à  AB,  est  une  asymptote  de 
la  courbe. 

6."  Sim  =  — —r — <1,  la  courbe  a  la  foi-uie  indiquée  dans    la  figure    15(3.    Elle   est  tan- 

gente  aux  axes  des  eoordonnées  aux  points  multiples, 
d'ordre  2a +  1,  A  etB,  ayant  pour  coordounées  (a,  0), 
(O,  è),  et  elle  est  infinie.  La  courbe  iie  possède  pas  de 
points  d'inflexioa  réels  ni  d'asymptotes  réelles. 

1 ."  Si  in  est  un  nombre  irrationnel,  la  courbe  se 
réduit  à  Tare  AB  de  la  figure  153,  si  »í>1,  ou  à 
Tare  AB  de  la  figure  154,  si  «i  <  1. 

Nous  venons  de  déterminer,  dans  tous  les  cas 
consideres,  le  nombre  des  points  multiples  róeis  de  la 
courbe.  La  détermination  du  nombre  total  des  points 
multiples,  réels  et  imaginaires,  que  possèdent  les  O 
courbes  de  Lamé  algébriques,  a  été  faite  par  M. 
Jamet  (1.  c). 

Pour  énumérer  toutes  les  formes  que  peuvent  prendre  les  courbes  de  Lamé,  il  faudrait 
encore  considérer  le  cas  oíi  m  est  négatif,  et  le  cas  ou  m  est  une  fraction  de  nuraérateur 
pair  et  a  un  nombre  imaginaire  de  la  forme  «i'";  mais  nous  n'allongerons  jslus  cette  discussion 
facile. 


Fig.  15ti 


641.     L'équation  des  tangentes  aux  courbes  de  Lamé  est 

a^ym-i  Y  +  5»'  a;'"-'  X  =  «'"  6'". 
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Cette  dioite  coupe  les  axes  des  coordonnées  aux  points 


X, 


^,     Y,  =  0),      (X,  =  0, 


b'" 


„m—l  j  ' 


et  les  segineats  corupris  entre  T origine  des  coordonnées  et  ces  points  vérifient  ia  relation 


X.^Yâ 


En  eomparant  l'équation  des  tangentes  aux  courbes  considérées  à  ceile-ci : 

hY  +  i'X=1, 


on  trouve 


r 


>.w— 1 


Pourtant  Véquaiion  tangentielle  des  courbes  de  Lamé  est 


{ou)        +  {av)        =  1 . 


612.     L'expression  du  rayon  de  courbure  des  courbes  de  Lamé  est 


(2) 


R  = 


[a-'"  y-"'--  +  h^'"  x^ 


[m  —  l)  a^™  b-"'  a:"' -2  y-^ 


bur 


On  peut  déduire  de  cette  équation  une  autre  expression  três  simple  du  rayon  de  cour- 
■e. 

Soient  M  le  point  donné  (Jig.   l'^7),  MT  la  tangente,  MN  la  normale  et  P  le  point  oii  la 

perpendiculaire  à  Taxe  OX  au  point  T  coupe  cette  nor- 
male. On  trouve,  au  nioyen  des  équations  de  la  courbe, 
de  la  tangente  et  de  la  normale, 


PT  = 


cos  MTO  =  — ^, , 

k 

a'"  y'"-'  (a"'  —  x'")  +  b'"  yx-'"-- 


r-y 


ou 


Flg.  157 


Im  a;2ni-2 


A-  =  /(í^m  y-im-i  ^  J2m  ^tm-t  . 


Ji«  a;2m-2 
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et  par  eonséquent 

«""PT 


R  = 


[(m  — Ija^cosMTO   '     {m—l)a'"^' 


p  représentant  le  segmeiít  NP  de  la  normale. 

De  même,  en  représentant  par  q  le  segment  de  la  normale  compris  entre  Taxe  OY  et  la 
perpendiculaire  à  cet  axe  menée  par  le  point  oíi  il  est  coupé  par  la  tangente  MT,  on  a 


R  = 


r 


{m—l)b'"  ^" 
Pourtant,  en  éiiininaiit  x'"  et  ^"  entre  ces  équations  et  celle  de  la  courbe, 

Cette  expression  de  R  a  été  obtenue  par  M.  R.  Godefroy   dans  les  travaux  mentionnés 
ci-dessus.  Dans  le  deuxième  ócrit  il  a  même  considere  1  equation  plus  générale 

ax"'  +  ò^"  +  c  =  O 

et   il    a  dómontró  que    le   rayon   de   courbure   des    lignes   qu'elle   définit   est  determine   par 
Téquation 

1        1  —  ?i        1  —  »n 
R~       p  q 

On  peut  déduire  de  la  même  formule  (2)  une  autre  expression  remarquable  de  R,  qu'on 
va  voir,  en  observant  qu'on  a,  K  étant  la  projection  de  Torigine  O  sur  la  tangente, 

OK  =  OTsinOTK  =  ^^,     MT=^^,     MT,  =  -^, 

et  que  ces  relations  et  Téquation  (2)  donnent 

MT.MTi 


R  = 


(m  -  1 )  OE 


Cette  formule  a  été  obtenue  par  M.  Fouret  (Comptes   rendus  de  1'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  1890). 

VOL.   V  GG 


250 


II  pst  à  remarquei'  le  corollaire  siiivant  de  cette  relation,  dont  noiís  ferons  Vjientôt  une 
application : 

Si  deux  courbes  de  Lamé  à  exposants  mi  et  m^  sont  tangentes  en  unpoint,  le  rappovt   p— 

•  7  -  7      •       "^2  1 

des  rayons  de  couroure  au  pomt  de  contact  est  egal  a  -t-  • 

643.  L'aire  de  l'e3{3ace  compris  entre  une  courbe  de  Lamé,  Taxe  des  abscisses  et  deux 
parallèles  à  l'axe  des  ordoi\nées  passant  par  les  points  ayant  pour  abscisses  «p  et  Xi,  est 
donnée  par  l'équation 


A  =  6 


/'■['-(f 


1 


dx; 


cette  aire  peut  dono  être  ca'culée  au  moyen  des  fonctions  élémentaires  quand  un  des  nombrea 

1  2      , 

—  ou  —  est  entier. 
m         m 

Si  w»>0,  Taire  de  Tespace  compris  entre  la  courbe  et  les  axes  des  coordonnées  peut  être 
calculée  au  moyen  des  fonctions  euleriennes.  On  a,  en  effet,  dans  ce  cas,  en  posant  x  =  at^"y 

o  o  . 

ab  \m/      \m         I         ab         \in) 

Le  volume  du  solide  engendro  par  cette  aire,  en  tournant  autour  de  l'axe  des  abscisses, 
est  determine  par  la  formule 


„       Kab 


"       \m  /     \m         /       %ab'^         \  »n  /     \  m  / 


644.     La  polaire  du  point  {x,  y)  d'une  courbe  de  Lamé,  par  rapport  à  la  conique  cor- 
respondant  à  Tóquation 

est 


,2    +    Q4    —  ^' 
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L'équation  de  Tenveloppe   de   cette  droite,    quand  le   point   décrit  la  courbe  considérée, 
resulte  de  rélimination  de  x,  y  et  -~  entre  Téquation  de  la  droite  et  celle8-ci: 


©"+(!)"=■.  -i-^'+f  ^^=0. 


qui  donne 

m  m 

-a-d         +  \f)        =  '• 

Donc,  la  polaire  reciproque  d'iine  courbe  de  Lamê,  par  rapport  à  la  conique  mentionnée, 
esf  tine  autre  courbe  de  Lamé. 

L'équatioD  de  la  polaire  d'un  point  quelconque  («i,  yt)  du  plan  d'une  courbe  de  Lamé, 
par  rapport  à  cette  courbe,  est 

■  -.(t)""'+^.(I)'"'  =  '. 


ou,  en  faisant  a  =  Aa;)™      ,  6  =  B^i'"     , 


ir'+i4 


ar 


Pourtant  les polaires  snccessives  d'un  point ,  par  rapport  à  une  courbe  de  Lamé,  sont  d'autres 
courhes  de  Lamé. 

645.     Les  eourbes   de   Lamé  sont   les   perspectives    des  lignes   définies    par   Téquation, 
rapportée  aux  coordonnées  trilinéaires, 

/X\»  ,    /  Y\"'  ,    /  Z  \"'      , 

(^^  (x)  +(b-)   +b)   =1' 

lesquelUs  ont  été  étudiées,  sous  le  nom  de  courhes  triangalaires  symétriques ,  par  de  La  Gour- 
nerie  et  M.  Jamet  dans  les  travaux  mentionnés  plus  haut.  Parmi  ces  eourbes  sont  comprises  les 

coniques,  qui  correspondent  à  m  =  2,  hí  =  —  1   et  w  =  — r- ;    les   quartiques    à   trois  rebrousse- 
ments  (n.°  584);  etc. 

Les  propriétés  projectives  de  ces  eourbes  sont   des  conséquences   des  propriétés   corres- 
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pondantes  des  courbes  définies  par  Téquation 


oú 


Ainsi,  comme 


m  m 

est  (n.°  644)  l'équation  de  \n  polaire  reciproque  de  la  courbe  de  Lamé   définie  par  Téquation 
precedente,  par  rapport  à  la  conique  représentée  par  cette  autre: 

on  voit  que  ['équation  de  la  polaire  reciproque  de  la  courbe  triangulaire  considérêe,  par  rapport 
à  la  conique  représentée  par  Véquation,  en  coordonnées  trilinéaires, 

est  la  courbe  triangulaire  symétrique  représentée  par  Véquation 


(AAX)"'-'  +  (B/cY)"'-'  +  {QlZf-^  -  0. 

De  raêine,  la  polaire  du  point  (Xi,  Y|,  Zi),  par  rapport  á  la  courbe  triangulaire  consi- 
dérêe, est  une  autre  courbe  triangulaire,  représentée  par  Véquation 


/X\"'-'  /Y\"'-<  /Z\"'-' 

(ã)  +Y'(b)  +2' (4)  -^- 


646.     On  obtient  Véquation  tangentielle  des  courbes  triangulaires  symétriques  en  remar- 
quant  que  Téquation  de  leias  tangentes  est 

mXi+vYi+m;Zi=0, 
oti 

y^m—i  Y"'— *  Z"'~' 


M  =  ; ,  V  = 


A™     '  B" 
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En  éliminant  X,  Y  et  Z  entre  ces  équations  et  celle  de  ces  courbes,  on  obtieiít  l"é(iuation 
cherchée,  savoir 

m  m  m 

(Am)"^  +  (Bu)"^  +  [Ctvf^  =  0. 

647.  Pour  (léterminer  le  rayon  de  courbure  des  courbes  trinngulaires,  nous  allons  nous 
baser  sur  le  théorème  de  Géométrio  générale  suivant: 

Le  raji^yorl  des  rayons  de  courbure  de  deux  courbes  tangentes,  situées  dans  un  mème  plan, 
à  leur  point  de  contact,  et  le  rapport  des  rayons  de  courbure  de  leurs  transformées  par  homo- 
graphie,  cm  point  correspondant  à  celui-là,  sont  égaiix. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  inimédiate  d'un  théorème  énonoé  par  Peaueellier, 
en  1861,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mnthématiques  (p.  427).  II  a  été  aussi  déiiiontré  par 
M.  Fouret  dans  le  Bulletin  de  la  SociéJé  mathémafique  de  France  (t.  XX,  p.  61). 

Cela  pose,  considérons  une  conique  tangente  à  la  courbe  représentée  par  Téquation  (3)  à 
un  point  donné  et  passant  par  les  soniinets  du  triangle  de  référence.  L'équation  de  cette 
conique,  rapportée  au  même  triangle,  a  la  forme 


Bi     ,     C, 


X 


:0. 


En  transformant  par  homographie  Tensenible  de  ces  deux  lignes,  on  obtient  deux  courbes 
de  Lainé  correspondant  aux  exposants  w  et  —  1.  Pourtant,  en  appliquant  le  théorème  qu'on 
vient  de  rappeler  et  la  dernière  proposition  du  n."  642,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème 
suivant,  du  à  M.  Jamet  (I.  c): 

Si  une  courbe  triangulaire  syméirique  est  tangente  à  une  coniqjie  passant  par  les  sommets 

du  triangle  de  référence,  le  rapport  -^—  des  rayons  de  courbure  de  la  courbe  triangulaire  et  de 

*                                                2 
la  conique  au  point  de  contact  est  égul  à  la  valeur  absolue  de  r~  • 


254 


VI. 


Ligues  de  poursuite. 


Fig-  158 


048.     tíupposoiis  que  A  et  B  soient  deux   points  mobiles  décrivant    la  droite  OY  et  la 

courbe  B'BC  (ji<j.  lôSJ,  respectivement,  avec 
des  vitesses  constantes;  et  supposons  encore  que, 
dans  toutes  les  positions  de  ces  points,  la  tan- 
gente à  la  courbe  au  point  B  reneontre  la  droite 
au  point  A.  Le  point  B  se  dirige  alors  constam- 
ment  siir  le  point  A,  et  la  courbe  qu"il  décrit  a 
étó  ajipelée  par  Bouguer  une  ligne  de  poursuite, 
dans  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de 
Paris  (1732,  p.  1),  car  elle  est  la  ligne  que 
décrirait  un  vaisseau  en  poursuivant  un  autre, 
qiiand  celui-ci  parcourt  une  droite.  L'illiistre 
géomòtre  a  obtenu  Téquation  de  cette  courbe  et 
en  a  exposé  quelques  propriétés  dans  le  travail 
qu'on  vient  de  mentionner.  La  niênie  courbe 
a  cté  retrouvée  plus  tard  par  Diibois-Ayiné,  qui  a  considere  la  ligne  déci'ite  par  un  chien 
en  cherchant  à  rejoindre  son  maitre,  en  supposant  que  celui-ci  suivit  un  cliemin  rectiligne; 
et  par  ce  motit'  elle  a  été  nomraée  aussi  la  courhe  du  chien.  L'équation  qu'il  a  obtenue,  a 
été  indiquée  dans  la  Corresponãance  sur  VÊcole  Polytechnique  (t.  ii,  p.  27õ)  et  a  été  démon- 
trée  par  Th.  de  Saint-Laurent  dans  les  Ánnales  de  Gergonne  (t.  xiii,  1822-1823,  p.  145); 
elle  coincide  avec  Téquation  qui  avait  été  obtenue  par  Bouguer. 

Le  problème  de  Bouguer  a  été  généralisé  par  Maupertiiis  dans  le  voUune  des  Mémoires 
de  l' Académie  des  Sciences  de  Paris  nientionné  ci  dessas.  Ce  dernier  géoraèti'e  a  considéié  le 
cas  ou  le  vaisseau  p  ursuivi  suit  un  cliemin  quelconque,  et  il  a  obtenu  Téquation  diíFércn- 
tielle  qui  dans  ce  cas  general  traduit  la  cjiiestion.  Le  problème  de  Dubois-Aymé  a  été  géné- 
ralisé aussi,  dans  les  Annales  de  Gergonne  (t.  Xiii,  p.  289  et  391),  par  Th.  de  Saint- 
Laurent  et  C.  Sturra,  qui  ont  considere  le  cas  oii  le  chien,  en  traversant  à  nage  un  canal  et 
en  se  dirigeant  constamment  vers  son  raaítre,  est  detourné  ãf  la  direction  qu'il  veut  prendre 
par  le  courant  de  Teau,  avec  une  force  constante,  parallèle  à  la  droite  que  le  maitre  parcourt. 
Ce  dernier  problème  fut  étudié  aussi,  dans  le  même  volume  du  recueil  mentionné,  par 
Querret,  qui  Ta  réduit  à  celui  de  Bouguer. 

Dans  ce  qui  suit  nous  allons  étudier  seulement  les  ligues  de  Bouguer. 


255 


640.  Pour  chereher  Téqnation  de  la  ligue  B'BC,  prenons  pour  axe  des  ordonnées  ia 
droite  donnée  OY  et  pour  axi^  des  abscisses  la  perpendiculaire  OX  à  celle-là,  et  représentons 
par  (íc,  y)  les  coordonnées  du  poiíit  B. 

L'équation  de  la  tangente  AB  à  la  courbe  au  point  B  est 

Y-5'=/'(a;j(X-a:), 

et  par  conséquent  rordoniiée  du  point  A  est  déterminée  par  la  relation 

Oi\  =  y-xf{x). 

Quand  le  point  mobile  A  prend  la  position  A',  le  point  B  prend  la  position  B',  et,  vu 
que  les  vitesses  de  A  et  B  sont  constantes,  on  a 

(O  Trur  =  "'' 

'  are  BB' 

m  reprósentant  le  rapport  des  vitesses  des  deux  points. 

Mais,  en  représentant  par  x-\-h  et  y^k  les  coordonnées  du  point  B',  on  a 

OA'  =  5^  +  Â;  -  (a;  +  h)f'  {x  +  k), 
et  par  suite 

\\'  =  k-(x  +  h)f'  {x  +  h)-\-  xf  («). 

Pourtant 

A  A'  xf"(x) 

m  =  hm r^^r^  = ^ —  ) 

are  BB'  as 

s  représentant  la  longueur  de  i'arc  corupris  entre  le  point  B   et   la  position  initiale   C    de   ce 
point. 

Uéquation  diffêrentielle  dfs  coiirbes  de  jjoursuife  est  donc 

x^-y"^  =  m-{l+y*). 

En  intégrant  cette  équation,  il  vient  d'abord 

y  = -T- (ca;"' —  c- *  £c-"'), 
et  ensuite 


,„.  _  1   rcx^+í 1 
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quaiid  m  >  1  ou  wi  <  1 ;  ou,  si  jh  =  1 


(3)  y  =  Y\^~Y^°^' 


+  C. 


Les  équations  que  nous  venons  d'obtenir  représenteiit  les  courbes  de  poursuite.  On  deter- 
mine les  constantes  C  et  c,  qui  figurent  dans  ces  équations,  au  moyen  des  valeurs  que  y  et  y' 
prennent  au  point  de  départ  de  B;  mais,  dans  Tétude  des  propriétés  de  ces  lignes,  on  peut 
faire  C  =  0,  ce  qui  est  équivalent  à  un  changement  de  i"origine  des  coordonnées. 

On  voit  au  nioyen  des  équations  qu'on  vient  d'obtenir,  que  la  droite  OY,  parcourue  par  A, 
est  une  asymptote  de  ia  courbe  décrite  par  B,  quand  m  :>  1  ou  m  =  ],  et  que  cette  courbe 
rencontre  OY  si  m<l.  Dans  ie  preraier  cas,  le  point  mobile  B  ne  rencontre  pas  ie  point  A, 
et,  dans  le  dernier  cas,  il  le  rencontre  au  point  oii  la  droite  OY  est  tangente  à  la  courbe. 

On  voit  au  moyen  des  mêmes  équacions  que  la  courbe  est  algébrique  quand  m  est  un 
norabre  rationnel,  diííerent  de  lunité,  et  que  dans  If^s  autres  cas  elle  est  transcendante.  Nous 

pouvons  ajouter  que,  dans  le  premier  cas,  la  courbe  est  mticurstale,  et  que,  si  m  = -=- ,  a  et  b 

étant  deux  nombres  entiers  preniiers  entre  eux,  son  ordre  est  égal  à  2a  si  a>è,  et  a  a-\-b 
si  a<^h.  En  eftet,  on  peut  représenter  cette  ligne  par  les  équations 


+  b    '     {a  —  b)( 

dont  il  suit  qu'une  droite  arbitraire  coupe  la  courbe  à  2a  points  si  a  >b,  et  à  a  +  S  points  sj 
b^a.  La  droite  correspondant  à  Tóquation  X=p  coupe  la  même  courbe  à  b  points  situes  à 
distance  finie  et  à  2a — b  points  situes  à  1  infini,  si  a'^b,  et  elle  la  coupe  à  b  points  situes  h 
distance  tinie  et  à  a  points  situes  à  Tinfini,  si  b  <ci,  quelle  que  suit  la  valeur  de^j;  donc  la 
courbe  possède  un  point  multiple  d'ordre  2a  —  b  ou  a  à  Tinfini  sur  Taxe  des  ordonnées. 
Cet  axe  coupe  la  courbe  à  2a  points  situes  à  Tintini  si  «>i,  et  à  b  points  coincidants 
situes  à  distance  finie  et  k  a  points  situes  à  1'infini  si  a<^b. 

L'équation  des  tangentes  à  la  courbe  repi'ésentée  ])ar  les  équations  (4)  est 

2c  {a"-  -  b-^>  C  Y  +  («2  _  J2)  (1  _  c^  <5«)  X 
—  o  (a  -  b)  c-  r-"-*-''  +  a  («  +  b)  f'  =  O, 

et  il  en  resulte  que  la  classe  de  cette  courbe  est  égale  à  2a  +  6. 

650.  On  peut  déteruiiner  aisément  la  forme  de  cliacune  des  lignes  représentées  par  les 
équations  (2)  et  (3). 

Nous  supposerons  pour  cela  qu'on  a  c>0,  et  qu'on  prend  pour  origine  des  coordonnées 
un  point  tel  qu'on  ait  0  =  0. 
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9/7  --    I 

1.»  Si  m  =  — — ' >  1,    n    et  b  étant   ileux  noiubres  entiers,   la  coiirbe  est  coinposée  de 

2/) 

deux  braiirlies  cgales,  ayant  la  forme  indiqnée  dana  la  figure  158,  situes  gyniétriquenient  par 
rapport  à  Taxe  des  abscis-ses.  Ces  branclies  s'éteiident  jusqu'à  rintíni  daiis  le  sens  des 
abscisses  positives  et  Taxe  des  ordonnées  en  est  uue  asyniptote.  La  coiirbe  possède  deux  2}0infs 

I, 
fTinflexiov   réels,    correspoiídant  à   la  valeiír  a;  =  f— c-"^j""+'    de    Tabseisse,    qiiand    h    est    un 


nonibre  p«í'"^  et  ?/  passe  par  un  niiniinuni  au  point  oíx  o:  ^ 


2a  ti 


2>c  +  1 


ees 


2."  Si  í)i=    ~'—^ >  I,  la  courbe  possède  encore  deux  brauelies,  syrnétriquement  situe 

par  rapport  à  Taxe  des  ordonnées.  Elle  n'a  pas,  dans  i-e  eas,    de  points  d'infleX!on   réels,  et 


and 


X 


_y  passe  pai'  un  minnnuni  qu 

3."  Si  m  =  — -T^' >1,  la  courbe  possède  deux  branclies  situées   de   manicre  que   Fori- 

gine  des  coordonnées  est  un  centre  de  la  courbe.   La  valeur   absoltic    de   y   est  miniraa  aux 

points  ou  x  =  ±c 

4.°  Si  m  =     ^  '  —  <  1,  la  courbe  a  ia  forme  signalée  dans   la  figure  15'J.   Elle  est  tan- 
gente à  Taxe  des  ordonnées  à  Torigine  des  eoordonnées,    et  elle  possède  un  poii>t  doidjle  oíi 

b 


\     m+l 
L(l— m)c^ 


La  valeur  absolue  de  ij  est  máxima  aux  points  ou  x=c 


26_ 


2«+l 


5."  Si  m=  <  1 ,  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  160.  Elle  possède  un 

^0  ~\~  1 


Fig.  159  Fig.  IfíO 

point  de  rebroussement  à  1 'origine  des  eoordonnées,  et  deux  points  A  et  B  ou  i'ordonnée  est 


2Í-I-1 


li  u       ■  _L     2a+I 

mmmia,  correspondant  aux  anscisses  x  =  ±c 

VOL.    V 


IIH 


258 


2a 


ti."  Siwi  =  — y T*<1)  '^  courbe    a    la  funiie  indiquée  dans   la  figure  161.    Elle   a   une 

inflexion  à  l'origiiie  des  coordunnées. 

7.°  »Si  m  est  un  nombre  irrationnel,  la  courbe   a    la  forme   indiquée   dans   la   figure    158 


Fiff.  161 


Fig.  1G2 


quand  wi>l,  et  la  forme  signalée  dans  la  figure  162  quand  »i<l. 
8."  Si  »)í=l,  la  c-ourbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  1Õ8. 

«51.     Le  rayon  de  coiirbure  des  courbes  de  poursuite  est  déterminÍ!  par  la  formule 

X  (cx'"  +c-^x- '" )-         N -« 


R  = 


4)11 


imy- 


N  désignant  la  longueur  de  la  normale. 

Lcs  mêmes  courbes    peuvent  être   rectifiées  au  nioyeu  des  fonetions  élémentaires,  eomme 
Bougiier  Ta  fait  remarquer  (1.  c).  On  a  en  eífet  (Jig.  1Õ8 


BB': 


A  A'       OA'-OA 


11  i 


et,  t  n  représenlant  par  ari  et  Xi  les  abscisses  des  deux  poinls  B  et  B'  de  la  courbe, 

1 


OA  =  - 


0A'=-^ 


,.>«+i 


+  1'     (wi  —  1 )  c*;"-* 
1 


ca;;"  ' ' 


m  +  1       (»J  —  1 )  ca;™- 
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VII. 
Lcs  spirales  sinusóides. 

652.     Les  lignes  définies  par  Téquation  en  coorilonnées  polaires 

(1)  •  o"  =  n"  siii  H(5 

ont  été  étudiées  pour  ia  première  fois  par  Maclaiirin  en  1718,  daiis  les  PhilijsopJticãl  Tran- 
sactions,  et  en  1720,  daiis  sa  Geometria  onjunica.  La  troisième  section  de  eet  ouvrage  est  con- 
sacrée  à  la  tliéorie  des  podaires  et  à  l'applieation  de  eette  tliéorie  aux  coniques  et  aux  courbes 
représentées  par  l'équation  (1).  Ou  verra  cidessous  les  propriétés  de  ces  dernières  courbes 
démontrées  par  réminent  géomètre;  elles  se  rapporteiit  à  la  construction,  détermination  des 
podaires,  rectification  et  courbure  des  mêmes  courbes.  Maclaurin  a  defini  ses  lignes  par 
réquation^fprop.  Xlii,  p.  104) 

(2)  o"  =  a"  sin  V, 

ou  V  designe  Fangie  que  ia  tangente  au  point  (9,  p)  fait  avec  le  vecteur  de  ce  point;  mais. 
en  tenant  compte  de  la  relation 

df) 

on  reconnait  Tidentité  de  ces  courbes  et  de  celles  que  Téquation  (Ij  represente.  En  effet,  en 
appliquant  cette  relation  à  Téquation  (1),  on  trouve  V  =  ní;  et,  réciproquement,  en  partant 
de  Téquation  diíFérentielle  des  courbes  jouissant  de  la  propriété  exprimée  par  Téquation  (2), 
savoir 

df)  o"-< 


V  a^"  —  p^" 


on  obtient  par  intégration  Téquation 

p"  =  a"  sin  n  (d  —  d^), 

qui  represente  les  mêmes  lignes  que  Téquation  (1),  rapportées  à  un  autre  axe. 

Les  courbes  de  Maclaurin  ont   été   étudiées  par  plusieurs   géomètres,  qui  en   ont  trouvé 


2G0 


dtí  nombiêuses  propriétés  interessantes.  JI.  ]Iaton  de  La  Goiípillière  les  a,  désignées  sous 
le  noin  de  spirales  sinusóides  dans  sa  Tlihse  de  Mécanique,  publiée  en  1857,  et  il  a  donné 
dans  les  Notivelles  Aiinales  de  Mcãliémaiiques  (1876,  p.  97)  une  iiotiee  ti'ès  instnictive  des 
principales  pi'opriétés  dont  elles  joiíissent,  parmi  lesquelles  sonteomprisespliisieurs  décoiivertes 
par  lui  niêiiie.  « 

Parmi  les  travaiix  siir  les  spirales  sinusóides  publiés  jilus  tai-d,  nona  inentioiíuerous  un 
écrit  de  Bassani  iiiséré  au  Giornale  dl  Mutematiche  (t.  xxiv,  1886,  p.  28),  oíi  l'auteur  a  dé- 
inontré  analyliquement  pliisieurs  propriétés  conniies  de  ces  lignes  et  en  a  ajouté  quelques 
autres. 

653.  La  forme  de  chaque  spirale  sinusóide  dépend  de  la  valeur  de  n.  8i  ce  nombre 
égal  à  -^ —  ~Ti  .'/  ^^  P  ctant  des  nombi-es  entifi's  positifs,  et  si  Ton  considere  d'abord  seule- 
ment  les  valears  positives  de  p,  on  voit  que,  quand  6  vnvie  depuis  Ojusqu'à  — ,  le  point 
décrivant  en  pareourt  une  branclie  fermóe,  qiii  passe  par  Torigine  des  coordonnées  et  est 
tangente   à  ce  point  aux  droites  faisant  avec  Taxe  des  abscisses  des  angles  égaux  à  O  et  — ; 


n 


c 


ette  branclie    est  syméliiqiie  par  rapport   à   la    droite    qui    jiasse   par  Torigine  et  fait  avec 

T.  .       T     .  ,      2~ 

le  mêinn  axe  un  ane;le  égal  à  -,-  .  Si  ensuite  O  varie  depuis  —  iusqu'à  ,  p  devient  imagi- 

-"  "  '  2x         3x 

naire.  Quand  &,   eu  continuant   à  aiigmenler,  i)i'eiid  les  valfurs  comprises  entre  et , 

'  '  n  71 

entre  — ^  et  — '-,    etc,    le    point    décrivant   jiarcourt   des    brancbes    de    la  courbe    égales    à 
n  11 

celle    qii'on   vient    de    considéi'er,  et,  quand    la  même    variable    prend    les   valeurs  comprises 

3-  4z  5-  G~  •        •     •        ív        1    /.  T    1         1 

entre   et    ,    entre    —    e  t  — ,    etc,    o   est   nnagniaire.    Uuaml    O  prend    la   valeur 

)i  n  n  n  ' 

4(17 

(j  =  -■      =2  ('2])  -}-  1 )  -,  le  point  décrivant  retourne  au  point  de  départ,  aprcs  avoir  parcouru  2g 

11 
brancbes   réelles   de   la  courbe.    Aux    valeurs   négatives   de    p   correspondent   des    brancbes 

coíncidant  avec  celles  qu'on  vient  d'obtenir. 

2(7 

Si  u  est  négatif  et  égal  à — X^i  j  ^^  *'  '""  considere  d'aboi-d  les  valeurs  positives  de 

^'J)      i       í 

o,  on  voit  qui',  quand  (1  varie  depuis  O  jiisqu'à  — ,  p  varie  depuis  cc  jusqu'à  a,  et  par  con- 
séquent  le  point  décrivant  pareourt  une  branclie  oiiverte,  syinétrique  par  rapport  à  la  droite 
qui  passe  par    fongine    des    coordonnées    et   fait    avec  i'axe    des  abscisses   un  angle  égal    à 

— :  cette  branclie  a  pour  asyuiptotes  les  droites  passant  par  Torigine  et  faisant  avec  cet  axe 
2n 


des  angles  égaux  à  O  et    '-  ;  et  elle  coiipe  Taxe  de  syinétrie  au  point  (~,    a\.  Aux  valeurs 

2%  'ÒT.  4-5-  .,  ,      ,,  111 

de  b  ciiinpnses  entre  et ,  entre et ,    etc.   il  correspond   d  autres   branclies  ae 

'  nu  n  11 

la  coui-be,  égales  <à  celle  qu'on  vient  de  considérer,  et  aux  valeurs  négatives  de  o  il  corres- 
pond  des  branclies  coiíicidant  avec  celles  qu"ou  vient  d'obtenir.  Le  nombre  des  brancbes  est, 
comnie  dans  le  ])remier  cas,  égal  ;i  2g. 
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On  obtient  des  résultats  analogues  quand  n  =  +  -^ ou  íi  =  +  — 

'2p  2p  +  1 

Dans  tons    les    eas    qu'on    vient   de    ci.nsidérer,   la  spirale    sinusóide  est  algéhrique.  Si  n 

est   un    nouibre    irraf.ionnel,   la    (.•oiirbe   est  transcendante,   et  le    nombre    des   branches   est 

infini. 

654,  Pour  determinei'  les  tangentes  aux  spirales  sinusóides,  on  peut  employer  la  rela- 
tion  V  =  ji9,  ou  la  relatiou  ■j^  =  [n-\-  1)6,  cp  désignant  Tangle  de  la  tangente  à  la  courbe  au 
point  (6,  p)  et  de  Taxe  des  abscisses,  laquelle  est  une  conséquence  de  celle-là. 

On  voit,  au  moyen  de  ces  relations,  que  la  tangente  est  parallèle   à  Taxe   des   abscisses 

aux  points  ou   ^  =  —j^}  '>^  étant  un  entier  quelconque,    et  qu'elle    est  perpendicnlaire    à  cet 

axe  aux  points  ou  6  =  -—- —  ,  k  étant  un  entier  inipair.  On  voit  aussi  que  la  tang-ente  est 

perpendiculaire  au  vecteur  du  point  de  contact  aux  points  ou  ?i6  =  -- Ax  (/,;    inipair),    u'est-à- 

dire  à  Pune  des  extréinitús  des  axes    de  la  courbe,  et   qu'elle  coincide  a\ec  ce  vecteur  aux 
points  oíi  íiO  =  /i'Ã,  c'est-;'i-dire  aux  puiuts  ou  ce  vecteur  devient  nul. 

Il  resulte  encore  de  la  relatiou  cp  =  (n  +  l)6  que,  st  In  vecteur  du  point  décrivant  tourne 
uniformement  autour  du  polé,  la  tangente  tourne  en  mP.me  temjjs  uniformement  autour  du  point 
de  contact.  Par  ce  niotif  Laquière  a  donné  à  ces  lignes  le  noin  de  courbes  d' injleadon  propor- 
tionnellf  [Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1883,  p.  118). 

Voici  encore  une  autre  conséquence  de  ia  inême  relation. 

Soient  OP  et  OQ  les  vecteurs  de  deux  points  de  la  courbe  (fii].  163),  et  PM  et  QM  les 
tangentes  à  la  mênie  courbe   aux  points  P  et  Q. 
En  faisant 

Q0X  =  6,     POX  =  e',     OQM  =  a,     OPM  =  a 

et  en  appliqiiant  la  relation  considérée,  on  a 

a=--nd,      a'  =  H(5',  0^^ 

et  jiar  conséquent 


Fie/.  1IJ3 


PMQ  -f  Ô'  -  &  f  z  -  )í&  -J-  nO  =  2x. 
Douc 

PMQ  =  --(l  +  u)(e'-6),     PMS  =  (H-Ji)(ôi'-e), 

Ces  égalilés  ont  été  doiinóes  par  Barbier  et  Lucas  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques (18G6,  p.  3));  elles  déterminent  Tangle  des  tangentes  cà  une  spirale  sinusóide  à  deux 
points  dúiinés. 
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655.     En  tenant  eoinpte  des  relations 

on  obtient  Texpression  suivanti:'  du  rayon  de  coiirbure  des  spiralea  sinusóides: 
^  (p^  +  ^i)'  p  a       ^.      J~^ 

p^r^^w^^    P" 


On  voit  aii  moyen  de  cette  équation  que  les  spirales  sinusóides  ne  peiívent  pas  avoir  de 
points  d'inflexion  ni  de  rebioussemeiít,  à  distance  íinie,  aiileurs  qu'au  pôle.  Celles  qui  cor- 
respondent  à  n>  1  ont  un  puint  d'inflexion,  simple  ou  multiple,  à  ce  pôle;  et  celles  qui  cor- 
respondent  aux  valeurs  de  n  comprises  entre  O  et  1  ont  à  ce  pôle  un  rebroussement. 

En  représentant  par  N  la  longueur  de  la  nonnale  au  point  (O,  p),  on  a 


N  =  y/p^+- 


do^ 


df)^-        sin  »i6 
et  pourtant 

R        ^ 


n  +  í 


Cette  relation  a  été  donnée  par  M.  Haton  de  La  Goupillière  dans  sa  Thtíse  de  Mécanique 
(18Õ7,  p.  34);  elle  exprime  que  le  rayon  de  courbure  au  paint  (6,  p)  est  propurtionnel  a  la 
longueur  de  la  normale  au  même  point. 

Réciproquement,  si  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe,  rapportée  aux  coordonnées  polaires, 
est  proportionnel  à  la  longueur  de  la  normale,  cette  courbe  est  une  spirale  sinusóide.  En  effet, 
l'équation  difFérentielle  des  courbes  jouissant  de  cette  propriété  est 


(3)  {n  +  l) 

or,  en  posant 


■2    ,     Í'^V 


- 


\dd,' 


íZp  \  2  t/íp 


r-  +  2b^    -p 


ddj      '  áô^  ' 


do  c?2p  ,„       .,    cosV      dY 

-j^  =  p  cot  V ,      --=^5-  =  p  cot-  V  —  p-      ■   ., .,   •  -j—  ; 
dd  do^       '  sin'*  V      ap 


cette  équation  prend  la  forme 


do       cosVdV 
p  sni  V 


263 

d'ou  il  resulte,  eii  intégrant  et  en  représentaiit  par  Ioga"  la  constante  arbitraire, 

p"  =^  a"  sin  V, 
et  pourtant  (n."  652) 

p"  =  ce"  sin  (6  —  e„). 

Ce  résultat  pouvait  êLiv  prévii,  uar  on  savait  déjà  que  les  courbes  détinies  par  cette 
équation  jouissent  de  la  propriété  expriuiée  pnr  Téquation  (3),  et,  comiue  eile  contient  deux 
constantes  arbitraires  a  et  0^,  elie  en  est  Tintégrale  géncrale. 

On  peut  encore  inettre  Texpression  de  R  sons  la  forme 

(4)  R  = 


('i  +  l)p"-' 


d'oú  Tun  eonchit  que  le  raijon  de  courbttre  des  spiroles  sinusóides  au  point  (6,  p)  est  inverse- 
ment  pvopurtionnd  à  la  puUsance  de  degré  7i —  1  du  vectenr  de  ce  point. 

Cette  propriéló  des  coiiibes  considérces  a  été  déniontrée  par  Maclaurin  dans  la  Geometria 
orgânica  (prop.  xxi,  p.  ll'J).  M.  Bassani  a  ajouté  qu'elle  caractérise  ces  lignes. 

En  effet,  réquation  difterentielle  des  courbes  dont  le  rayon  de  courbure  au  point  (6,  p) 
est  proportionnel  à  la  puissauce  de  degré  n  —  1  de  p  est 

3 


[ 


'-<Í)' 


c 


'  ""  V  dfi  /        1    dfíi 


\dOl       '    dO^- 
or,  cette  équation  peut  être  róiluite  à  la  foinie 

p  f/p        _     C 
á  (p  sin  Yj  ~~  7"-^  ' 

au  uioyen  de  la  transfonnation  einployée  ci-dessus  jjour  iiitégrer  Téquation  (3),  et  il  en 
resulte,  en  intégrant  et  en  reniarquant  que,  si  Ton  j)rend  pour  pôle  un  point  de  la  courbe, 
p  et  V  s'annulent  en  lucnie  tenips, 

p"  =  („  +  1)0  sin  V. 

«30.     On  olitieiít  aiséinent,  au  luoyeu  de  la  relatiun  (4)  et  des  relations 

1  ds      í/p 

^  ^T+T  '~dd"dd' 


dR  (71  -  1 )  a-         do  ^  /«*»  -  p-» 

— i—  = ^ 5 '       -TTT  =  P  Cot  íiO  =  \  /    Si 7—  ' 

do  (u  +  l)p"  dd        '  V      p-'""" 
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Véquation  infrinseque  des  spirales  sinusóides,  savuir: 


011,  en  faisant  a  =  {n^  \)h, 


Cette  équation  a  été  employée  par  Cesàro  pour  étudier  les  courbes  considérées  {Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques ,  1888,  p.  183;  Lezioni  di  Geometria  intrínseca,  1896,  p.  51).  II 
en  resulte  immédiatement  que,  si  une  spirale  simisoiãe  roule  siir  une  droite,  le  lieu  ães  posi- 
tions  que  prend  le  centre  de  courbure  du  poinl  de  contact,  est  une  courbe  affine  de  celle  qui  est 
ãéfinie  par  Véquation 

ãy 


Cette  dernière  ligne  será  étiidióe  bientôt  sous  le  iiom  de  courbe  de  Ribaucour. 

657.     Le  vectntr  p)  de  l-i  prujeclion  du  centre  de  courbure  correspondam  au  pioi»^  (O,  p) 
sur  le  vedeur  de  ce  jwint  et  ce  dernier  vecteur  sont  entre  eux   dans    le   rapport 


n+1 


(J.  A. 


Serret :  Journal  de  Lionvillc,   1842,  p.  118). 

En  effet,  Tangle  que  la  iionuale  fait  avec  la  droite  passant    par   le  pòle    et    par   le  point 

(6,  p)  est  égal  à  — — «6,  et  on  a  par  conséquent 


cii  =  p  —  R  sin  w6  =  (j 


a"  sin  nõ 


pi  =  p 


(H  +  ljp"-'        n+I 


658.  La  projeetion  P  du  segiuent  de  la  normale  au  poiíft  (6,  p)  eompris  entre  ce  point 
et  le  centre  de  courbure  correspondant,  sur  le  vecteur  du  point  (O,  o),  est  égale  à  RsinV; 
mais 


RsinV  = 


(n  +  l)p«-' 
dono,  le  rapport  de  P  à  p  est  constant. 


sin  nb  — 


P 


m  +  1    ' 
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On  peut  éuoncer  cette  propositiou  d'une  autre  manière.  En  effet,  si  Ton  trace  le  cercle 
de  courbure  correspondant  au  point  (O,  p)  et  le  vecteur  de  ce  point,  le  segment  de  cette 
droite  compris  entre  les  points  oii  elle  est  coupée  par  le  cercle  est  la  projection  orthogouale 
dii  segment  de  la  normale  au  point  (6,  p)  compris  entre  les  points  oíi  cette  droite  est  coupée 

par  le  même  cercle.  Cette  projection   est  pourtant   égale   à   2Rcos(-^r Vj,   et   par  suite  à 

— ^       •  Donc,  le  cercle  de  courbure  au  j^oinf  (6,  p)  intersepte  sur  la  droite  passant  ptar  le  jíôle 

et  pjar  ce  point  une  carde  telle  que  le  rapport  entre  cette  corde  et  le  vecteur  p  est  constant. 
Cette  propriété  a  étó  obtenue  par  Maclaurin  [Treatrise  of  Fluxions,  chap.  xi).  AUógret  a 
dómontré  qu'elle  caractérise  les  spirales  sinusóides  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques , 
1872,  p.  162).  En  effet,  on  volt  au  moyen  de  Téquation 


RsinV  = 


n  +  1 

que  réquation  différentielle  des  courbes  jouissant  de  cette  propriété  coincide  avec  Téquation  (3). 

650.  Déterminons  maintenant  les  podaires  des  spirales  sinusóides  par  rapport  à  Tori- 
gine  O  des  coordonnées. 

Soieut  ©1  et  pi  les  coordonnées  polaires  du  point  T  de  la  podaire  d'une  spirale  sinusóide 
donnée  correspondant  au  point  (6,  p)  de  cette  courbe.  On  a 

(A)  pi  =  OT  =  p  sin  V  =  p  sin  nB  =  a  (sin  nO)       , 

1+n 


Pourtant 


pi  =a 
ou,  en  posant  6i +-3- =  S', 


sin-- —  (Ôi  -^- 

l  +  M     \ 


)  +  « 


/  n 

(B)  pi  =  «  (  sin  T— —  6' 

Donc,  la  podaire  d'une  spirale  sinusóide,  par  rajiport  à  1'originc  des  coordonnées ,  est  une 
autre  spirale  sinusóide. 

Ce  tliéorème  a  été  donné  par  Maclaurin  dans  la  Geometria  orgânica  (prop.  xiv,  p.  106). 
II  en  resulte,  comme  coroUaire,  que  la  podaire,  positive  ou  néqative,  d'ordre  k  de  la  spirale  (1) 
est  la  spirale  représentée  par  réquation  quon  ohtient  en  remplaqant  dans  Véquation  (1)  n  par 

n 
í+kn  ' 

VOL.    V  II 
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En  représentant  par  Ki  Itj  rayon  de  courbure  de  la  spirale  (B),  ou  a 
ou,  en  tenant  compte  de  Tégalité  (A), 

Donc,  le  rayon  de  courhnre  de  la  jwdaíre  d'une  spirale  sinusóide  au  point  (6,  f),  par  rapport 
(I  Vorigine,  esf  projiortioniiel  au  vecteur  ãu  même  point  (Bassani,  1.  c). 

660.  La  polaire  d'une  spirale  sinusóide,  par  rapport   à   un  cercle   ayant   le  centre   au 
pôle,  est  une  autre  spirale  sinusóide. 

Soit  h  le  rayon  de  ce  cercle.  La  polaire  du  point  (6,  p)  de  la  spirale  par  rapport  au  cercle 
considere  est 

a  (sin  1)6)"  [x  cos  O  -\-  y  sin  0)  —  li^. 

Or,  en  déiivant  cette  équation  par  rapport  à  O,  on  obtient  cette  autre: 

X  cos  (n  +  1)  6  +  ^  sin  (n  ~|-  1)  ^  =  O, 

qui,  en  faisant  *  =  pi  sin  6i,  y=  pi  cos  6i,  donne  6i  =  —  {n  +  1)  6. 

En  óliminant  maintenant  x,  y  et  6  entre  ees  dernières  équations  et  la  première  des  équa- 
tious  antérieures,  on  obtient  celleci : 

ii+i 

pi  =  —  (sin--r— ©il  , 

a    \       1  -j-  n     / 

qui  represente  la  polaire  nientionnée  dans  Ténoncé  du  théorème.   Cette  équation   et  celle  de 
la  podaire  de  la  spirale  (1)  s'accordent  avec  un  théorème  general  connii. 

661.  La  caustique  par  réflexion  de  la  spirale  sinusóide  (1)  pour  les  rayons  lumineux  issus 

n 
du  ptôle  est  la  spirale  sinusóide  qu'on  obtient  en  remplaçant  dans  (1)  n  par (Haton  de 

La  Goupillière,  1.  c,  p.  103). 

D'après   un  théorème   génóral  bien  connu,  la  caustique  de  la  spirale  (1)  pour  les  rayons 

issus  du  pôle  est  identique  à  Tenveloppe  du  cercle  passant  par  ce  pôle  et  ayant  le  centre  sur 

la  spirale.  Or,  Féquation  de  ce  cercle  est 

íc2  -A^yi-2  (sin  nf))"  {x cosd  +  y  sin  6)  =  O, 
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et,  en  la  dérivant  par  rapport  à  6,  on  trouve  cette  autre 

a'COs(?i+  1)  6  +  «/sin(n  +  1)  9  =  0, 

qui,  en  faisant  x  =  pi  sin  6|,  y  =  pi  cos  6j,  donne  6^  =  —  (n  +  1)  6. 

En  substituant  maintenant  dans  Féquation  da  cercle  x,  y  et  6  par  lenrs  valeurs  en  fonction 
de  6i  et  pi,  on  obtient  Féquation 

/  n         \  — 

H=2«(sin^e,)    ", 

d'ou  resulte  le  théorèrae  énoncé. 

6G2.     La  tangente  à  la  spirale  sinusóide  représentée  par  Féquation 

p  =  a  [sin  n  (6  —  tu)] " 

fait  avec  Taxe  des  abseisses  uii  angle  égal  à  n(9  —  m)-\-6.  Pourtant  Fangle  des  tangentes  k 
cette  ligne  et  à  Ia  ligne  (1)  aux  points  oii  elles  se  coupent,  est  égal  à  ?i(i).  Les  spirales  sinu- 
sóides qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  données  à  a  dans  la  dernière  équation  sont 
donc  les  trajectoires  de  la  famille  des  spirales  sinusóides  reprèsentées  par   Féquation   (1),   « 

étant  le  paramètre  arbitraire.  Ces  trajectoires  sont  orthogonales  quand  «  =  — • 
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G03.     La  longueur  des  ares  des  spirales  sinusóides  est  déterminée  par  Féquation 

s  =  f  'v/p2  +  í-^)  ^  dd  =  a   /'  '  (sin nOy~^dO  =  —  í    '  (sin  V)"^~'  <i^\ 
Oo  'i»  Vo 

d'ou  il  resulte,  en  faisant  siuV  =  f^ 


s  ^- 
n 


On  peut  donc  exprimer  s  par  des  fonctions  élémentaires  quand  le  nombre  —  est  entier. 

En  appliquant  à  Fintégrale  dont  s  dépend  une  formule  de  réduction  des  intégrales  binomes, 
on  trouve 


t.    1 

dt, 
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ou 

s  =  a  fsin^  V  cos  v]  '  +  -~^  a  í  '  sin  "  "^  *  VáV. 

Mais,  si  l'on  considere  une  autre  spirale  sinusóide  déHnie  par  Téquation 

et  si  Ton  designe  par  si  ia  longueur  de  l'arc  corapris  entre  les  points   oíi   les    tangentes  font 
avec  les  vecteurs  des  points  de  contact  des  angles  égaux  à  V^  et  Vi,  on  a 

l+2n   r^,,_    n   ^^^^^ 


l+2n  r'^  ■ 

S{  =  a /      sin 

'o 

Donc  les  ares  s  et  .«i  sont  lies  par  la  i-elation 


1+9?. 

s  =  p,  cos  Yi  —  Po  cos  V(,  +  Yl^n  **• 

Cette  relation  est  Texpression  analytique  de  la  proposition  XV  de  la  Geometria  orgânica, 
oíi  Maelaurin  signale  encore  les  corollaires  suivants: 

1."  La  diíTérenee  entre  les  ares  correspondants  de  deux  podaires  d'ordre  pair,  ou  de  deux 
podaires  d'ordre  impair,  d'une  spirale  sinusóide  peut  être  obtenue  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas  ordinaire. 

2."  Si  Ton  sait  rectifier  deux  podaires  successives  d'une  spirale  sinusóide,  on  peut  déter- 
miner  par  la  règle  et  le  compas  ordinaire  les  longueurs  des  ares  de  toutes  les  autres. 

Si  ©0  =  0,  ^1  =  -^)  on  a  'o  =  0,  ti  =  \,  et  par  eonséquent 


'-'  -^  a^{\        1 


:  =  —    /       /  (l-<-         ''cZlí  =  — B     —  ,     — 

n   I  n       \n        Z 


]}  ( — ,  — )  désignant  une  intégrale  euléi-ienne  de  première  espèce,  ou,  en  tenant  corapte  de 

\  )!         2  / 

quelques  propriétés  de  ces  intégrales, 

a        \2  J     \n  J  ^  a  \n  /  /~ 
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En  appliquant  maintenant  la  relation  conniie 

on  réduit  encore  cette  expression  de  s  à  la  fonn-^  (J.  A.  Serret:  Journal  di;  Liouvillc,   1840, 
p.  116), 

2-«  r-'''^ 


=  _f-  9  "^  .  ^  " 


■■    <i 

UG4.     Supposons  que  n  soit  un  nombre  entier  et  clierchons  la  distance  D  dii  point  arbi- 
traire  [e,  f),  à  la  tangente  à  la  spirale  (1)  aii  point  (x,  y). 
En  tenant  compte  des  relations 

,  a"      ,.        ,^      xdy  —  ydx 

on  obtient  réquation 

T^  _  (e—x)dy+(y—f)dx  _  {e  —  x)dy  +  (y—f)dx  V 

ás  ~  a-{xdy~ydx)  ^^  ^ V  >      ' 

dont  on  conclut  que  D  est  une  fonctlon  rationnelle  de  x  et  y,  quand  n  est  impair. 

Les  courbes  algébriques  telles  que  la  distance  d'un  point  quelconque  de  son  plan  à  la 
tangente  est  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  du  point  de  contaet,  sont  appelées  des 
courbes  de  ãireclion;  donc,  les  spirales  sinusóides  correspondant  aux  valeurs  entières  impaires 
de  n  sont  des  courbes  de  direction. ' 

Cette  propriété  a  été  indiquée  par  M.  Ilumbert  dans  le  Journal  de  Liouville  (1887, 
p.  o9õ).  L'illustre  géomctre  a  encore  fait  voir  qu'elle  subsiste  quand  n  est  une  fraction  irré- 
ductible  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  nombres  impairs. 

Quand  Ia  spirale  (1)  est  une  courbe  de  direction,  la  formule 

«"  {xdy  —  ydx) 

71+1 

(ícM-2^^)^ 

fait  voir  que  s  peut  être  exprime  par  une  intégrale  abélienne  appartenant  à  la  courbe.  Alors 
les  ares  de  cette  courbe  jouissent  de  quelques  propriétés  remarquables  qui  ont  été  déduites 
de  celles  des  intégrales  abéliennes  par  M.  Hurabert  dans  le  mémoire  raentionné. 
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G65.     L'aire  balayée  par  le  vecteur  d'un  point  d'une  spirale  sinusóide,  quand  O  varie  de 
Ôp  à  6),  a  pour  expression 


fze 


&o  «o 


ou,  en  faisant  sin9i6  =  í^ 


2  1 

1*    rU 


to 
En  représentant  maintenant  par  sg  la  longueur  des  ares  de  la  spirale  sinusóide 


n+t 


p  =  a 


n 
sin- 


n  +  2 


on  a 

l 


Donc 


A 


2  (n  +  2) 


066.  Les  spirales  sinusóides  jouissent  de  quelques  propriétés  mécaniques  interessantes. 
Nous  en  siguaierons  celles-ci: 

1."  La  force  centrale  qui  fait  dócrire  cà  un  point  dans  le  vide  la  spirale  sinusóide  (1) 
varie  en  raison  inverse  de  la  puissance  2}i  +  3  de  la  distance  au  pôle  (Maclaurin,  Geometria 
orgânica^  prop.  xxir,  p.  120). 

2."  Les  forces  centrales,  pour  lesquelles  la  ligne  (1)  est  brachistochrone,  sont  inversement 
proportionnelles  à  la  puissance  2m  +  1  de  la  distance  au  pôle  (Haton  de  La  Goupillière, 
NouvcIUs  Annales,  187(3,  p.  107). 

3."  La  courbe  (1)  est  la  figure  d'équiiibre  d'une  chainette  homogène  pour  les  forces  en 
raison  inverse  de  la  puissance  ?i  +  2  de  la  distance  au  pôle  (Ossian  Bonnet:  Joxirnal  de 
Liouville,  1844,  p.  229). 

4."  La  courbe  d'équilibrcí  d'une  chainette  homogène  et  d'épaisseur  inégale,  pour  les  forces 
centrales  inversement  proportionnelles  à  la  distance  au  pôle,  la  tension  par  unité  de  section 
transversale  étant  constante,  est  une  spirale  sinusóide  (Ossian  Bonnet:  1.  c,  p.  99). 

5."  La  courbe  qui  a  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  potentiel  de  Tare  est  une  spirale  sinusóide. 

Cette  proposition  a  été  démontrée  par  Ossian  Bonnet  dans  le  Journal  de  Liouville  (1844, 
p.  97).  L'intégrale  à  laquelle  il  a  appliqué  la  méthode  des  variations,  pour  Tétablir,  avait  été  déjà 
considérée  par  Euler  dans  Methodus  inveniendi  etc.  (p.  53);  mais,  à  cause  d'un  lapsus  dans 
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Ití  calcul,  qui  a  faiissé  le  résultat,  ue  deriiier  géoniètre  n'avait  pas  obtenu  les  spirales  sinusóides. 
Plus  tard,  M.  Haton  de  La  Goiípillière,  daiis  une  communication  à  rAssociation  française 
{Congres  de  Besanqon,  1893),  a  démontré  qu'on  obtient  encoie  une  spirale  sinusóide  quand 
on  cherche  la  courbe  dont  le  potentiel  de  l'arc  est  maximum  ou  minimum,  parmi  celles  qui 
admettent  une  même  valeur  pour  le  potentiel  de  1'aire,  les  lois  d'attraction  relatives  aux 
deux  potentiels  étant  arbitraires. 

667.     Nous  tenninerons  cette  doctrine  en  considérant  quelques  cas  particuliers    remar- 
quables  de  i'équation  (1). 

1."   Si  9!  =  1,  Téquation  (1)  represente  le  cercle,  et,  si  n  =  — -,  elle  represente  \a.  cardiolde. 

Cette  derniòre  courbe  est  la  podaire  du  cercle  par  rapport  à  un  point  de  la  circonférence 
(n.°  218).  IjQS  j>odaires  successives  du  méme  cercle  sont  représentées  par  Téquation 

6      \  '■+* 


et,  comme  la  cardioide  est  exactement  rectifiable  (n."  239),  elles  sont  aussi  rectifiables  au 
moyen  de  la  règle  et  du  corapas  ordinaire  quand  k  est  pair,  et  sa  rectification  dépend  de  celle 
du  cercle  quand  k  est  impair  (Maclaurin:  Geometria  orgânica,  prop.  xvil,  p.   111). 

La  première  podaire  de  la  cardioide  correspond  à  /i  =  —  et  est  identique  au  lieu  des  som- 

o 

mets  des  paraboles  ayant  même  foyer  et  tangentes  à  un  cercle  passant  par   ce  foyer.    Cette 

proposition  a  été  énoncée  par  W.  Roberts  et  démoutrée  par  Emery  dana  les  Nouvelles  Avnales 

de  Mathématiques  (1848,  p.  45  et  194). 

2."  Si  n  =  — 1,    Téquation   (1)   represente   la  droi'e,  et,  si  n  = — ,    elle   represente   la 

■pavalole.  Cette  droite  est  la  podaire  de  la  parabole  par  rapport  au  foyer.  L'équation  des 
antipodaires  successives  de  la  même  droite  est 

/  .       d    \- ('■+)) 

elles  sont  exactement  rectifiables  quand  k  est  pair,  et  sa  rectification  dépend  de  celle  de  la 
parabole  quand  k  est  impair  (Maclaurin:  I.  c,  prop.  xviit,  p.  115). 

3."  Si  n  =  —  2,  Féquation  (1)  détinit  Vhyperhvle  équilafere,  et,  si  «  =  2,  elle  represente  la 
lemniscate  de  Bernoidli.  Cette  dernière  courbe  est  la  podaire  de  celle-là  par  rapport  au  centre, 
et  Téquation  de  la  podaire  d'ordre  k  de  la  même  hyperbole  est 

26 


/  .         20      \-o- 
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la  rectification  de  ces  lignes  dépeiul  donc  de  celle  de  riiyperbole  quand  k  est  pciíV^  et  de  celle 
de  la  lemniscate  de  BernouUi  quand  k  est  impair  (Maclauriíi:  1.  c,  prop.  xix,  p.  116).  Le 
problème  de  la  rectification  de  ces  lignes  a  été  étudié  aiissi  par  W.  Roberts  dans  le  Jovrval 
de  Liouville  (1845,  p.  187). 

4."  Si  «  =  • — 5",  on  a  une  ligne  considérée  au  n."  568. 
o 

5.°  La  spirale  sinusóide  correspondant  à  Téquation 


a  été  employée  par  W  Roberts  pour  représenter  Tintégrale  elliptique   de  première   espèce  à 
module  égal  à  sm^{Journal  de  Liouville,  1847,  p.  447),  intégrale  que  Legendre  a  spéciale- 
ment  signalée  dans  le  Traité  des  fonctions  elliptiques. 
On  a  (n.°  663),  en  eíFet,  en  faisant  cos  36  =  tí^, 

dO  f"      du 
3~  =  a 


,3 


V/l-W^'' 


(cos  36)' 
o 

or.  cette  dernière  intégrale  a  été  censidérée  par  Legendre  (1.  c,  p.  201),  qui,  en  faisant 

u  =  sin  t,     tang  t  =  ™  tang  y  tp, 


a  trouvé 


du  l       f         dif 


[/l-u^       2  í'3  j  l/l -c^sin^cp 


2-v/3         .     X 


ou  c-  = 3 =  sni  -^  • 

4  12 

La  spirale  qu'on  vient  de  considérer  est  une  courbe   du    sixième   ordre,    dont   Téquation 

cartésienne  est 

(x^-  +  l/f  =  «3  (x-'  —  ^Xlf). 

EUe  est  composée  de  trois  boucles  égales  réunies  à  Torigine  O  des  coordonnées,  qui  est  un 
point  triple;  ces  boucles  ont  les  souimets  sur  une  circonférence  ayant  le  centre  au  point  O  et 
ils  divisent  cette  circonférence  en  trois  parties  égales.  Les  droites  passant  par  T origine  et 
par  les  sommets  sont  des  axes  de  symétrie.  En  appliquant  aux  ares  de  cette  ligne  le  théorème 
d'Abel,  on  obtient  cette  proposition  remarquable  :  Un  cerde  passant  par  O  coupe  la  courbe 
en  trois  autres  points  à  distunce  finie,  et  le  pias  grand  des  ares  de  cette  courbe  cumpris 
entre  O  et  ces  points  est  égal  à  la  somme  des  autres.  (Hunibert:  1.  c;  Appell  et  Goursat : 
Théorie  des  fonctions  algébriques  et  de  leurs  intégrales,  p.  523). 
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6."  La  spirale  logarithmique  peut  être  consiJérée  comme  une  spirale  sinusóide  corres- 
pondant  à  ?í»=0.  Cette  remarque,  faite  par  M.  Haton  de  La  Goupillière  dans  sa  Thhse  de 
Mécaniqiie,  a  été  démontrée  par  M.  AIlégret  (Nouvelles  Annales  de  Matkématiques,  1872, 
p.  163)  de  !a  manière  suivante.  Envisageons  la  spirale  sinusóide  définie  par  i'équation 

sin  (h-^n6} 

p"  =  a" : — ; ) 

'  sin  ft 

et  développons  dans  le  second  membre  sin(A-l-?i6)  suivant  les  puissances  de    n.    On  trouve, 
approximativement, 

^  =  a  1^1  -\-  nO  cot  h)  " , 
et  par  suite,  en  faisant  n  tendre  vers  zero, 

O  cot  h 

^  =  ae' 

668.  Les  courbes  qu'on  vient  de  considérer  sont  comprises  dans  une  classe  plus  géné- 
rale  de  lignes  étudiées  par  Cesàro  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiqnes  (1888,  p.  179) 
et  dans  les  Lezioni  di  Geometria  intrínseca  (1869,  p.  49),  lesqueiles  sont  définies  par  la 
condition  suivante :  le  rayon  de  courbure,  en  tout  point,  est  proportionnel  au  segmeiít  de  la 
normale  compris  entre  ce  point  et  la  polaire  du  même  point,  par  rapport  à  un  cercle  donné.  Si 
le  cercle  se  réduit  à  un  point,  on  a  les  spirales  sinusóides.  Cesàro  a  represente  ces  lignes  par 
leur  équation  intrinsèque;  mais  nous  en  allons  chercher  Féquation  polaire,  laquelle  est  bien 
plus  simple. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  du  cercle  donné  et  représentons  par  k 
son  rayon.  Les  coordonnées  du  point  oíi  la  normale  à  la  courbe  au  point  (x,  y)  coupe  la 
polaire  de  ce  point,  par  rapport  au  cercle,  sont  déterminées  par  les  équations  (en  prenant  pour 
variable  indépeudante  une  quantité  arbitraire  t) 

xX  +  yY  =  k%     rJY+x'X^yy'  +  xx', 

et  la  distance  A  entre  ce  point  et  le  point  (a;,  y)  est  déterminée  par  cette  autre: 

^^-=^ix-Kr^  +  (y-Yf; 
pourtant 


xy  —yx 
L"équation  différentielle  des  lignes  considérées  est  donc 

(«  +  1)  -,  „  '  ■' ,  ,  = ^ —  ■ 

xy  — yx  xy — yx! 

VOL.   V  JJ 
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Posons   maintenant   a3  =  pcos6,    ?/=psin&,    pour   rapporter    la   courbe   aux   coordonnées 
polaires.  Cette  équation  prend  la  forme 


(5)  (n+1) 


et  on  peut  Tintégrer   au  moyen   de    Ia  transformation   employée    au   n."  655,    ce   qui    donne 
d'abord 

p  sin  V  P       '^ 

V  représentant  Tangie  que  la  tangente  au  point  (a;,  y)    fait  avec    le  vecteur   de  ce  point,    et 
ensuite 

(6)  (p^  -  />;')"+'  = «-"  p^  sin^  V.  "^ 

Cette  équation  determine  la  valeur  que  Tangle  V   prend  à  chaque  point,    et    on   en  peut 
déduire  Téquation  polaire  des  lignes  considérées,  en  eliminant   V  entre   cette   équation    et  la 

.     •  TT  ^^  ■    ^ 

relation  tang  V  =  p  -^  ,  ce  qui  donne 

p^/a2np2_(p2_ft2^n+l 

et  en  intégrant  ensuite  cette  dernière  équation. 

On  voit  au  moyen  de  la  relation  (6)  que,  si  ii  +  1  est  diíFérent  de  zero,  on  a  V  =  0,  quand 
p  =  fc;  pourtant,  dans  ce  cas,  la  courbe  eoupe  le  cercle  donné  perpendiculairement. 

On  voit  au  moyen  de  la  relation  (5)  que  le  rayon  de  courbure  est  determine  par  Téquation 


d'ou  il  resulte  que,  si  la  courbe  pussède  des  poiuts  d'iuflexion  ou  de  rebroussement,  ils  sont 
situes  sur  le  cercle  donné. 
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VIII. 
Cassinicniies  à  n  i)òles. 

669.     La  courbe  représentée  par  Téquation 

(1)  p2«  _  2ft"  p"  cos  liô  +  «2-  =  J2«  , 

OU  n  est  un  noinbre  entier  positif,  a  été  étudiée  par  J.  A.  Serret  dans  deux  mémoires  inseres 
aii  Journal  de  Liouville  (1843,  p.  145  et  495),  ou  il  en  a  indique  les  propriétés  principales. 
La  même  ligne  a  été  reneontrée  par  M.  Haton  de  La  Goupillicre  dans  ses  recherehes  siir  la 
théorie  des  lignes  isotherraes,  publiées  dans  le  Journal  de  1'École  Polytechniqite  de  Paris 
(1861,  cah.  xxxviii),  ou  il  en  a  étudié  de  nouveau  les  propriétés. 

La  courbe  (l)  est  le  lieu  des posiiions  que  prend  un  point  du  plan  d'un  polygone  regulier 
de  n  côtés,  quand  ce  point  varie  de  manière  que  le  produit  de  ses  distances  aux  n  sommets  du 
polygone  soit  constant. 

Cette  interprétation  géométrique  de  Téquation  (1)  a  été  démontrée  par  Serret  de  la 
inanière  suivante. 

Prenons  pour  axe  des  abscisses  une  droite  passant  par  le  centre  du  polygone  et  par  un 
des  sommets  et  pour  axe  des  ordonnées  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  le  centre 
du  polygone,  et  désignons  par  a  le  rayon  du  cercle  circonscrit.  Les  coordonnées  cartésiennes 
des  sommets  de  ce  polygone  sont 

,      „..       /  2r.  .    27t\  /  2{n-\)r.  .    2(n-l)x\ 

(a.  O),        «cos — '     asin  —  1,      ....        «cos >     asm — ^ — Ij 

\  n  n  /  \  n  n         J 

et,  en  représentant  par  Di,  Do,  etc.  les  distances  du  point  (6,  p)  à  ces  sommets,  nous  avons 
D?  Di  .  .  .  D^  =  [p2  -  2«p  cos  e  +  a^J  \f  -  2ap  cos  ^Ô  -  ^W  «^ 
p-  —  2ap  cos  I  o ^ —  I  +  a 

Mais,  d'un  autre  côté,  comme  les  racines  de  Téquation 

p2"  —  2a"p"  cos  nO  +  a2«  ^  O, 
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sont 


P  =  « 


2kr. 


isin 


2k% 


oi\  k  —  0^  1,2,   .  .  . ,  w  —  1 ,  il  vient 

,Jín  _  2ay'  cos  nO  +  a^"  —  [p-  —  2ap  cos  6  +  a-]  . . .    p^  —  2op  cos  U) 

Pourtant 

D,D2  ...D,.=Z-". 


2{n-l)T 


■^é 


Si  «  =  2,  011  a  DiDa  — i-,  et  la  courbe  considérée  est  un  ovale  de  Cassini;  par  ce  motif 
on  appelle  les  lignes  définies  par  Téquation  (1)  cassiniennes  à  n  pôles. 

En  teiiant  compte  du  développement  de  cos  «6  écrit  au  n."  533,  on  obtient  aisément 
l'équation  cartésienne  de  la  courbe  (1),  savoir 


{x-  4-  y-y  —  2a'' 


»í»-l)^.,-. ,,.  ,     »(»-l)(n-2)(n-3) 


d'ou  il  resulte  que  l'ordre  de  la  courbe  considérée  est  égal  à  2n   et   qu'elle  passe  n  fois  par 
chaque  point  circulaire  de  Tinfini. 

670.     Pour  déterminer  la  forme  de  la  courbe  (1),  il  faut  considérer  séparément,  comme 
dans  le  cas  des  ovales  de  Cassini  (n."  177),  les  trois  cas  suivants : 
1.°  Soit  i<a.  Alors,  en  mettant  Téquation  (1)  sous  la  forme 


p  =  [a"  cos  nb  ±  v/è-"  —  a-"  sin'^  nÔ]" , 


on  voit  aisément  qu"aux  valeurs  de  6  comprises  entre  6|   et— 6i,  f}\  étant  la  plus  petite  des 
racines  positives  de  Téquation 


il  correspond  un  ovale  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses,   lequel  coupe  cet  axe  à 

deux  points  A  et  B  dont  les  distances  au  centre  du  poiygone  sont  égales  à  v/a"  +  ô''  et  /a"— 6". 

Les  tangentes  à  ces  ovales  issues  du  même  centre  font  avec  cet  axe  des  angles  égaux  à  6i 

et  —  Ôi.  2^ 

Quand  6  varie  depuis  6i  jusqu'à — ^  — 6|,    p   prend   des   valeurs   imaginaires;    et,   quand 
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ensuite  la  même  variable  6  varie  depuis -^^ 6i  iu8qu'à — ^  +  S|,    p    reprend   les   mêmes  va- 

n  ''     ^         11 

leurs  que  dans  l'intervalle  de  —  Oi  à  6i.  En  continuaiit  de  mêuie,  on  voit  que  la  courbe  en- 
visagée  est  composée  de  n  ovales  égaux,  et  que  chacun  de  ces  ovales  a  un  axe  de  symétrie 
passant  par  le  centre  et  par  un  soinmet  dii  polygone.  Les  sommets  de  teus  ces  ovales  sont 
situes  sur  deux  circonférences  ayant  pour  équations 

p"  =  rt«  -j-  b"  ,      p"  =  a"  —  h". 

2."  Si  a  =  b,  \\u\  des  sommets  de  cliaque  ovale  coincide  avec  le  centre  du  polygone,  oíi 
la  courbe  a  un  point  multiple  d'ordre  n.  Dans  ce  cas,  les  tangentes  à  ehaqiie  ovale  issues  de 

ce  centre  fmt  avec  Taxe  du  même  ovale  des  angles  égaux  à  — — •  La  courbe  est,  dans  ce  cas, 

une  spirahi  sinusóide. 

3."  Si  b>  a,  une  seule  des  valeurs  de  p  correspondant  à  chaque  valeur  de  6  est  réelle, 

et  la  courbe  se  réduit  à  un  seul  ovale,  ayant  pour  centre  le  centre  du  polygone.  Cet  ovale 

2% 
est  composé  de  n  ares  égaux  à  ceiui  qui  correspond  aux  valeurs  de  d  comprises  entre  O  et . 

Ti 

En  représentant  par  V  l'angle  que  la  tangente  au  point  i6,  p)  fait  avec  le  vecteur  de  ce 
point,  on  a  la  relation 

a" 
(2)  cos  V= -j— sin7i6  , 

o" 

qui  peut  être  employée  pour  la  construction  de  cette  tangente. 

L'expression  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (1)  peut  être  obtenue  au  moyen  d'une 
généralisation  facile  de  Tanalyse  qu'on  a  employée  dans  le  cas  particulier  des  ovales  de 
Cassini.  On  trouve  ainsi 


R  = 


2bY+i 


(Ti  -f  1)  f"  +  {n  -  1)  (a2«  -  b^-") 
Les  valeurs  que  p  prend  aux  points  d'inflexion  snnt  déterminées  par  Téquation 

(?l  +  1 )  p2"  +  (Jl  -  1 )  («2"  _  b'^»)  =  O  , 

et  on  voit  aisément,   comme   dans  le    cas  des   ovales  de  Cassini,  que  la  courbe  a  27i  points 
d'inflexion  réels  quand  on  a  en  même  teraps  ò>rt  et  b  <  a"' n . 
En  mettant  Texpression  de  R  sous  la  forme 


p"  +  (íi— l)a«C08íie 
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«11  voit  que  ces  points  soiit  plaoés  sur  la  spirale  sinusóide  correspondant  à  Téquation 

p"  -\-(n—Í)a"  cos  «6  =  0. 

Comme  celte  équation  ne  dépeiid  pas  de  b,  on  conelut  que  les  points  d"inflexion  des  courbes 
correspondant  aux  diverses  valeurs  de  b  sont  placées  sur  une  même  spirale  sinusóide. 

C71.     On  a 

1    do  ,^  a"  sin  nd 

i_ .  -^  cot  V  — ' 

p  dd  a"  cos  «6  —  p"  ' 

par  consi^quent  Téquation  différentielie  des  trajectoires  orthogonales  des  lignes  représentées 
par  Téquation  (1),  b  étant  le  parauiètre  arbitraire,  est 

1   dp  ,.  a"cos»i6— p" 

o   d6  '  a''sinnd 

En  faisant  u  =  p-",  on  réduit  l'intégration  de  eette  équation  à  celle  de  Téquation  linéaire 

,  dii  .   ,  ^ 

a"  sin  íi6  —52 na"u  cos  nb  -\-  n  =  U, 

a§ 

.   -  ,  .  ^       sin  )i6,, 

qui  donne,  en  taisant  L  = ^~  i 

^  '  cos  «On 


1  /cosxe    ,   ^\    .      f.      cos 

„  =  I  ^ —     +  C  )  sin  ?ie  = 

a"  \  sin  «6  /  a' 

et  pourtant 


cos  n  (6  —  6q) 


"  cos  nô^      ' 


a"  cos  íiôft 

p"  = 'í — 

"       cos  n  (6  —  6(,) 

Donc,  Ze«  trajectoires  orthogonales  des  courbes  définies  par  Véquation  (1),  6  ãant  le  parametre 
arbitraire,  sont  des  spirales  sÍ7iusdides  représentées  par  la  dernière  équation. 

6"2.     L'équation  (2)  donne,  en  tenant  compte  de  la  relation  cos  V  =  -^^  ? 

do       a"    .      , 
-í^  =  ^í— sin  Jit/, 
ds       b" 
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et  par  suite,  en  éliininant  siiuiô  .-lu  moyen  de  Féquation  (Ij, 


ds  =  26'' 


La  rectification  de  la  courbe  (Ij  dépend  done,  en  general,  des  intégrales  hyperelliptiques 
(Serret,  l.  c). 

II  resulte  immédiatement  de  cette  égalité  que  la  longueur  de  !'arc  de  la  courbe  (1^  com- 
pria  entre  les  points  ou  p  prend  les  valeura  de  p,,  et  (ji,  et  la  longueur  de  Taro  de  ia  courbe 
leprésentée  par  réquation  qu'on  obtient  en  échangeant  les  róies  de  a  et  6,  compris  entre  les 
points  corr^spondant  aux  mêines  valeiírs  de  o,  sont  dans  le  rapport  de  h"  à  a". 

On  a  <'tudié  deux  cas  particuliers  de  Téquation  (Ij  dans  lasqueis  la  rectification  de  la 
courbe  qu'elle  represente  dépend  de  deux  intégrales  elliptiques  de  première  espèce.  Si  n  =  2, 
cette  óquation  coincide  avec  celle  des  ovales  de  Cassini,  et  on  a  vu  déjà  que  Ia  rectification 
de  ces  lignes  dépend  du  cálcul  de  deux  intégrales  elliptiques  de  première  espèce  à  modules 
complómentaires.  Si  w  =  3,  on  a  une  courbe  envisagée  par  W.  Roberts  dans  le  Journal 
de  Liouville  (1847,  p.  445),  oix  il  en  a  réduit  aussi  le  calcai  de  la  longueur  des  ares  à  celui 
de  deux  intégrales  elliptiques  de  première  espèce. 

673.  La  distance  D4  du  point  (x,  y)  au  sommet  du  polygone  ayant  pour  coordonnées 
(aços ,  asin— ^1  peut  être  exprimée  de  la  manière  suivante: 

Uk  =  \x  —  a  cos  —  )  + 1  V  —  asm  —  ) 
n  /        V  n  ) 

r     .    .           /        kr          .     k-\-\[         .           Ih-..    kr.\ 
=    x-\-iy  —  ai  cos [- 1 sm  —  j       x  —  iy—a\  cos 1 sm  —  \ 

(      .       -A/     .       --A 

Kx^iy  —  ae,''     lia;  —  ly  —  ae,     "     1 ; 


=     X 


et  la  courbe  considérée  peut  donc  être  représentée  par  Téquation 
ou  P  et  Q  représentent  les  poiynomes  imaginaires  conjugues 


P  =  («  +  íjí  —  d)\.x\iy  —  ne "    j .  .  .Ix  —  iy  —  ae    "       1  , 
Q  =  (x  —  iy  —  a)  Ix  —  iy  —  ae     "    1 ...  í  a;  —  iy  —  ae        "       ) . 


280 

On  vérifie  aisément  que  cette  équation  peut  être  encore  raise  sous  la  forme 

(P  +  U")  (Q  +  }Jb-)  =  uJ  (p  +  ^^(^q  +  ^y 

1  et  V  étant  deux  nombres  arbitraires. 

Supposoiis  maintenant  que  ees  nombres  \  et  X'  soient  imaginaires  conjugues  et  faisons 

P  +  W  =  [x+ii/  —  (pi  +  ^q^ )]..  .[x+ii/  —  (p„  +  {q„)], 

Jn 

P  +  ^r^  =  [a;  +  í>  —  (Mi  + 1 i-i )].  ..[x+iy  —  (u„  +  iv„)], 

K 

et  pourtant 

Q  4-  Vò"  =  [«  —  ii/  —  (2)1  —  iqi)]  ...[x  —  iy-  (jJn  —  í?«)J, 

b" 

Q  +  -^  =  [5»  —  i>  —  («1  —  ivi)]  ...[x  —  iy  —  (u„  —  iv„)]. 

L'équation  de  la  courbe  prend  alors  la  forme 

[(x-;,0-  +  (y-2i)-]- •  •[(^-P0-  +  (y-í«)"  =  >^"'^'[(^-«0-  +  (t^-t'i)^].  •  .[(a;-««)-+(y-'^n)-j, 

ou,  eu  représentant  par  r^,  r-2,  ...,  r„  les  distances  du  point  (x,  y)  aux  pôles  {pi^  ji), 
(pa,  22),  •  •  •,  (i'11,  ffn),  et  par  Rj,  E^,  . .  •,  Rn  les  distances  du  même  point  aux  póIes  (mi,  vi), 
(m2,  va),  . .  .,  (h„,  v„), 

ri?-2 .  .  .  r„  =  VJ/RiRí .  . .  R„. 

674.  Les  courbes  qu'on  vient  de  considérer  appartiennent  à  la  classe  de  lignes  étudiées 
par  M.  Darboux  dans  Touvrage  intitule:  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces 
algéhriques  (1873,  p.  66),  lesquelles  sont  définies  pour  réquation 

(3)  rm .  .  .  r„  =  ifcR),  R2, .  .  . ,  R,„, 

n,  r-2,  ...,?•„  et  Ri,  R-2,  •  .  •,  Rm  représentant  les  distances  du  point  décrivant  à  deux  séries 
de  pôles  fixes  arbitraires  et  /.;  étant  une  quantité  constante.  Nous  avons  déjà  étudié  aux  n."'  183 
et  184  le  cas  oii  n  =  2  et  m  =  2.  En  généralisant  Tanalyse  employée  pour  Tétude  de  ce  cas 
particulier,  on  obtient  aisément  les  propriétés  suivantes  des  courbes  définies  par  Téquation  (3): 

1."  Toute  courhe  définie  par  réquation  (3)  peut  être  représentée  d'une  injinité  de  manieres 
différentes  par  d'autres  équations  de  la  même  forme j  rapportées  a  d'autres  pôles  convenahle- 
ment  choisis. 

2."  Toute  courbe  définie  par  Véquatiun  (3)  peut  être  considérée,  et  d'une  injinité  de  ma- 
nieres, comme  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  algébrique  des  angles  sous  lesquels  on  voit 
d'un  point  de  la.  courbe  des  segments  fixes  soit  constant. 
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Si  Al,  A2,  .  . .,  A„  et  B),  Ba,  .  •  .,  B„  sont  deux  systèmes  de  pôles  de  la  courbe  eonsi- 
dérée,  et  si  A',,  A2,  .  .  .,  Ai.  et  BI,  Bj,  .  .  .,  B;,  sont  les  points  associes  (n.**  60),  ces  segments 
sont  AiBj,  AoBÁ,  .  . .,  A„Bn- 

3."  La  transformée  par  rayons  vecteurs  reciproques  d'une  coiirhe  dêfinie  par  Véquaiion  (3) 
est  représentce  par  une  équation  de  la  mêine  forme. 

4."  Soient  {e\,  fi),  (ei,  /l),  etc.  les  coordonnées  des  pôles  dVine  des  séries  nientionnées 
ci-dessus,  et  (e-i,  /â),  (ej,  fá),  etc.  celies  des  pôles  Taiitre  série,  et  posons 

x(.  =  x-\-iy,     v  =  x—iy,     Mi  =  fi+i/'i/     v\  =  ei  —  if{,     ii-2  =  e^-^ifi,     Vi  =  e^  —  if-',.  .  ■ 

L'équation  des  cassiniennes  ayant  ces  pôles  peut  être  mise  sous  la  forme 

(U  —  Ul)(u  —  U{)...  (V  —  Vi>)(v—Vi)... 


(u  —  u-2)  («  — 11-2) ...  (V  —  Vi)  (v  —  Vi)... 

ou 

En  appliquant  à  cette  équation  la  méthode  classique  pour  la  détermination  des  traje- 
ctoires  orthogonales  des  courbes,  on  trouve  cette  autre : 

(W  — Ml)(»— MJ).   •  •   _^.       (V  —  Vl){v  —  Vl)..  .   _ 

^  {u  —  W2)  (m  —  «2) ...  (v  —  Vi)  [V  —  v'2). . . 

Mais,  en  représentant  par  oh,  coi  ...  les  angles  que  les  droites  passant  par  le  point  (x,  y) 
d'une  de  ces  courbes  et  par  les  pôles  (ei,/i),  (e'i,  /'í),  .  .  .  font  avec  Taxe  des  abscisses,  et 
par  (02,  0)2,  ...  les  angles  que  les  droites  passant  par  le  mêiue  point  (a-^  y)  et  par  les  pôles 
(«2, /á),  («2,  f'-i)i  ■  ■  ■   font  avec  le  même  axe,  on  a,  comine  au  n."  182, 

U  —  Wl  U  —  ll-l  U  —  !íl 

=  e""' , =  e""i ,     f-  =  e""' , .  .  . 

V  —  Vi  V  —  1-2  V  —  Vi 

Pourtant,  en  posant  /ri  =  e'*,  Téquatioii  (4)  peut  être  mise  sous  la  forme 

on  +  0)'i  + .  .  .  —  (0J2  +o)i+.  .  .)  =  h, 

à  un  multiple  de  •::  prés. 

Donc,  les  trajectoires  orthogonales  des  cassiniennes  ayant  les  mêmes  pôles  sont  caracté- 
risées  par  la  propriété  exprimée  par  cette  équation. 

On  voit  aisément  que  la  proposition  quon  vient  dobtenir  a  encore  lieu  quand  les  pôles  ne 
sont  pas  en  même  nombre  dans  les  deux  séries,    et  quand  quelques   pôles  coíncident.    Si  le 

VOL.    V  KK 
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nombre  des  pôles  d'une  des  séries  est  égal  a  zero,  eette  proposition  se  réduit  à  (me  autre  dé- 
montrée  par  Michael  Koberts  dans  le  Journal  de  Lioiíville  (184Õ,  p.  351).  Si  les  pôles  sont  en 
niéme  nombre  dans  les  deux  séries,  on  a  ce  théorème :  les  trajecioires  orthogonales  des  cassin- 
nieiínes  ayant  les  vtêmes  pôles  sont  des  courhes  telles  que  la  somme  des  angles  sous  lesqiids  on 
voit  les  segments  A|B|,  A^Bj,  .  .  .  est  conUante. 


IX. 


Les  coiirbes  de  Ribaiieoiir. 


Q75.  Nous  allons  nous  oocuper  des  iigne  qiii  sont  la  solution  du  problèine  suivant:  déter- 
niiner  les  courhes  dont  le  rayon  de  courhure  uu  point  variable  (x,  y)  est  proportionel  à  la  lon- 
gueiir  de  la  normale  en  ce  p)oint.  On  les  appeile  courbes  de  Ribaucour,  car  elles  ont  été  ren- 
contréss  par  cet  illustre  géomètre  dans  ses  recherches  sur  les  siirfaees  à  courbure  moyenne 
constante  (Mémoires  couronnés  de  VAcadéniie  de  Belgique,  t.  XLiv,  1880).  Mais  le  problème 
inentionné  avait  déjà  été  proposé  anx  géomètres  en  1716,  conjonctenient  avec  celui  de  la 
reclierche  dos  trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes,  par  Jean  BernouUi,  par  intermédiaire 
de  Leibniz,  et  il  avait  été  résolu  par  Taylor,  dans  les  Philosophical  Transactions  de  1717,  et 
par  Herinann,  dans  les  Acta  eruditoruvi  de  la  niême  année.  Jean  BernouUi  n'a  pas  publié  la 
solution  qu'il  a  trouvée  de  cette  question,  mais  elle  a  été  divulguée  par  son  fils  Nicolas  Ber- 
nouUi dans  une  interessante  notice  sur  le  problème  des  trajectoires  qu'il  a  insérée  en  1718 
aux  Acfa  eruditorum.  Tous  les  travaux  qu'on  vient  de  mentionner  ont  été  reproduits  dans 
le  tome  ii  des  Opera  de  Jean  BernouUi. 

Plus  tard,  avant  de  Ribaucour  s'occuper  des  courbes  mentionnées,  elles  ont  été  considé- 
rées  encore  par  Ossian  Bonnet  en  1844  dans  le  Journal  de  Liouville  (t.  ix,  p.  97  et  217),  oii 
elles  ont  été  définies  par  la  propriété  géométrique  raentionnée  ci-dessus,  et  oii  Téminent  géo- 
mètre a  étudié  quelques  questions  de  Géométrie  et  de  Mécanique  dont  elles  sont  la  solution. 

676.     L'équation  différentielle  des  lignes  qu'on  vient  de  definir,  est 

3_ 

m  représentant  une  constante  donnée,  ou 

myy"  =  1  -]-  y'^. 
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En  posant  y"  =  ~-~~  ^  cette  équation  prend  la  forme 

my'dij         dy 


= > 


d'ou  il  resulte,  en  intégrant  et  en  représentant  par  c  la  constante  arbitraire, 

1  +  y'^'  =  (<-.y)  ™' , 
ou 

et  eniin 

J"* dy 


(1)  --1    z^- 

(c?/)  "■  -  1 


Cette  équation  represente  les  courbes  considérées.  L'intégrale  dont  elle  dépend  peut  être 
exprimée  par  des  fonctions  élémentaires  quand  m  est  un  nombre  entier. 

677.     Parmi  les  liges  représentées   par   Téquation  (1)    sont   comprises    quelques   courbes 
spéciales  qui  ont  déjà  été  étudiées. 

1.°  Si  )n  =  — 1,  léquation  (1)  represente  le  cercle. 
2."  Si  »í  =  l,  on  a,  en  faisant  k  =  c—^, 


dy  ^  ^y^-k^  . 
dx  k        ' 

pourtant  (n."  410)  1'équation  (1)  represente  dans  ce  cas  la  chdinette. 

3."  Si  Ton  a  )/*  =  —  2,  Téquation  diíFérentielle  de  la  ligne  considérée  prend  la  forme 


v/- 


dy     .  /li  —  y 


dx      V      y 

et  cette  ligne  est  pourtant  (n."  541)  une  cydoide. 
4°  Si  m  =  2,  on  a 

2 


■=/(c3/— 1)     '^  dy  =  —  (cy  —  l)- +ct, 


ou 


(x- Ci)^  =  2  (y-k); 


Téquation  (1)  represente  donc  dans  ce  cas  \a  paralxjle. 
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678.     La  longueur  des  ares  de  Ia  courbe  (1)  eat  déterminée  par  réquation 


a  et  b  étant  les  ordonnées  des  extrérnités  de  l'arc  considere.  L'intégrale  qui  figure  daiis  cette 
formule  est  expriuiable  par  des  fouL-tions  élémentaires  quand  m  est  un  nombre  entier. 
Le  i'ayon  de  eourbure  des  mêines  ligues  a  cette  expression: 

i  —  mcy         , 

d"uú  il  resulte  que  les  courbes  considérées   ne  peuvent   avoir  ni  de  points  de  rebroussement 

ni  de  points  d'iuflexion  ailleurs  qu'à  Taxe  des   abscisses,    et   que,    si    \-\ >0,   elles  ne 

peuvent  pas  posséder  de  points  d'inflexion,  et  que,  quand  1 -| <0,    elles  ne  peuvent   pas 

posséder  de  points  de  rebroussement. 
La  même  équation  donne 

j^ 
dK  =  {m.-\-V){cyY\ly, 


et  pourtant  on  a 


ds  ■■ 


ãR 


^{^' 


(,«  +  i)V/(-^)"'+'r"'+'-i 


011,  en  faisant  —  =  a  et  en  integrant, 
c 


Cest  Véí^uation  intrinseque  des  courbes  de  Ribaucour,  équation  qui  a  été  employée  par  Cesàro 
{Nouvelles  Annahs  de  Mathématiques,  1888,  p.  179;  Lezioni  di  Geometria  intrínseca,  1896, 
p.  49)  pour  étudier  ees  ligues. 

II  resulte  de  cette  équation  que,  si  xine  courbe  de  Ribaiccour  roíde  sur  une  droite,  le  lieu 
des  positions  que  prend  le  centre  de  courhure  correspondanf,  aii  point  de  contuct  est  une  courbe 
affine  d'une  autre  courbe  de  Ribaucour. 

679.     Voici  une  autre  question,   considérée  par  Ossian  Bonnet  (1.  c,  p.  103),    dont  les 
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fourbes  représentées  par  réquation  (1)  sont  la  solution:  déterminer  la  courbe  que  décrit  le 
pôle  d'u)ie  spirale  sinusóide^  quand  cetfe  courbe  ruule  sur  une  droife  D. 

Prenons  pour  axe  des  abscisses  la  droite  donnée  et  pour  axe  des  oídonnées  la  perpen- 
diculaire  à  cette  droite  menée  par  le  point  de  contact  de  la  spirale  avec  la  droite  D  à  lorigine 
du  inouvement,  et  supposons  que 

j>"  =  a"  siii  )í6 

soit  réquation  de  la  spirale  donnée,  rapportée  au  pôle  mobile  et  à  un  axe  invariablenient  lié  à 
cette  courbe.  Supposons  encore  que  (Ô^,  o,,)  et  (6,  p)  soient  les  coordonnóes  du  point  de  contact 
de  la  spirale  avec  la  droite  D  à  Torigine  du  raouvement  et  à  Tinstant  oii  le  point  décrivant 
prend  la  position  correspondant  aux  coordonnées  (x,  y).  En  représentant  par  V  Tangle  que 
ia  tangente  à  la  spirale  au  point  (6,  [i)  fait  avec  le  vecteur  de  ce  point,  par  s  la  longueur  de 
Tare  de  cette  ligne  compris  entre  les  points  (6q,  p,,)  et  (6,  o),  on  trouve,  en  procédant  eoniine 
au  w."   616  et  en  tenant  eompte  des  expressions  de  V  et  «  trouvées  aux  n."^  652  et  663, 


í  y  =  p  sin  V  =  a  (sin  »6)" 

(2) 


••+1 


/')    .        — -1  — 

( sin  7i6) "       do  —  a  (sin  nO) *  cos  nO, 


x  =  s 

fi. 


équations  qui  déterminent  les  coordonnées  du  point  décrivant  en  fonction  du  paramètre  6. 

Pour  démontrer  que  la  courbe  représentée  par  ces   équations    est  identique  à    la  courbe 
déíinie  par  Tóquation  (1),  remarquons  que  les  mêines  équations  (2)  donnent 

dx         sin  nd 


dy         cos  nO 
et  que,  en  óliminant  O  entre  cette  dernière  relation  et  la  première  des  équations  (2),  il  vient 

dx  _  1 

dy 


\/(i 


'^■-1 


Nous  remarquerons,  en  passant,  qu'Ossian  Bonnet  a  considéié  aussi  (1.  c,  p.  104)  les 
courbes  parallèles  aux  spirales  sinusóides  et  a  cherché  la  ligne  engendrée  ])ar  cliacune  de  ces 
courbes,  roulant  sur  une  droite,  et  qu'il  a  déuiontré  que  Téquation  difféi'entielle  de  ces 
roulettes  est 


.-,,s/{t, 


Sn 
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oii  h  designe  la  distaiiee  de  cliaque  point  de  la  spirale  considérée   et  dii  point  correspoiídant 
de  la  coiirbe  paralièle. 


X. 

Les  coiu'bes  de  Scrret. 


080.  Le  problème  dd  la  détermination  des  courbes,  quand  on  doiine  la  difféi-eiilielle 
de  Tare,  a  été  résolu  pour  la  première  fois,  en  quelques  cas  particuliers,  par  les  deux  frcres 
Jaeqiies  et  Jean  Beraoulli.  Ainsi,  la  lemniscate  de  Jiernoulli,  employée  par  Jacques  pour 
constriiire  la  cotirbe  élastique  et  la  courbe  isochrone  paracentrique,  a  été  obtenue  par  lémi- 
nent  géomètre  {Opera,  t.  I,  p.  601  et  608;  t.  ir,  p.  999)  au  uioyen  de  la  différentielle  de 
son  are ;  et  les  courbes  représeiitées  par  les  équations 

2         _   !í±í 
ÍÍ+  1 

2         —   — 

X  =  íc-"  +x,     Y  =^ \/2nx^  , 

1  — n 

±  _  1 

X=a;-»  +  6£c%     Y  =  Qx    ^ +x, 

oíi  11  est  un  nombre  positif  différent  de  Tunité,  ont  été  rencontrées  par  Jean  BernouUi  {Opera, 
t.  IV,  p.  92)  en  cherchant  des  courbes  dont  les  ares  soient  égaux  à  ceux  des  paraboles  et 
hyperboles  définies  par  les  équations  ?/  =  «",  y  =  x~",  y=x~^. 

Le  problème  raeiítionné  fut  encore  envisagé  par  Euler,  qui  s'en  est  occupé  à  plusieurs 
reprises,  et  qui  a  considere  les  cas  ou  Tun  donne  la  difíerentielle  d'un  are  de  cerele,  d'un 
are  de  parabole  ou  d'un  are  d'elhps9  {Nova  Acta  Acad.  Petrop.,  t.  v,  p.  54;  Mémoires  de 
VAcadémie  des  Sciences  de  Saint  Petersbourg,  t.  xi),  et  par  Fuss  {Nova  Acta  Acad.  Petrop., 
t.  xiv),  qui  a  étudié  le  cas  oíi  Ton  donne  la  différentielle  d'un  are  dliyperbole  équilatère 
rapportée  aux  axes.  Paruii  les  courbes  obtenues  par  Euler,  inentionnons  iei  eelles  qui  sont 
représentées  par  les  équations 

2      cos  nt  2      sin  vf 

X  =  — j-  5 — )      y  =  — 3 3 —  )  . 

«*     cos- 1  íi-     cos''  t 

dont  les  ares  sont  égaux  à  eeux  de  la  parabole  y^  =  2ax.  On  en  trouvera  bientôt  d'autres  dont 
les  ares  sont  égaux  à  eeux  du  cerele. 

Plusieurs  années  après,  la  mêine  question  fut  étudiée  d'une  manière  approfondie  pai-  .1. 
A.  Serrei  dans  un  mémoire  iniportant  inséré  au  Journal  de  Liouville  (1845,   p.    257),  ou  il 
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a  exposé  une  niétliode    générale    poiír  détei'miner   les  fonctions  rationnelles   de   s   qiii,  étant 
sitbstituées  k  x  et  y  daiis  Téquation 

dx^  +  dy'^  =  Zdz, 

Z  representai!  t  une  fonetion  rationnelle  de  z.  Ia  véritient.  Léminent  géoraètre  a  appliqué  cette 
doetrine  à  deiix  cas  particiiliers  impurtants  qu'on  va  étiidier. 

081.  VoÍL'i  Ténont-é  de  eelui  de  ces  cas  qu'on  va  eonsidérer  en  preniier  lieu:  dé'ermi»er 
les  courbes  dont  Vare  indéfini  s'expriiue  par  un  are  de  ccrcle  et  dont  les  coordonnées  eartésiennes 
sont  des  fonctiuns  rationnelles  de  la  tangente  trigonométrique  de  cet  are.  Ce  problème  a  été  étudié 
par  J.  A.  Serret  en  18õ3  dans  le  Journal  de  1'Ecole  Poli/teehniqiie  de  Paris  (cali.  XXX v, 
p.  69).  La  mêine  question  avait  déjà  été  c-onsidérée  par  Euler  dans  le  tome  XI  des  Mémoires 
de  VAcadémie  des  Sciences  de  Saint-Pétershourg ,  innis  réniinent  géjniètre  n'avait  jtns  pii 
la  résoudre  d'une  manière  générale.  Cependant  il  a  décoiivert  une  classe  remarquable  de 
lignes  algébriques  joiíissant  de  la  propriété  mentionnée. 

L'équation  qui  traduit  le  problème  est 

( 1 )  dx^  +  df-  =  {dx-{-  idy)  {dx  -  idy)  =  k"^  ,,^  .^  ' 

1c  étant  une  constante  et  x  et  y  étant  des  fonctions  rationnelles  de  z. 

Comme  dx-\-idy  et  dx — idy  doivent  être  deiix  fonctions  rationnelles  de  z  imaginaires 
conjuguéea,  on  a  évideminent 

dx  +  idy  =  À-e"" .  ,  '      / r^,  >     dx  —  idy  =  ke~ ""  .    ^^  '^      .      -,-  , 

■^  '.|;  (Z)  (z -I- 1/"'+''  -^  'S,ÍZ}{Z  —  1)"'-^^^ 

oii  (1)  est  une  quantité  constante,  et  oíi 

cp  (z)  =  (z-  ai)"i  (z  -  a.2)"2  (z  -  «3)"' .  .  .  (z  -  «,.)""  , 
'])  (z)  =  (z  -  í/i  )">  (z  -  hf-^  (z  -  Lifi  ...(z-  Kf" , 

m,  iíi,  «j,  «3,    .  .  .    étant  des  nonibres  entiers  positifs,  et  hi,  h-i,  Z<3,    ...   étant  des  constantes 
imaginaires,  respectivement  conjuguées  à  oi,  a-i,  03,  .... 

Les  courbes  chereliées  sont  donc  coniprises  entre  les  lignes  déíinies  pai-  l'équalioii 


(2)  «=+,>  =  /..- /■'#lí^.-^<íz. 


Toute  ligne  représentée  par  cette  équation  satisfiit  à  la  condition  (1),  mais  ellc  n'est  pas 
nécessairement  algébrique.  Pour  cherclier  la  condition  pour  que  cette  ligue  soit  algébrique, 
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déeoraposons  la  fraction  rationnelle  qiii  figure  daus  rintcgrale    en   des  fractions   simples,    ee 
qui  donne 


'i{z){z-ir  _'v" 


^z  —  a„      {z—a„f  {z  —  ay)"« 


z 


B| ,  B-2  ,  Bni+2 


oíi  A,!"'\   ...,  a;,,  a,,  et  B,„_,.2,   ...,    Ba,    Bi   sont  des  constantes  égales  aux  coefficienls  de 
/í",  /í,  A-,   . .  .,  tí''~^  et  de  /i»,  /<,  /;-,  .  . . ,  /;"'+'  dans  les  développements  de 

suivant  les  puissances  de  7;;  et  remarquons  ensuite  que  les  conditions  pcur  que  rintégraie  de 
cette  fraction  soit  algébrique  sont 

A,  =  0,     Ao -O,      ...,     A„  =  0,     Bi=0. 

Ces  conditions  ne  sont  pas  toutes  distinctes.  En  effet,  eomme  le  degré  de  s  dans  luiraé- 
rateur  de  la  fraction  eonsidérée  est  inférieur  de  deux  unités  à  celui  du  dénominateur,  on  a, 
en  vertu  d'un  théorème  connu, 

A,+A2  +  ...  +  A„  +  B,=0. 

Pourtant  le  nonibre  des  conditions  pour  que  la  courbe  définie  par  Téquation  (2)  soit 
algébrique,  est  égal  à  ti,  et,  comnie  Ai,  Aa,  .  . .  sont  des  fonctions  de  oi,  at.  .  .,  ces  équa- 
tions  déterminent,  en  general,  ces  quantités. 

682.  Le  problème  algébrique  anquel  on  est  ainsi  amené,  a  été  résolu  complètenif-nt 
par  Serret  dans  le  eas  particulier  intéressant  que  nous  allons  considérer. 

Supposons  í!-2  =  0,  113  =  0,  .  .  .,  7i„  =  O,  et  reniplaçons  íii,  ai  et  ii  par  «,  a  et  b.  Alors 
réquation  (2)  devient 


,    •         ,    •     r      z  — a)"(2  — i)'"      , 

(3)  X  +  iy  =  /.-e""  / ,'   \    .\^  dz, 

^   '  ^  (z~ò}"{z +  {)'"+-      ' 


et,  en  faisant 


W  ;-xi-  =  ;rr^-^    ^ 


z  —  i_^a  —  i^  (ii  ~\- i)  (h  —  i] 


z-\-i      n-{-i  (a  —  i)  (h  -j-  i) 
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la  dernière  équation  prend  la  forme 

1    ,    .     fa+i\"/a  —  i\  "'+*  r 


1  ,.„,„,  í»+^\" A' - i\ '"+'  r <"' (<-!)"  ^t. 


La  oondition  pour  que  la  courbe  repiésentée  par  ['équation  (p)  soit  aigébrique  est  pourtant 


lá"-' 

(5)  L 


dh»-* 


í=0 


d"-^  [Z'"  iZ  —  1)"] 


En  appliquant  à  Téquation  Z'"  {-.  — 1)''  =  0   le  théorème  de  Rolle,  on  voit  que  réquation 

dlZ'"  (Z 1)"1 

— t -  =  0  a  pour  racines  O,  1  et  Z.i,  Zi  étant  un  nombre  réel  compris  entre  O  et  1. 

On  voit  ensuite,    au  moyen  du  même  théorème,  que    Téquation  — j—, =  O   a   pour 

racines  O  et  1  et  deux  nombres  réels  compris  entre  O  et  1.  En  continuant  de  même,  on  voit 
que  réquation  (õ)  a  pour  racines  O  et  1  et,  en  outre,  n  —  1  ou  }ii  nombres  réels  compris 
entre  O  et  1,  solon  n —  I  <^)n  ou  n  —  1  >«!.  Les  valeurs  de  a  et  h  pour  lesqueiles  la  courbe 
définie  par  Téquation  (3)  est  aigébrique,  sont  déterminées  par  la  deuxième  des  équations  (4), 
en  remplaçant  Z  par  les  racines  de  (5).  Or,  comme  Ton  a,  en  posant  a=p-\-{q, 

(6)  p^  +  iq+iy^=Z[p^-  +  (q-in 

et  comme  Tun  des  nombres  p  et  q  reste  arbitraire,  on  voit  que,  à  chacune  de  ces  racines,  il 
correspond  un  nombre  iníini  de  eourbes  satisfaisant  au  problème  envisagé. 

Considérons  d'abord  Ia  solution  Z  =  0.  Alors  Ia  deuxième  des  équations  (4)  donne 
a  =  —  i  ou  h  =  i;  mais,  comme  les  racines  a  et  ò  sont  conjuguées,  ces  équations  ont  lieu  en 
même  temps.  La  courbe  correspondant  à  eette  solution  est  déterminée  par  Téquation 


_L'     _7  r     Í2  — *)"'~"        7    _  ^'6""*  (  Z  —  i 


(2  — 1)"'~"      ,  A'e""i         /  z  —  i\ '"-"+'■ 

./    ( 
Comme  on  a  aussi 


A-e-'"'  i        f  z  +  i\ '" -"+• 


3  ' 


^      2(ín  — K+ 1)  \z  — i 
il  vient 

a,2  +  3,í  =  (a,  +  z»(x-.»=^^^^^^^, 

réquation  (3)  represente  donc  alors  un  cercie. 

Si  Z  =  í,  la  deuxième  des  équations  (4)  donne  a  =  h,  et  on  voit  de  même  que  Téquation  (3) 
represente  un  cercie. 
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Les  Solutions  du  problème  énoncé  sont  donc  données  jjar  les  équations  (3)  et  (G),  en 
reuiplaçant  Z,  par  les  racines  de  (5)  coinprises  entre  O  et  1 . 

683.  Parini  les  courbes  qu'on  vient  de  eonsidérer,  celles  qui  correspondent  à7?i=l 
offrent  un  intérêt  spécial.  Ce  sont  les  iignes  qu'Eu!er  a  obtenues  en  étudiant  ie  problème  qu'on 
vient  de  résoudre.  Alors  Téquation  (3)  devient 


,   .     Ç  {z  —  aYiz  —  i)    , 
X  +  hl  =  Ae""  /  -^ ,      V    -i  i^ 


{z  —  b)"{z-rif 
et  on  a,  pour  déterminer  Z,  Téquation 

=  3.4...n[2^  +  («-l)(í-l)]{!;-í)  =  0, 
qui  donne 

^  '  Jl  -l-  1 

et  ensiiite,  pour  déterminer  j?  ou  q,  eette  autre: 

(8)  p2  +  ?*  +  1  +  2nq  =  0. 

Pour  obtenir  maintenant  les  équations  qui  déterminent  x  et  y  en  fonctiou  de  z,  décompo- 
sons  la  fraetion  rationnelle  qui  figure  dans  Texpression  de  x-{-ii/  en  des  fractions  simples,  ce 
qui  donne,  quand  p  et  q  vórifient  la  relation  precedente,  un  résultat  de  la  forme 

(z—aY{z  —  {)   ^      A-2  A„  Ba  B3 

{z  —  by'(z  +  if       {z  —  h)*  -!-•••+  (•2_^)n  +  [z  +  if  "^  {z  +  if  ' 

et  ensuite  intégrons  et  ajoutons  la  constante  arbitraire.  I!  vient 


/ 


(z  — a)"(z  — í)        _  <\)(z) 


{z  —  by'{z  +  if  2  — ij«-'(z  +  tj« 

<l>(z)  représentant  une  fonction  entière  de  s  du  degré  n-f- 1-  Pour  déterminer  cette  fonction, 
remarquons  que,  si  Ton  prend  cette  intégrale  de  manière  quelle  s'annule  pour  z  —  a,  et  si  Ton 
développe  la  fonction  <•}>  suivant  les  puissances  de  2  —  a,  on  a 

.]>  (2)  =  K ,  (z  -  t/)  +  K-2  (z  -  aY-  +  ...+  K„+,  (z  -  «)"^' , 
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et  que  Tidentité 

{z  -  a)"  (z  -  i)  =  <.[>'  {z)  (z  +  i)  (z  -  6)  -  4>  (2J  [(«  -  1)  (z  +  O  +  2  (z  -  i)] 

donne,  en  développant  lea  deux  membres  suivaut  les  puissances  de  z  —  a  et   en    égalant    les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  ce  biiiome  dans  les  deux  membres, 

K,  =  0,     K.2  =  0,      ...,     K„=0, 

'^"+*        2[p  +  i{vq+l)]         2{p-^  +  inq+\r] 

Les  courbes  considérées  peuvent  done  être  représentées  par  l'équation 

_  A-  6""  [p  —  i  (vq  +  1)1  {z  —  aY+^ 

"-'  +  '^  =     2[p^-  +  {nq  +  l)\~  '  (z-bf-^iz  +  if  ' 

d'ou  Ton  déduit  deux  autres  qui  détermineut  a;  et  y  en  fonction  rationnelle  de  z. 

Nous  avons  supposé  dans  Tanalyse  qui  precede  que  n  est  un  nombre  entier.  Mais  les 
valeurs  de  x  et  ij  déteruiinées  par  cette  équation  vériíient  Téquation  (1)  quelle  que  soit  la 
valeur  de  n,  et   la  solution   obtenue   est   donc   plus   générale  que  celle  qu'on   demandait.    Si 

n  =  --,   e  et   f  étant   deux   nombres    entiers  premiers    entre  eux,    la   courbe   détinie  par  la 
e 

dernière  équation  est  aigébrique,  mais  les  coordonnées  x  et  y  ne  sont  pas  alors  des  fonctions 

T'  —~-  Cl 

rationnelles  de  z.  Cependant,  si  Ton  fait ,-  =  i*'i  ces  coordonnées  sont  des  fonctions  ration- 

z—  o 

nelles  de  t,  et  la  courbe  est  encore  unicursale.  Si  n  est  un  nouibre  irrationnel,  la  courbe  est 

transcendante. 

684.     Représentons  par  o  I?  vecteur  du  point  (x,  y).  On  a 

p^  =  (.  +  >.y)  (X  -  ly)  =  -^-^^^^—-^^ -^_^^ 

Mais,  d'an  autre  côté,  en  prenant  pour  origine   de  Taro   s  ie  point   de    la  courbe  corres- 

s 

pondant  à  2  =  0,  Téquation  (1)  donne  r=tang  — ;  et  pourtant  on  peut  dunner  à  Texpresiion 

de  [1  la  forme  suivante: 


k 


2[p2  +  („j+l)2j 


1^ 

91  2 


sni-  -;- 


-psin2^  +  (/>^  +  92;cos2^], 
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ig  +^  sin  2  -^  +  (1  4-  nq)  cos  2  -Tj-   , 


ou,  en  tenant  compte  de  Ia  relation  (8), 

k 

P  = T 

ou,  en  posant  \-\-vq  =  — p  cot  to, 

hiq  k  (2s         \ 

['  = r  +  -2  '^°^  \T  "*"  "7 ' 

ou  enfin,  en  eliangeant  l'origine  des  ares, 

„                                                                knq  k         2s 

(9)  p  = ^ ^+_-cos-^- 

2[p^-  +  {nq+iy-\' 

Cette  relation  remarquqble  a  été  déeouverte  par  Euler   (1.  c).  Les  quantités  p,   q  et  n, 
qui  y  figurent,  sont  liées  par  la  relation  (8). 

On  peut  déduire  de  cette  équation  et  de  ces  autres: 

2s 
(Zp  =  —  sin  -^  ds,     cZp-  +  p"^  cZ6^  =  ds^, 

l'équation   des  eourbes   considérées,   rapportée   aux  coordonnées  polaires.    Prenons  -^  pour 

unitó.  On  obtient  d'abord,   en  éliiuinant  s  et  ds  parmi  ces  équations,  Téquation  différentielle 
de  ces  lignes,  savoir 

rfe  =  —  P~^       4, 

fVl-(p-A)2 


oíi  Ton  a  pose,  pour  abréger. 


A  = ^ 


21^ 


2{p^-  +  {nq^\f] 
Ensuite,  en  intégrant,  on  obtient  léquation  demandée 


A^  ,        2A  /(A-1)  (1  +  A-p) 

p  —  A)  +  — ^^^=^  are  tang  K  /  ~ \-^ -. ^-  j 

'^  ^iKi-\  ^V  (A  +  1)  (1-A  +  p)   • 

(10)  e  =  -  a  + 


6  =  —  are  cos  ( 
ou 

2A 


/Ã^í^i '  ' 
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ou 


(11)  cos  a  =  f;  —  A,     cos  ;5  =  i  /.'_J 


,/(A4-l)(l- 


-A  +  p) 


2p 

^.        2A  , 

~ 7 .  -2      -T  6^''  6gal  à  iin  norabre  entier  m,  on  voit  au  moyen  des  relations 

03  =  p  (cos  ffip  cos  c<  +  sin  ;»':!  sin  a),     ?/  =  p  (sin  hí,3  cos  a  —  cos  m^  siu  a) 

et  des  formules  qui  donnent  les  développenifiits  de  cos  »í[i  et  sinwi[5  suivant  les  puissances  de 
sin  ,B  et  cos  |il,  en  tenant  compte  des  valeurs  de  sin  fi,  cos  |j,  sin  a  et  cos  a,  que  x  et  y  ont  les 
formes 

/(p)  et  F  (p)  représentant  des  fonctions  entières  de  p. 

Parmi  les  cas  particuliers  de  cette  équation,  iious  signalerons,  d'aprè3  Serret,    ceiíx  qui 
9     _  B      - 

correspondent  à  A  =  -^v'à  et  A  =  — v2,  savoir 

3p-v/3cosÔ  =  p3  +  6p-2, 
8p3cosÔ  =  p'+14p2-8p  +  l. 

685.  En  passant  maintenant  à  i'étude  de  la  deuxième  des  questions  importantes  aux- 
quelles  Serret  a  appliqué  la  doctrine  mentionnée  au  n."  G80,  nous  allons  chercher  les  fonctions 
rationnelles  de  z  qui,  étant  substituées  k  x  et  y  dans  Téquation 

( 1 2)  dx'^  +  dy^  =  {dx  +  idy)  (dx  —  idy)  =  k*  v^^^^ct^^jk  ' 

«  et  6  étant  deux  constantes  imagin;iires  conjuguées,  la  vérifient.  Cette  question  a  été  étudiée 
par  i"éininent  géoraètre  dans  le  ménioire  cite  au  n."  680,  et  dans  deux  autres  travaux  publiés 
aussi  dans  le  Journal  de  Liouville  (1845,  p.  3õl  et  421;  1846,  p.  89j. 
On  vérifie  aisément  que  les  fonctions  x  et  y  déteraiinées  par  Téquation 

,    •        1        í     (z  — «)'"{2  +  a)» 
(3)  a;  +  íí/  =  kt'<'>  /  ——, V^ — —/ — j  dz, 

ou  (I)  designe  une  constante  réelle,  sont  des  soKitions  de  Téquation  (12)  ;  il  suffit,  pour  cela, 
de  multiplier  les  expressions  de  dx-\-idy  et  dx  —  idy  que  cette  éijuation  determine.  Ces 
fonctions  satisfont  au  problème  considere,  quand  a  et  Zi  sont  deux  constantes  telles  que  cette 
intcgrale  soit  algébrique,  et  elles  en  sont  les  solutions  les  plus  simples  et  les  plus  importantes. 
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Pour  cherciier  la  condition  poiír  que  Tintégrale  qui  figure  au  second  membre  de  Téqua- 
tion  (13)  soit  algcbrique,  posons  dans  cette  équation 

ce  qui  donne 

K  représentant  une  constante.  Ou  voit  dono,  comme  au  n.°  682,  que  cette  condition  est 

Cette  équation  determine  í,  et  ensuite  la  deuxiènie  des  éqiiations  (14),  en  faisant  a=^j  +  ig', 
b  =  j}  —  iq,  determine  l'une  des  quantités  p  ou  q,  quand  on  donne  arbitrairement  Tautre. 

Toutes  les  courbes  détinies  par  Téquation  (13)  satisfont  à  Téquation  (12),  et  on  vient 
dVibtenir  celies  qui  sont  algébriques.  Si  l'on  remarque  niaintenant  que,  en  posant  dans  cette 

dernière  équation  2  =  i/«ò  tang  — w,  eile  prend  ia  forme 
(IG)  di 


2^ah      .  /,       (a  +  i)*   .   , 
*  '  ^  sin-^co 


Vi 


4c(6 


on  voit  que  les  valeurs  des  ares  des  courbes  considérées  sont  égales  aux  valeurs  des  inté- 
grales  elliptiques  de  première  espèce.  Avant  les  reclierches  de  Serret  sur  le  problème  raen- 
lionné,  la  représentation  góoniótrique   des  intégrales   elliptiques   de  première   espèce   n'avait 

cté  nbtenue  que  dans  le  cas  oíi   le  module  est  égal   à  -^"V  2  (n.°  211). 

Cette  nianière  d'exprimer  la  condition  que  n  et  &  doivent  vérifier,  a  été  indiquée  par 
Serret  dans  un  des  mémoires  mentionnés  ci-dessus  {Journal  de  Liouville,  184Õ,  )).  357). 
Liouville  en  a  donné  une  nouvelle  démonstration,  au  nioyen  de  la  série  de  Lagrange,  dans  une 
note  sur  ce  mémoire  (1.  c,  p.  456). 

086.     Supposons  en  particulier  ííj  =  ] ,  n  étant   arbitraire.    Alors  l'équation   (15)   donne 

Z  = T- ,    et   par   conséquent  la  relation  que  a  et  ò  doivent  vérifier,  pour  que  les  courbes 

représentées  par  Téquation  (13)  soient  algébriques,  est 

a^  +  h^      o«-l 


29Õ 


On  voit  ensuite,  en  procédant  comine  au  n."  fi83,  que  Téquation  des  courbes  correspon- 
clant  à  ces  valeurs  de  a  et  ò  qiii  satisfout  au  prublème  énoncé  plus  liaut,  est 

c  étaiit  détenniné  par  la  relation  Ac^nah  =  k^. 

Dans  ce  cas,  le  module  de  rintégrale  tlliptiqtie  de  première  espèce   que  cliacune  de  ces 

courbes  i'eprésente,  est  égal  à  1/  , • 

II  resulte  de  léquation  (18)  deux  autres  qui  détenuinent  les  coordounées  x  et  1/  dea  points 
de  chacune  des  courbes  qu'elle  represente,  en  fonL-tion  du  parainètre  z.  On  en  peut  aussi  de- 
duire  aisément  réquation  de  la  inême  courbe,  rnpportée  aux  coordonnées  polaires,  conime  on 
va  le  voir. 

Représentons  par  [d,  p)  les  coordonnées  polaires   du  point   (x,  rj).  L'équatlon   (18)  donne 


p2  =  {x  +  iy)  (x  -  iy)  =  c- 


(z-a){z-b)' 


En  éliminant  maintenant  z  et  dz  entre  ces  équations  et  celle-ci : 

(a  +  b){„b-z'-) 
{z—  aV{z  —  bY 

on  obtient  1'équation  diíFérentielle  des  courbes  considérées,  savoir 

p\ 

oíi 

A  =  l/—  p*  +  2c-  (2n  +  1)  f  —  ■?. 

Cette  équation  peut  être  intégrée  par  les  niétliodes  classiques,  au  mnyen  de  la  subsfitution 
p2=í.  On  trouve  ainsi  Téquation  demandée : 

(20)  e  =  ««-(H+l),=i, 

oíx 

P'-1    .     ,..„.  P'+1 


(21) 


cos  «  = 7=-  )      cos  p  = 


2p/7í  2pv/ji  +  l 
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II  resulte  de  ces  équations  une  déKnition  géoiiiétrique  remaiquable  des  ligues  eonsidérées, 
donnée  par  Serret  dans  le  dernier  mémoire  nientionnó  ci  dessus  (Journal  de  Liouvilh,  1846, 
p.  89). 

Prenons  un  triangle  OMP  dont  les  côtés  OP  et  MP  soient  respectivemeiít  égaux  à  \  n 
et  l/?í+l,  et  représeiitons  par  6  l'angle  que  OM  fait  avec  une  droite  fixe  OX,  par  (>  le 
segmeiít  OM,  par  a  Tangle  MOP  et  par  p  l'angle  OMP.  Si  le  point  O  ne  se  déplace  pas  et  le 
point  M  varie  de  manière  qu'on  ait  constamment 

e  =  na-(>i+])P, 

le  point  M  décrit  une  des  courbes  qu'on  vient  de  considérer.  On  trouve,  en  efFet,  immédiate- 
inent,  au  nioyen  d'une  formule  classique  de  Trigonométrie, 

cos  MOP  =  cos  «  =  -^^-^^ ,     cos  OMP  =  cos  p  -  -^''  '^^  • 


687.  Voici  maintenant  quelques  propriétés  des  courbes  eonsidérées,  qui  résultent  des 
formules  obtenues  au  n."  68(3. 

1."  L'aire  de  lespace  compris  entre  la  courbe  considérée  et  les  vecteuis  des  ])oints 
(O,  pp  =  /n-|-  1  +  /ji)  et  (6,  p)  est  déterminée  par  la  formule 

Po  Fo 


A        1    f    "  if.       1    /V^p3-c2(2n  +  l)p  ,         1    . 


.A 

en  observant  que  Taire  du  triangle  OMP  est  égale  à  -p,  on  voit  que  Taire  A  est  égale  à  l'aii-e 

4 
de  ee  triangle. 

2."  Le  vecteur  p  et  Tare  s  sont  lies  par  la  relatiun 


eh'-  = 


df  =  An{n+\)é^, 


laquelle  fait  voir  que  s  est  nne  fonction  elliplique  de  p.  On  peut   la  réduire   à  la  forme  nor- 
male,  en  substituant  à  p  la  variable  a  déterminée  par  la  première  des  équations  (21),  ce  qui 

donne,  en  posant  'k-  =  — — r  5 

•^  91  +  1 

da 


ds  =  c  v/ 


n- 


t/1— À^siu^a 

et  pourtant,  en  prenant  pour  origine  de  Tare  le  point  correspondant  à  a  =  0, 

,-  ('"■  da. 


s  =  c 


\/n 


t/l-/:^sin2c< 
ó 
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Ce  résultat  coincide  avec  celui  qiii  resulte  des  formules  (16)  et  (17)  et  de  la  relation 
4c^  naa  =  X*. 

3.°  L'angle  V  que  la  normale  fait  avec  le  vecteur  du  point  de  contact  peut  être  determine 
aisément  en  remarquant  que  Téquation  (21)  et  celles-ci: 

A  .    ,  A 

sin  «  = —^  ,     sin  p  = 


2cp[/n  2epV/«  +  l 

qui  en  découlent,  donnent 

sin(a  +  fi)= — =  -, -  =  8ÍnV, 

2cWn(n  +  l)       ds 

et  pourtant  a  +  |3  =  V.  En  observant  que  la  tangente  au  cercle  circonscrit  au  triangie  OMP 
fait  avec  OM  un  angle  égal  à  et  f  ,8,  on  conchit  que  la  normale  à  la  courbe  au  point  M  est 
tangente  à  ce  cercie  au  même  point,  et  que  par  conséquent  la  tangente  à  la  courbe  au 
point  M  passe  par  le  centre  dii  même  cercie. 

4."  Le  rayon  de  courbure  est  determine  j>ar  rexpression  suivante: 


2pcv/n(n+l) 
•òf-{2n  +  \)e-' 

688.  Liouville,  qui  s'est  occupé  des  courbes  de  Serret  dans  une  Note  insérée  au  tome  x, 
p.  293,  de  son  Journal,  a  remarque  que,  lorsque  n  est  une  fraction  ou  un  nombre  irration- 
nel,  les  ares  des  courbes  définies  par  Téquation  (18)  représentent  encore  rintcgrale  elliptique 
de  première  espèce. 

Ces  courbes  sont  algébviques  quand  n  est  rationnel,  et  elles  sont  transcendantes  si  n  est 
irrationnel.  L'éminent  géomètre  a  encore  donné,  dans  la  même  Note,  des  expressions  des 
coordonnées  x  et  y  qu'il  convient  de  signaler. 

Reraarquons  d'abord  que,  en  appliquant  à  Téquation  (IS)  la  transformation  des  axes  des 
coordonnées  définie  par  les  équations 

a"  =  X  cos  (O  —  Y  sin  w,     ?/  =  X  sin  o)  -|-  Y  cos  co, 
cette  équation  prend  la  forme 

(22)  X  +  ^Y^c       (^+^^_^, 

'  {z  —  b)(z  +  h)" 

En  posant  raaintenant 

cos  í^ 
a=p  +  iq,      h=p  —  iq,      z-^n  =  q~-. — '— , 

sm  tp 

VOL.    V  JIM 
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et  en  tenant  eompte  de  la  relation  p  =  q\/n,   qiii  resulte   de  Téquation  (17),    Téquation    (22) 
devient 

_    cos  (2ti  +  1 )  tp  +  i  sin  (?i  +  1 )  <p 
fos  'f  —  2  V  n  sin  »  -f-  i  sin  tp 

et  on  a  par  conséquent 

c  [cos  2ncs  —  2  Vn  sin  'f  cos  (2ji  +  1 )  cp] 


X  = 


l  —  4  V  »i  sin  '^  cos  'f  +  4íi  sin^  'f 


„         c  [sin  2jí  tp  —  2  V  n  sin  'f  sin  (2n  H-  1  ){p] 
1  —  4  vn  sin  tp  009  tp  +  4íi  sin-  tp 

II  resulte  de  ces  égalités  que,  si  n  est  un  nonibre  rationnel,  la  courbe  correspondante  est 
wiicursale. 

Les  formules  qu'on  vient  de  démontrer  ont  été  employées  par  Allégret,  dans  un  iiié- 
nioire  inséró  aux  Annales  de  VÊcjjle  Normale  Sapérieure  (1873,  p.  180),  pour  démontrer  que 
les  courhes  inverses  des  courbes  de  Serrei  correspondatit  ã  m=^  1,  par  rapporl  à  Vorigine  des 
coordonnées,  sont  des  épicycldiães . 

En  eflfet,  en  désignant  par  Xi  et  Yi  les  coordonnées  du  point  inverse  de   (X,  Y),   on  a 

^*  ^  yTXv»  ^  ^'  t'-""^  ^"í*  ~  ^  ^  ^'"^  ?  ^^^  (^'*  +  1)  f  ]' 
Y)  =  -.^     y^  =  A  [sin 2ntp  —  2  /7i  sin  tp  sin  (2?i  +  1)  í] , 

ou,   eu  posant  tango)  =  V'ft, 

Xi  = [cos  (2)ítp  —  (o)  —  sin  to  sin  2  (w  +  1)  tp], 

cos  CO  -' 

Yi  = [sin  (2wji  —  oi)  +  sin  to  cos  2  (n  +  1)  tsl. 

cos  (O         \      1         /  '  i-i 

En  faisant  maintenant  la  transformation 

X2  =  Xi  sin  jil  +  Yi  cos  p,     Y2  =  Xi  cos  [:!  —  Y|  sin  P, 

oíi  |íl  =  (n-|-l)  ío)  +  -^),  pour  rapporter   Ia  courbe   à   d'autres  axes   orthogonaux   ayant    la 
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méme  origine,  il  vient 

Xi=  —_ —    cosji  (2'f-}-to  +  ^)  +  9Íno)COs(í!+  1)  (2'^  +  co+y), 
sin?i  Í2'^-f  oj+-^)  +  einto8Ín(ji+  1)  Í2tp  +  to4-yj, 


cos  (U 


cos  O) 


ou,  en  faisant  n  (  2cp  + cu  +  -^  )  =  — tfi , 

^       r  1     ■  n+l       1 

Xj  = cos  çi  +  sm  u)  cos cpi    , 

COSO)     L  ,  71  1 

h       r  .  ,     .         .      n+1       "I 

Yí  = sin»!  +  sin  cosin tcj    . 

cos  CO    L       '  n  .1 

Or  cette  équation  represente  (n."  59õ)  une  épieycloide  engendrée  par  un  point  du  plan 
d'un  cercle  de  rayon  égal  à  ^  sen  (o  tang  co,  roulant  sur  un  autre  de  rayon  égal  à  Acosio,  la 
distance  du  point  décrivant  au  centre  du  cercle  mobile  étant  égale  à  h  tang  lu. 

G89.  Considérons  maintenant  la  courbe  correspondant  à  n  =  1.  Alors  on  a  p  =  q,  et 
Téquation  (2)  devient 


[z+p{l  +  {)] 


2 


(23)  X  +  iY  =  c—^^^^. 

ou,  en  posant  z=pV2i, 

{V2t+l  +  tf   _      t'  +  v'2f^  +  ^/2t+l  +  iv'2it^-t) 
■^+'^-''       2^PTÕ       '"  t^  +  1 

Dono 

<4+v/2í3  +  v/2í+l       ^         V'2(ii~t) 


X  =  c- 


'     Y-^^^ 


ou,  en  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  (— c,  0) 

En  comparant  ces  équations   aux   équations   de   la    lemniscate  de  Bírnoulli,   données   au 
n."  208,  on  conclut  que  la  courbe  de  Serret  correspondant  kn=l  coincide  avec  cette  lem- 
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niscíite,  et  que  l'un  des  foyers  de  cette  couibe  coincide  avec  l'origine  des  coordonnées  aux- 
quelles  Téquation  (23)  était  rappoi'tée. 

Noiís  ferons  ici  deux  remarques  sur  ce  cas  particulier  des  lignes  de  Serret.  Noiís  obser- 
verons  premièrement  que,  si  l'on  applique  à  la  lemniseate  de  BeniouUi  la  eonstruction  gene- 
rala de  ces  ligues  axposée  au  n  °  686,  le  sommet  fixe  du  triangie  employé  pour  cette  eons- 
truction coincide  avec  l'un  des  foyers  de  la  courbe.  Noiís  remarquerons  ea  second  lieu  que,  en 
appliquant  à  cette  lemniseate  la  doctrine  exposée  au  n."  688,  on  obtient  cette  propusitioii,  qui 
peut-être  n'a  pas  encore  été  remarquée  :  la  conrhe  inverse  de  la  lemniscaie  de  Bernoulli,  par 
rapport  à  un  foyer,  est  iin  limaçon  de  Pascal  (n."  601). 

En  terminant  cette  doctrine,  ajoutons  que  les  ligues  que  Téquation  (13)  represente  quand 
7?i  =  2  furent  aussi  spécialement  considérées  par  Serret  dans  son  premier  mémoire  sur  ce 
sujet.  Elles  sont  moins  simples  et  moins  interessantes  que  celles  qu'on  vient  détudier,  et  nous 
ne  nous  en  occuperons  pas  ici. 


XI. 
Cycliques  planes.  Coiirbes  de  directioií. 

090.  Le  mot  cycliques^,  dans  le  sens  plus  general,  designe  les  courbes  algébriques  qui 
passent  par  les  points  circulaires  de  Tinfini.  L'équation  de  ces  courbes  est  donc 

(1)  (x2  +  /j«cp(x,  ^)  =  '>(X,  3,), 

(f{x,  y)  et  'ji  (x",  y)  représentant  deux  fonctions  entières,  telles  que  le  degré  du  second  raembre 
soit  inférieur  à  celui  du  premier. 

Les  ligues  dont  Téquation  contient,  comme  dans  ce  cas,  des  fonctions  générales  n'entrent 
pas  dans  le  plan  de  cet  ouvrage;  cependant,  comme  Téquation  (1)  comprend celles  d'un  nombre 
considérable  de  courbes  considérées  dans  les  chapitres  précédents,  nous  allons  étudier  suc- 
cintement  deux  classes  des  lignes  qu'elle  défiiiit,  qui  offrent  plus  d'intérêt.  En  eftet,  on  a  vu 
que  les  cubiques  circulaires,  les  quarliques  bicirculaires,  le  folium  simple  (n."  316-),  double 
(n."  319)  et  triple  (n."  323),  les  conchoides  focales  des  coniques  (n."  333),  la  courbe  de 
Watt,  la  courbe  équipotentielle  de  Cayley,  les  épicycloides  et  les  hypocycloídes,  les  cassi- 
niénnes  à  n  pôles,  etc.  passent  par  les  points  circulaires  de  Tinfiui. 

691.     La  première  classe  des  cicliques  que  nous  allons  envisager,  correspond  à  Téquation 

(2)  {x'-  +  f-r^'^{x,y), 
tjj  (a;,  y)  étant  une  fonction  de  degré  inférieur  à  2h. 
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Ces  lignes,  nomiuées  courbe.s  de  piiissance  constante  et  encore  courbes  isotropiqms,  ont 
étó  considérées  par  Breton  de  Champ  et  Brassine,  en  1848,  dans  les  Notivdles  Annales  de 
Mathématiques  (p.  209  et  369),  et,  d'apiès  JMM.  Juel  et  Retali  {Initrmédiaire  des  Mathéma- 
ticiens,  (1897,  p.  141),  par  J.  Petersen,  en  18G9,  dans  le  Tidssckrift  fur  Mathema/ik  de 
Copenhague,  et  par  M.  Ruffini  dans  les  Memorie  deWAccademia  dtlle  Scienze  di  Bologna 
(série  4.*,  t.  x).  Elles  ont  été  étudiées  encore  par  M.  d'Ocagne  dans  le  Journal  de  Mathé- 
matiques spéciales  (1887,  p.  125). 

Les  propriétés  dont  ces  lignes  joiíissent,  sont  la  généralisation  de  celles  du  cercle.  Nous 
en  allons  exposer  quelques-iines. 

1."  Le  produit  des  distanees  d'nn  point  A  quelconque  du  plan  de  Ia  courbe  aux  points 
ou  elle  est  coupée  par  une  droite  passant  par  A  est  eonstant,  qnelle  que  soit  la  direction  de 
cette  droite,  si  le  point  n'est  pas  situe  sur  la  courbe. 

Nous  pouvons  supposer  que  le  po  nt  coincide  avec  Torigine  des  cooi-données,  vu  que 
l'équation  de  la  courbe  ne  cliange  pas  de  forme,  quand  on  transporte  cette  origine  à  un 
point  quelconque.  Or,  en  rapportant  Téquation  de  la  courbe  auK  coordonnées  polaires  (6,  p) 
et  en  faisant  ensuite  6  =  io,  w  étant  Tangia  de  la  droite  donnée  et  de  Taxe  des  abscisses,  on 
obtient  une  équation  du  degré  2n,  par  rapport  à  p,  tylle  que  le  })roduit  des  racines  est  égal  au 
terme  de  Téquation  (2)  indépendant  de  x  et  ?/. 

2.°  Représentons  pav  fix,  y)  la  soinnie  des  terines  du  degré  2í!  —  1  de  '^  (a-',  //).  On  a 

f{x,  y)  =  Aa;*"-'  +  Ba'-'"-'^ y  +  •  •  •  +  M?/^"-». 
La  droite  correspondant  à  Téquation 

y  =  hx  +  k 
rencontre  la  courbe  à  2n  points  determines  par  Téquation 

(1  +  h'-)"  íc^»  +  [2n  (1  +  /i-2)"-'  hk  -f(í ,  h)]  x^"  -'  +  ...  =  O, 
et  on  a  par  conséquent,  en  représentant  par  Xi,  Xi,   ...,  x-2,1  les  racines  de  cette   équation, 

2nhk       ,    /(l,  h) 


XI+X-1+.  ..  +  X~2n  ^-  ■ 


l+Zi"-'         (1+Ã-^)" 


Les  diamètres  de  la  courbe  parallèles  à  la  droite  considérée  sont  donc  determines  par  les 
équati  113  qui  résultent  de  lélimination  de  k  entre  les  pquations 

hk  f{l,h) 
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et  par  conséquent  Téquation  de  ces  diamètres  est 

2n{\+h^Y-^{hy  +  x)  =  f(\,h). 

On  voit  donc  que  les  diamètres  des   courbes  (2)  sont  perpendiculaires   aux  cordes  corres- 
pondantes. 

3."  La  condition  pour  que  ces  diamètres  passent  par  un  même  point  (a,  P),  est 

2n(l-f/í«)«-'(Ap4a)=/(l,  h), 

quelle  que  soit  Ia  valeur  de  h.  Donc,  pour  que  Ia  courbe  (2)  jouisse  de  cette  propriété,  il 
faut  qu'on  ait 

H  et  K  étant  constantes.  Aiors  on  a 

2n{a  +  [ih)  =  R  +  Kh, 
et  les  valeurs  des  coordonnées  (et,  jB)  du  point  dMnterseotion  des  diamètres  sont  celles-ci: 

H         ,       K 

"=2«'     ^  =  -2^- 

4."  La  courbe  inverse  de  la  ligne  représentée  par  Téquation  (2)  est  une  courbe  de  la 
même  nature,  si  le  centre  d'inversion  n'est  pas  situe  sur  Ia  courbe  (2). 

692.  On  a  associe,  sous  un  certain  point  de  vue,  à  Ia  théorie  des  courbes  de  puissance 
constante  celle  des  courbes  définies  par  Téquation  tangentielle 

(3)  r-(i,.,v)(tc^  +  v^)=^F^(u,v), 

ou/fí(,  v)  et  F(m,  v)  représentent  deux  fonctions  rationnelles  de  h  et  v.  Cette  classe  de 
ligues  a  été  considérée  par  Salmon  dans  son  traité  des  Courbes  planes  (trad.  de  O.  Chemin, 
p.  150),  et  ensuite  par  Laguerre  dans  les  Comples  rendus  de  1'Académie  des  Sciences  de  Paris 
(1882;  Oeuvres,  t.  ii,  p.  620)  et  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mnthématiques  (1883;  Oeuvres, 
t.  II,  p.  636  et  661).  Ce  dernier  géomètre  les  a  nomraées  courbes  de  direction.  PIus  tard, 
M.  Humbert  s'est  occupé  de  ces  raêmes  courbes  dans  trois  écrits  importants  inseres  au 
Journal  de  Liouville  (1887,  p.  327;  1888,  p.  129  et  133). 

Les  lignes  de  direction  peuvent  être  définies  géométriquement  par  Ia  propriété  suivante: 
les  disfarces  d' un  point  quelconque  de  leur  j)lan  aux  tavgentes  sont  des  fonctions  rationnelles 
des  coordonnées  du  point  de  contact.   L'identitó   de  cette   dólinition  et  de   Ia  definition    par 
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léquation  (3)  est  une  conséquence  de  Texpression  classique  de  la  distance  d"un  point  à  une 
droite.  II  i-ésulte  de  cette  môme  expression  qiiune  courbe  algébrique  définie  par  Véquation 
cartésienne  4>  (x,  i/)  =  0  est  de  direcfion  quand  t^^-  (x,  y)  +  4>y^  (íc,  y)  est  le  carré  d'une  fonction 
rationnelle  des  coordonnées  des  poinfs  de  la  courbe. 

On  dédiíit  aisément  de  la  dernière  proposition  cette  autre  :  La  courbe  inverse  d'nne  courbe 
de  direction  est  une  autre  courbe  de  direction. 

En  posant,  en  eífet, 

oa  trouve 

^'l{x,y)^-^V\{x,  y)=^^'^f^~y''N>'^(x,  y)  +  <?'^(x,  y)]. 

Si  le  centre  d'inversion  n'e3t  pas  sur  la  courbe,  la  transfonnée  de  la  courbe  <^1>  («,  y)=0 
est  une  courbe  de  paissance  constante.  Comine  la  traiistormée  de  la  tangente  à  la  courbe 
donnée  correspondant  à  Téquation  ux-{-  vy  -j-  lo  —  O  est  un  cercle  represente  par  celle-ei : 

on  voit  que  la  courbe  de  puissance  constante  et  de  direction  qu'on  obtient  de  cette  manière 
est  1'enveloppe  du  cercle  represente  par  la  dernière  équation,  w  étant  une  constante  et  u,  v 
étant  deux  paramètres  lies  par  l'équation  (3). 

693.     Soit  f(ti,  V;  iv)  =  0  i'équation  tangentielle  d'una  courbe  donnée  C  et 

ux  -{-vy-\- 10  =  O 
l"équation  de  ses  tangentes.  L'équation 

ux  -\-  vy  -\-  w  -\-  h  Vu^  4-  v2  _  Q 

represente  les  droites  parallèles  à  celles-là,  situées  à  la  distance  //;  et  par  conséquent 
l'équation  de  Ia  courbe  paraliuie  à  la  courbe  C,  sitiiée  à  la  distance  h,  est 


cp  (u,  V,  w  4"  h  Vu'^  -f'  i"')  =  O ) 

ou,  en  développant  le  premier  membre  suivant  les  puissances  de   h   et   en    représentant  par 
tp',  'f",   ...   les  dérivées  de  ^p  {u,  v,  jc)  par  rapport  à  w, 

Tl 

£4 
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ou  eniin 


[c?  +  -l/í2(»-M-t'-)'f"- 


:  h^  («2  +  V^-) 


'■f'  +  ^.y'*-(«^ +  *'*)'■?'■'  + 


Donc,  les  conrbes  parallèles  à  la  courbe  C  sont,  en  general,  des  courbes  ile  direction  d'ordre 
double  de  celie  de  C. 

Appliquoiis  cette  méthode  à  la  courbe  de  direction 

fHu,  V,  H-){ifi  +  v'')  =  Y-^{t,,  V,  ic). 

L'équation  des  conrbes  parallèles  est 


on,  en  développant  les  fonctions  /  et  F  suivant  les  puissanees  de  ?«  et  en  représentant  par 
/',  /'',   .  . . ,  F',  F",   ...  les  dérivées  de  /  et  F  par  rapport  à  v, 

1  /+/'  li  V/ÍI^T^-  +  y/"  A*  («-  +  f^)  +  .  •  •  I  (ít"  +  t;*)  =    F  +  F' h  \/u^-\-v'^ 


ou 


, 1  1 


F  +  F';í(«5+r*)2 


'    2 


F"/^2(„2a-„2j^... 


ou  enfin 


j /+  Y /"  ''■  («'  ^-  ^•')  +  ■  . .  +  [f'  h  +  ^  F"'  h^ («2  +  «2)  4. . 


(!<^  +■  l^-) 


=  i  F  +  i- F"/í«  («2  +  t;'^j  + . .  .  q;  í /■' /,  («2  +  ^2^  +  __L_ /,3  („2  +  y2^2  +  .  _ 


Donc,  Zes  courbes  parallelles  à  tine  courbe  de  direclion  correspondant  à  une  mSme  valeur 
de  h  sont  deux  courbes  algébriques  distinctes.  En  d'antres  teimes,  Venvelojipe  d'un  cercle  dont 
le  centre  parcourl  une  courbe  de  direction  est  composée  de  deux  courbes  algébriques  distinctes 
(Salmon:  1.  c). 
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694.     L'ai'c  de  la  courbe  <[>(■>',  ?/)  =  O  est  exprime  par  Tintégrale 


clone,  si  la  courbe  est  de  direction,  s  est  exprime  par  l'intégi'ale  d'une  fonetioa  rationneile 
des  coordonnées  de  la  courbe,  c'est-à-dire  par  une  in^éçjrale  ahéli^inna  rehUive  à  la  courbe. 
Aux  propriétés  de  ces  intégrales  correspondent  des  propriétés  des  courbes  considérées,  qui 
ont  été  signalées  par  M.  Humbert  dans  deux  des  écrits  mentionnés  pius  liaut.  L'illastre  géo- 
mètre  a  déiuoiitré  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Tare  d'une  courbe  algébrique 
soit  exprime  par  une  intégrale  abólienue  de  première  espèce  relative  à  la  courbe,  c'est  que 
la  courbe  soit  en  même  temps  de  direetion  et  de  puissance  constante.  Les  propriétés  des 
ares  des  courbes  qui  satisfont  à  ces  deux  conditions  offrent  un  intórêt  spécial,  comme  on  peut 
le  voir  dans  les  niémoires  mentionnés. 

Ajoutons  encore  que,  dans  le  dernier  des  mémoires  cites  plus  liaut,  JM.  Humljert  a  dé- 
montró  que  la  condition  pour  que  larc  d'une  courbe  algébrique  puisse  être  exprime  par  une 
fonction  rationneile  des  coordonnées  des  points  de  la  courbe,  c'est  que  cette  courbe  soit  de 
direetion  et  qu'elle  ne  soit  pas  coupée  orthogonalenient  par  la  normale  en  plus  d'nn  point, 
et  qu'il  a  en  même  temps  dcmontré  et  complete  deux  tliéorèmes  de  Laguerre  sur  les  déve- 
loppées  et  les  caustiques  des  courlies  de  direetion. 

695.  Les  courbes  de  direetion  de  troisièrae  classe  et  les  courbes  de  direetion  de  troisième 
ordre  ont  été  spécialement  considérées  par  Laguerre  iXouvelles  Annales,  1883;  Oeuvres,  t.  ii, 
p,  660)  et  par  M.  Humbert  (Journal  de  Liouville,  1887,  p.  .376).  Le  premier  de  ces  géo- 
mètres  a  démontré  que  la  courbe  de  direetion  de  troisième  classe  la  plus  générale  est  repré- 
sentée  par  Téquation 

<\>  [x,  y)  =  27p (x'-  +  ,/-)-2{x  +  2p,^  =  0; 

et  lautre  a  établi  que  toutes  les  cubiques  de  direetion  de  troisième  ordre   sont  représentées 
par  cette  équation  ou  par  celle-ci : 

^I*"  {x,  y)  =  x?  —  SíT^-  —  a''  =  0. 

On  vérifie  aiaément  que  ces  équations  représentent  deux  courbes   de  direetion,    car  on  a 

4>'?  C'^,  y)  +  <h';  0^,  y)  =  36  {x  +  ip  r-  (x  -  4py\ 

Tlix,y)  +  Vl{x,y)  =  9ix^+f)\ 
La  première  des  courbes  qiron  vient  de  mentionner  a  été  envisagée  déjà  au  n."  150.  Les 
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équations  polaires  des  deux  courbes  sont,  respectivement, 

2p  COS'' -^- p  =  —  1 ,     p'cos36  =  a^; 

donc  la  propriété  dont  elles  jouissent,  d'être  des  courbes  de  direction,  est  d'accord  avec  un 
théorème  énoncé  au  n."  664. 

OOO.  L'autre  classe  des  courbes  passant  par  les  points  circulaires  de  Tinfini  que  nous 
allons  considerei'  ici  est  celle  des  courhes  anaUagmatiques .  On  a  déjà  dit  (n."  82)  qu'on  designe 
sous  ce  nom  les  lignes  qui  coím-ident  avec  leurs  transfoiínées  par  rayons  vecteurs  reci- 
proques, quand  le  centre  d'inversion  est  convenableinent  clioisi,  et  que  la  thóorie  de  cette 
classe  de  lignes  a  été  étudice  par  Moutard.  Nous  en  allons  indiquer  les  propriétés  fondaraentales. 

Remarquons  d'abord  que  les  courbes  qui  ne  passent  pas  par  les  points  circulaires  de  Tinfini 
ne  peuvent  pas  être  anaUagmatiques.  En  efFet,  en  posant 

"'^   xl  +  yi  '     ^^"0?+^ 
dans  léquation 

Ui  +  Mi_4  +...+  ?<)  +  «o  =  O, 

oii  tíf),  U{,  ...,  «I  désignent  des  fonctions  entières  de  x  et  y  respectivement  du  degré 
O,  1,  2,  .  .  .,  i,  on  reconnait  que  le  degré  de  Téquation  qu'on  obtient  est  supérieur  à  i,  si  m, 
n'est  pas  divisible  par  x^  +  y-.  Supposons  donc  qu'ou  ait 

(x2  +  7f-y^  cp  {x,  y)  +  íí i_í  + . . .  +  lí,  +  "o  =  ^. 

■u{x,  y)  étant  une  fonction  entière  du  degré  a.  Alors,  en  appliqiiant  à  cette  éqnation  la  trans- 
íoruiation  par  rayons  vecteurs  reciproques  et  en  supposant  que  le  centre  d'inversion  ne  soit  pas 
sur  la  courbe.  on  obtient  une  aulre  du  degré  2n  +  2a;  et  pourtant,  pour  que  la  courbe  soit 
anallagmatique,  il  faut  encore  qu'on  ait  a  =  0.  Si  le  centre  d'iiiversion  est  un  point  de  la  courbe 
et  si  e  est  Tordre  de  ce  point,  c'est  une  condition  nécessaire  pour  que  la  courbe  soit  anal- 
lagmatique qu"on  ait  «  =  e. 

097.  Soient  A,  B,  C,  D  quatre  points  d'une  courbe  anallagmalique  et  P  le  centre  de 
transformation.  On  a,  par  détinition, 

PA.PB  =  PD.PC  =  7ií^; 

et  par  consóqtient  la  circonférence  passant  par  les  points  A,  B  et  C  doit  passer  aussi  par  D. 
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Cette  circonférenee  tend  vers  une  autre  (C),  tangente  à  la  coiirbe  donnée  aux  points  D  et  C, 
quand  la  droite  AB  tend  vers  DC.  Mais,  si  Fon  represente  par  F  le  point  de  contact  de  Ia 
circonférenee  variabie  avec  la  tangente  menée  dii  point  P,  on  a,  quelle  que  soit  la  position 
de  cette  circonférenee,  PF^  =  PA.PB,  et  par  conséquent  PF^  =  ))í-.  Dono  ia  circonférenee  (C) 
coupe  perpendiculairement  la  circonférenee  de  rayon  ííí  ayant  le  centre  aii  point  P.  On  a  donc 
le  théorèrae  suivant: 

Toute  courbe  anallagmatique  est.  1'envehppe  d'une  circonférenee  hitan<jente,  iJont  le  centre 
décrit  une  courbe  déterminée,  et  qui  coupe  orthogonalement  la  circonférenee  de  rayon  égal  au 
module  de  la  transformation,  ai/nnt  le  centre  au  centre  d'inversion. 

La  droite  passa7it  par  les  deux  points  de  contact  de  chaqiie  cercle  bitangent  passe  par  le 
centre  d'inversion. 

Lie  lieu  décrit  par  le  centre  dii  cercle  mobile  a  été  appelé  par  Jloutard  la  deferente  de 
la  courbe  anallagmatique  envisagée.  Le  cercle  fixe  est  appelé  cercle  directeur. 

698.     Nous  allons  niaintenant  démontrer  la  proposition  reciproque   de  celle  qu'on  vient 
d'établir,  et  chercher  Téquation  généraie  des  courbes  anallagmatiques. 
Supposons  que 

/(.T,^)  =  0,     X2  +  Y-^  =  ,«2 

soient  les  équations  d'une  courbe  et  d'une  circonférenee  données  et  que 

{X-xf+(Y-yf  =  R^ 

soit  Téquation  d'une  autre  circonférenee  (O)  ayant  le  centre  snr  Ia  courbe  donnée  et  coupant 
orthogonalement  Ia  première  circonférenee.  On  a,  en  vertu  de  cette  dernière  eondition, 

(3)  x^  +  y^-^Yi^^^^m^ 

et  par  conséquent  on  peut  mettre  Tóquation  de  (C)  sous  Ia  forme 

X«  +  Y^  -  2  (a;X  +  í/Y)  +  m*  =  0. 

L'équation  de  Tenveloppe  de  cette  circonférenee,  quand  fo;,  y)  pareourt  la  courbe  donnée, 
resulte  de  l'élimination  de  £c  et  y  entre  Téquation  de  cette  courbe,  celle  de  (C)  et  celle-ci: 

oy  ox 

Gr  ces  dernières  équations  peuvent  être  mises  sous  Ia  forme 

X  Y 

^'"x«  +  Y2  +  m^"^^^X2  +  Y-'  +  nÍ2=^' 

X  a/  Y        .¥_o. 


X2  +  Y«  +  «i«    õy       X2-t-Y2+m«    ôx 
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Poiutanl  Téquation  de  la  courbe  anallagmatique  eiigendrée  par  (C)  a  la  forme 

„/       X  y 


\X^  +  Y^'  +  m^'      X^+Y^  +  m^-. 


=  0. 


Ajoutons  que  toutes  les  courbes  représentées  par  une  équation  de  cette  forme  sont  anal- 
lagraatiques.  En  efFet,  en  rapportaiit  ces  courbes  aux  coordonnées  polaires,  on  trouve 

et  ensuite,  en  posant  ppi  =  ?)i'^,  il  vient 

/  pi  cose         pi  sin  6  \      Q  . 

\p2+n)2'      -p^  +  mV         ' 

or  ces  deux  équations  représeutent  la  même  ligue. 

699.  Les  foyers  ordinaires  cFune  courbe  anallagmatique  coincident  avec  les  points  de 
la  deferente  qui  sont  les  centres  des  cercles  bitangents  de  rayon  nul.  Or,  Téquation  (3j  fait 
voir  que  les  coordonnées  de  c,  s  points  vérifient  Téquation 

x^  -\-  2/'  =  »>'. 

Pourtant  ces  foyers  coincident  avec  leu  points  <V intersection  de  la  deferente  avec  le  cercle 
directeur. 

"OO.  Par  un  point  quelconque  (x,  y)  de  la  deferente  raenons  une  tangente  à  cette  courbe 
et  abaissons  de  Torigine  des  coordonnées  une  perpendiculaire  sur  cette  droite.  Les  coordonnées 
du  point  d'intersection  de  ces  droites  sont  déterminées  par  les  équations 

Y-y  =  y'{X-x\     Yy  +  X  =  0, 

et  le  lieu  de  (X,  Y)  est  la  podaire  da  la  deferente  par  rapport  à  Torigiiie.  En  posant 
X=ocos6,  Y  =  rjsin6,  (6,  p)  étant  les  coordonnées  polaires  du  point  (X,  Y),  on  obtient  les 
équations 

p  sin  b  —  y  —  y'  (p  cos  6  —  ac),     y  sin  6  +  cos  6  =  0, 

et,  en  éliminant  a;,  y  et  y  entre  ces  équations  et  celle  de  la  deferente,  on  trouve  ensuite 
Téquation  polaire  de  cette  podaire. 
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Si  raaintenant  on  prend  sur  la  droite  passant  par  Torigine  des  coordonnées  et  par  le  point 
(X,  Y),  à  partir  de  rorigine,  deux  segmeiits  pi  determines  par  Téquation 

laquelle  donne 

Pi  +  m- 
P  = zr ' 

on  obtient  denx  points  M  et  M'  d'iine  courbe  dunt  réquation  poiaire  resulte  de  Télimination 
de  a?,  7/  et  ?/'  entre  iéquation  de  ia  deferente  et  ces  autres: 

pj  +  ?)r— 2pi(£ccosÔ  +  ?/sinÔ)  =  0,     y  sinô  +  cos  6  =  0,     -J- +  ^ij  =  0. 

L'équation  cartésienne  de  la  mênie  ligne  resulte  de  l'élimination  de  x,  y  et  y'  entre 
1'équation  de  la  deferente  et  celles-ci: 

X'  +  Y2  +  '«^-2(a;X-t-yY)  =  0,     yY  +  X=0,     ^-\--9-y'  =  0. 

Donc  Ia  ligne  qu'on  vient  d'obtenir  coiíiL-ide  avec  la  courbe  anallagniatique  considérée  au 
n.»  698. 

li  resulte  de  ce  qu'on  vient  d'exposer  une  nianière  facile  de  construire  les  eourbes  anal- 
lagmatiques,  quand  on  donne  la  deferente.  Cette  méthode  avait  été  déjà  employée  aux  n.'"*  'J3 
et  268  pour  construire  les  courbes  anallagmatiques  dii  second  et  du  troisième  ordre, 

Les  vecteurs  des  deux  points  qui  eorrespondent  à  chaque  point  de  la  deferente  vérifient 
la  condition  OM.OM'  =  í>í^,  et  ces  points  sont  par  conséquent  inverses  Tun  de  Tautre. 

On  voit  aisément,  corame  au  n."  94,  que  la  tangente  à  la  deferente  au  point  {x,  y)  est 
perpendiculaire  à  MM'  en  le  milieu  de  ce  segment.  Donc,  le  lieu  des  points  qni  divisent  en 
deux  par  lies  égcães  les  cordes  comprises  entre  deux  points  inverses  coincide  avec  la  podaire  de 
la  deferente. 


CHAPITRE  XII. 

SDR  LES  CYCLIQUES  SPHÉRIQDES. 


Lii  courbo  do  A'iviani. 

701.  En  1692,  Viviani,  élève  de  Galilée,  a  proposé  aux  géomètres  le  problème  suivant: 
construire  sur  un  dome  hémispliérique  qttatre  fenêtres  /-gales,  ielles  que  le  restant  de  la  surface 
du  dome  soit  ahsolument  quarrable. 

Ce  problème  est  indetermine,  et  on  en  a  donné  plusieiírs  solutions.  II  a  été  résolii  dans 
la  même  année  ou  il  a  été  proposé  par  Leibniz  {Opera,  1768,  t.  iii,  p.  267)  et  Jacques  Ber- 
noulli  {Opera,  t.  i,  p.  512),  dans  les  Acta  eruditorum;  par  Wallis  {Opera,  t.  Ii,  p.  478),  dans 
une  lettre  adressée  à  G.  Bridgman  et  pubiiée  dans  son  Álgebra,  et,  d'après  une  lettre  de 
L"Hospital  à  Iliiygens  {Oeuvres  de  Huygens,  t.  x,  p.  346j,  par  le  premier  de  ces  géomètres, 
qui  en  a  communiqué  trois  solutions  à  lauteur  de  la  qiiestion. 

La  soiution  de  Viviani  a  été  pubiiée  par  ce  géomètre  dans  un  opuscule  intitule:  Forma- 
zione  e  misura  di  tutti  i  cieli,  con  la  structura  e  quadratura  esatta  d'un  novo  cielo  ammirahile 
(Firenze,  1692),  et  elle  coincide  avec  une  des  solutions  données  par  Jacques  Bernoulli.  L'un 
et  Tautre  ont  employé,  pour  resoudre  le  problème,  la  ligne  qui  resulte  de  Tincersection  de 
la  sphère  avec  un  cylindre  de  révolution  passant  par  le  centre  de  la  sphère  et  tangent  à 
cette  surface.  Par  ce  luotif  on  designe  cette  ligne  sous  le  nom  de  coiiròe  de  Viviani.  Mais 
il  est  à  remarquer  que,  bien  d'années  avant,  elle  avait  été  considérée  par  Roberval  dans 
son  Trailé  des  indivisilles  {Mémoires  de  rAcadémie  des  Scieiíces  de  Paris,  t.  v,  p.  29o),  et 
par  Laloubère  dans  sa  Veterum  Geometria  proiiiota.  La  même  courbe  appartient  à  la  classe 
des  lignes  cyclo-cylindriques  employées  jiar  Descartes  pour  resoudre  un  [iroblème  qu'on  verra 
plus  loin. 

Ni  Viviani  ni  Bernoulli  n'ont  indique  la  démonstration  de  la  soiution  qu'on  vient  de 
mentionner.  Cette  démonstration  a  été  donnée  par  Guido-Grandi  en  1699  dans  un  opuscule 
intitule:  Geométrica  divinatio  Vivanearum  problematum.  On  en  a  rencontré  aussi  une  démons- 
tration dans  une  pièee  trouvée  parmi  les  papiers  dlíuygens,    laquelle   a  été  pubiiée  dans  le 


312 


tome  X,  page  336,  des  Oetivres  de  ce  grand  géomètre.  Cette  pièee  contient  encore  quelques 
propriétés  de  la  coiirbe  employée  pour  résoudre  le  problème. 

Ajoutons  encore  que  P.  Tannery  croit  probable  qtie  Ia  eourbe  de  Viviani  coincide  avec 
une  ligne  nonimée  2'n>'Mloxtis  de  Menelaiis,  dont  on  trouve  une  vague  indication  dans  les  Col- 
leclions  de  Pappus  {BulUtin  dvs  Sciences  mathématiqnes ,  1883,  p.  290),  et  qu'elle  appartient 
à  une  classe  de  courbes  considérées  par  Eudoxe,  et  nommées  liipjjopeães,  lesquelles  seront 
étudiées  bienlôt. 

Ajoutons  entin  que  le  problème  de  la  détermination  d';:ne  aire  sphérique  exactenient 
quarrable  avait  étó  di'j;i  résolu,  dans  Tantiquité,  par  Pappus,  au  moyen  d'une  eourbe  qui  será 
étudiée  plus  loin  sous  le  noni  de  spirale  de  Pappus,  comme  Ta  fait  reraarquer  Hermann  dans 
les  Commt.  Acad.  Petrop.,  t.  i,  p.  210. 

"02.  Pi-enons  (Jiij.  164)  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  O  de  la  sphcre,  pour 
axe  des  x  la  tangente  au  point  O  à  la  base  OBQ  du  eylindre,  pour  axe  des  y  la  droite 
passant  par  le  point  O  et  par  le  point  B  ou  la  sphère  est  tangente  au  eylindre  et  pour  axe 
des  2  la  génératrice  du  eylindre  passant  par  O.  Les  óquations  de  la  eourbe  de  Viviani  sont 

(1)  x^  +  f-^z^-^-n^      x-^-^if-ay^O, 

a  représentant  le  rayon  de  la  sphère. 

On  peut  déduire  de  ces  équations  Téquation  en  coordonnées  sphériques  de  la  mêrae 
eourbe.  En  représentant  par  O  Tangle  que  le  vecteur  d'un  point  quelconque  de  la  eourbe  fait 
avec  le  plan  XY  et  par  a  Tangle  que  la  projection  de  ce  vecteur  sur  ce  plan  fait  avec  OY, 
on  a  d'abord 

a;  =  a  sin 'f  cos  6,     ?/ =  n  cos '^  cos  6,     z  =  aú\\f), 

et  enauite  la  deuxième   des  équations  (1)   donne  6  =  'i.  Donc,    en  tout  point  ã'une  eourbe  de 
Viviani,  la  longitude  est  égale  à  la  latitude  (Jacques  Bernoulli:  1.  c). 

On  déduit  des  formules  precedentes  les  expressions  suivantes  des  coordonnées  x,  y  et  z: 

a;  =  asin  s  eostp,     7/  =  acos-'p,     z  =  a  sines; 
et  en  posant  ensuite  i&.x\^-^o=^t,  on  obtient  ces  autres: 

Donc,  la  courhe  de  Viviani  est  une  une  ligne  unicursale  du  quatrieme  ordre. 
En  éliminant  x,  y  et  z  entre  ces  équations  et  celle-ci : 

Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0, 
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on  obtient  une  autre  dont  il  resulte  que   les  valeurs    que  t  prenci  aux  quatre  points   d'inter- 
section  de  ce  plan  avec  la  courbe  vérifient  la  conditi  )n 

t{t-2tzti,^  —  1 . 

On  voit  au  moyen  de  cette  relation  que  le  plan  osculateur  de  la  courbe  considérée,  au 
point  dont  la  longitude  est  égale  à  f,  coupe  cette  ligne  à  un  point  dont  la  longitude  cpi  est 
donnée  par  Téquation 

tang  -^  =  —  cot'*  -~- ' 


La  courbe  de  Viviani  a  la  forme  d'uu  huit  décrit  sur  la  surface  de  la  splière.  Elle  est 
symétrique  par  rapport  aux  plans  YZ  et  XY,  elle  a  un  point  double  à  B,  et  elle  est  tangente 
au  plan  XZ  en  deux  jioints,  situes  sur  Taxe  des  z,  qui  en  sont  les  soinmets. 

703.  Voyons  niaintenant  comme  on  peut  résoudre  le  problcme  de  Viviani  au  raoyen  de 
la  courbe  qu'on  vient  de  definir. 

Coupons  la  sphére  par  deux  cylindres  égaux  ayant  pour  bases  les  cercles  OBQ  et  OAN 

de  rayon  égal  k  ^a,  situées  sur  le  plan  d"un  même  grand 

cercle  de  la  sphère  et  tangentes  à  ce  dernier  cercle  aux 
point  A  et  B  de  la  droite  AOB,  et  cherchons  Taire  S  de 
la  partie  d'un  des  hémisphères  separes  par  le  cercle  ACBD 
qui  se  projette  sur  ANOQBCA. 

En  représentant  par  A  la  figure  OQBCO,  on  a  d 


a=2„//^ 


A 


Fig.  164 


ou,  en  substituant  aux  variables  x  et  y  les  variables   p  et  s  liées   h.  x  et  ^  par  les  équations 

X  =-■  [j  sin  'f ,  y  =  p  cos  (p, 

pc?p  do 


S  =  2a 


Va-  — p- 


En  observant  maintenant  que  léquation  de  Tare  OQB  est  p  =  rtcos'f  et  que  Téquation  de 
Tare  BC  est  ^  =  a,  et  en  tenant  compte  de  Tégalité 


J 


«      píp 
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on  trouve 


2a  r  '  í7cp  Ç 


S=2a  j       í7cf  I     ~JÉL^  =  2a\ 
^  a  cos  (p 


l/a^-ps 


En  supposant  que  Ia  base  du  dome  liémisphérique  considere  par  Viviani  est  située  sur  le 
plan  YZ  et  que  )e  sommet  est  le  point  C,  on  voit  que,  si  ce  dome  a  quatre  fenêtres  dont  les 
contours  se  projettent  sur  les  demi-cereles  BQO  et  ANO,  Faire  de  la  partie  du  dome  comprise 
entre  ce  sommet  et  ces  fenêtres  est  éarale  à  4a^. 


ogc 


704.  La  partie  de  la  surface  du  cylindre  qui  figure  dans  la  définition  de  la  courbe  de 
Viviani,  comprise  entre  le  plan  XY  et  la  surface  de  la  sphère,  est  aussi  absoluinent  quarrable. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  rajjpelons  d'abord  le  tliéorème  suivant,  dú  à  Roberval 
et  démontré  au  n.*  436: 

Si  Von  dévcloppe  le  cylindre  qui  contienf.  la  coitrhe  de  Viviani  sur  un  plan,  cette  courbe  se 
transforme  dans  une  sinusóide,  représentée  par  Véquation 

1  =a  sm  —  • 
a 

L'aire  de  la  partie  de  ce  cylindre  comprise  entre  la  courbe  de  Viviani  et  le  plan  XY  est 
égale  à  laire  de  lespace  compris  entre  Tare  de  cette  sinusóide  correspondant  aux  valeurs 
que  X  prend  entre  X  =  O  et  X  =  ax  et  la  corde.  Cette  aire  est  dunc  égale  à  2a^  (Roberval,  1.  c). 

"05.  Cherclions  maintenant  les  équations  de  la  projection  de  la  courbe  de  Viviani  sur 
le  plan  qui  passe  par  les  sommets  et  qui  fait  un  angle  cu  avec  le  plan  XZ. 

En  rapportant  la  courbe  à  trois  nouveaux  axes  des  coordonnées  OXi,  OYi  et  OZi,  pas- 
sant  par  le  centre  O  de  la  sphère,  tels  que  OZi  coincide  avec  OZ,  que  OXi  coincide  avec 
l'intersection  du  plan  donné  avec  le  plan  XY  et  que  OYi  soit  perpendiculaire  au  plan  XiZi, 
les  équations  de  cette  courbe  prennent  la  forme 

a;|  +  ?/^ -f  s^  =  a-,     «^  +  2/}  —  «(a?i  sino)  +  ?/i  cos  ai)  =0. 

L'équation  de  la  projection  de  la  même  courbe  sur  le  plan  XiZi  est  donc 

o-  cos-  O)  (a,^  +  sp  +  («^  —  z^^  —  axi  sin  w)^  =  a^  cos*  to, 

ou,  en  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  (a  sin  oj,  0), 

(z|  -f  axi  sin  to)"  =  rt*  cos-  co  (z^  —  xp. 
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Pourtant  les  projections  de  la  courLe  sur  les  pluns  jmssant  par  les  sommets  sont  ães  besa- 
ces  (n."  282). 

En  posant  dans  réquation  precedente  ou  =  O  et  «=-9-?    «"  voit   que    la  frojection   de  la 

courbe  de  Vivianí  sur  le  plan  XZ  est  un  huit  (n.°  287),  et  que  la  irrojection  de  la  même  courbe 
sw-  le  plan  YZ  est  une  parabole.  De  la  première  proposition  il  resulte  que  les  tangentes  à  la 
courbe  de  Viviani  au  point  double  sont  perpendiculaires  Tune  à  Tautre. 

On  voit  de  même  que  les  projections  de  la  courbe  de  Viviani  sur  les  plans  passant  par  le 
centre  de  la  sphère  et  par  le  point  double  de  la  courbe  sont  représentóes  par  Téquation 

(2^1  sin-  O)  —  zl  cos  2(0  +  «"^  cos-  (u  —  «^2)-  =  3|  (a'^  —  yl  —  z\)  sin-  2co, 

O)  représentant  maintenant  Tangle  que  le  plan  considere  fait  avec  le  plan  XY,  ou,  en  trans- 
portant  Torigine  au  point  double, 

(yl  sin'2  (O  —  ay-i  cos  2tu  —  s|  cos  2ci))-  -f-  z\  (?/|  +  z|  +  2«?/2)  sin-  2o)  =  O, 
(2I  +  y\  sin^  CO  —  ay-i  cos  2co)*  =  —  4«3|  y-i  cos-  (o. 


ou 


et  enfin 


z-2  =  —  cos  CO  V—  ay-2  +  sin  co  V  —  y\  —  ay-2 . 


Donc,  les  projections  de  la  courhe  de  Viviani  sur  les  plans  passant  par  le  centre  de  la 
sphère  et  par  le  point  douUc  sont  des  par  aboles  virtuelles  (n."  282),  quand  co  est  différent  de  O 

et  de  -^  ■ 

Li 

Ces  propositions  m'ont  óté  communiquées  par  M.  Gabriel  Marie ;  elles  sont  démontrées 
géométriquement  dans  la  4."  édition  (sous  presse)  de  ses  excellents  Exercices  de  Géométrie 
descriptive. 

706.  Avant  de  continuer  Tétude  de  la  courbe  de  Viviani,  nous  alluns  rappeler  quelques 
notions  de  Géométrie  générale  dont  nous  ferons  ensuite  plusieurs  applications. 

Rappelons  d'abord  qu'on  appelle  projection  stéréograjihique  d'iine  courbe  spliérique  sur  un 
plan  passant  par  le  centre  la  perspective  de  cette  courbe,  vue  d'un  point  d'intersection  de  la 
sphère  avec  la  perpendiculaire  au  plan  considere,  menée  par  le  centre  de  la  sphère.  Rap- 
pelons ensuite  que  la  transformation  par  rayons  vecfeurs  reciproques  dans  Tespace  est  définie 
par  les  équations 

k^xt  k^yi  r-zi 

^'^  "==^+WT^'   ^^^f+^FR'  '-^+^F7í' 

ou  rri=k-.  II  en  resulte  que  la  transformation  stéréographique  est  une  transformation  par 
rayons   vecteurs  reciproques    partieulière.   En  effet,  si  Ton  prend  un  point   P   de    la  sphère 
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pour  centre  d'ÍQversion  et  pour  origine  des  coordonnées  et  la  droite  passant  par  P  et  par  le 
centre  O  de  la  sphère  pour  axe  des  x,  et  si  Ton  pose  k^aV2,  Téquation  de  la  sphère,  savoir 

(x-af  +  f-  +  z'-  =  a'-, 

se  transforme  dans  Téquation  X{  =  a,  qui  represente  un  plan  (P),  perpendiculaire  à  la 
droite  OP  au  centre  O  de  la  sphère;  et  le  pointMi,  eorrespondant  à  un  point  quelconque  M 
dti  la  sphère,  coincide  avec  lintersection  de  ee  plan  avec  la  droite  PM. 

Rappelons  enfin  quelques  propriétós  de  la  transfurraation  stéréographiqne  dont  nous  ferons 
application. 

1."  Dans  cette  transformation,  à  un  cercle  sitiii  ,<■?»•  la  í^phh-e  correspond  un  autre  situe 
sur  le  plan  (P),  si  le  cercle  ne  passe  pas  par  le  centre  d^inversion,  ou  une  droite,  si  le  cercle 
passe  par  ce  point.  Aitx  grands  cercles  passant  pTO-  le  centre  d'inversion  cerrespondenl  les 
droites  piassant  par  le  centre  de  la  sphère. 

La  partie  de  cette  proposition  qui  se  rapporte  aux  cercles  passant  par  le  centre  d'inver- 
sion  est  géométriqueiuent  evidente.  La  première  partie  de  la  même  proposition  est  une  con- 
séquence  immédiate  de  cette  autre  :  la  surface  inverse  d'une  sphère  qui  ne  passe  pas  par  le 
centre  d'inversion  est  une  autre  sphère.  On  obtient  imuiédiateuient  cette  dernière  proposition 
en  appliquant  les  formules  (2)  à  Téquation  de  la  sphère  rapportée  au  centre  d'inversion. 

2."  Voici  une  autre  propriété  importante  de  la  transformation  envisagée. 

Représentons  par  M  et  Mi  deux  points  correspondants  de  deux  courbes  inverses,  par  MT 
et  MTj  leurs  tangentes  aux  points  M  et  Mj,  par  s  et  si  les  ares  des  mêmes  courbes,  et  par  P 
le  centre  d'inversion. 

On  a 

_,,.-,       X     dx    ,     y     d)/    ,     z      dz        dr 

cos  TMP  = i~  +  —  --T-~\ 5^  =  -^' 

r      as         r      as         r      cls        as 

ou,  en  tenant  compte  des  relations 

dr  = ,y  dri ,       ds  =  -—  dsi, 

qui  résultent  de  Téquation  rri  =  k^  et  de  la  relation  ds- =  dr- -{- r^  dÔ-, 

cos  TM  P  =  -  -~  =  -  cos  TjMiP, 
dsi 

et  par  conséqueut  TMP  =  TiMiPi. 

Remarquons  maintenant  que  les  droites  MT  et  MiTi  sont  situées  siir  un  même  plan,  vu 
que  ces  droites  sont  tangentes  au  cone  ayant  pour  sommet  le  point  P  et  passant  par  les 
courbes  eonsidérées  en  deux  points  de  la  même  génératrice. 

Cela  pose,  considérons  une  autre  courbe  passant  par  M,  et  désignons  par  MT'  et  MjTj 
les  tangentes  à  cette  ligne  et  à  la  courbe  inverse  aux  points  M  et  Mi.   Les  trièdres  MPTT 
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et  MiPT)Ti  sont  égaux,  ear  ils  ont  un  dièdre  égal  compris  entre  deux  angles  plans  respecti- 
vement  égaux;  et  par  conséquent  Tangle  TMT'  est  éga!  à  Tangle  TiMiTi'. 

Donc  Vangle  de  deux  courles  sphértques  et  1'angle  de  leurs  (ransfonnées  par  inversion 
sont  égaux, 

4."  Si  A  et  B  sont  deux  pjints  d'une  courbe  sphérique,  si  Ai  et  Bi  aont  les  points  cor- 
respondants  de  la  transforraée,  et  si  P  est  le  ?entre  d'inversion,  on  a 

,„.  Afí         PA  k^ 


Al  Bi        PBi        PBi.PAi 


5."  Tout  point  de  la  surface  d'une  sphère  est  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  nul,  et  le 
point  coirespondant  da  plan  (P)  est  le  centre  d'un  autre  cercle  de  rayon  nul  correspondaiit 
à  celui-là.  Si  le  premier  cercle  est  Ijitangent  à  une  courbe  sphérique,  son  centre  est  un  foyer 
de  cette  courbe  et  le  point  correspondant  est  un  foyer  de  la  transformée. 

Si  le  centre  d'inversion  coincide  avec  un  foyer  de  la  courbe  sphérique,  le  foyer  corres- 
pondant de  la  transformée  est  à  TinHiii. 

"07.  Cela  poié,  cherchons  la  transformée  stéréographique  de  la  courbe  de  Viviaui 
repréaentée  par  les  équations  (1),  quand  on  prend  pour  centre  d  inversion  le  point  B,  ayant 
pour  coordonnées  (O,  a,  0),  et  quand  on  donne  au  module  la  valeur  av2. 

En  transportant  pour  cela  Torigine  des  coordonnées  au  centre  d'inversion,  les  équations 
de  Ia  courbe  de  Viviani  prennent  la  forme 

x''  +  f  +  z^-  +  2ay^0,     x'-  +  f  +  ay  =  0, 

et  en  appliquant  à  ees  équations  la  transformation  définie  par  les  équations  (2),  et  en  faisant 
k  =  aV2,  on  obtient  les  équations  de  Ia  transformée  de  la  raême  courbe,  savoir: 

y^  =  —  a,     2í(  {x]  +  y\)  +  y,  {x\  ■^y\  +  A)  =  0. 

En  éliminant  ?/i  entre  ces  équations,  on  obtient  celle-ci  : 

z\  —  .Tf  =  a^, 

d'ou  il  resulte  que  la  j}rojectio7i  stéréograpliique  de  la  courbe  de  Viviani  sur  le  plan  XZ  esf 
Vhyperhole  équilatere  représentée  par  cette  équation,  quand  le  centre  ã'inversion  est  le  point 
double  B  de  la,  lorcmihre  courbe. 

On  voit  de  même  que  la  projection  stéréographique  de  la  courbe  de  Viviani  sur  le  plan  XZ 
est  la  lemniscate  de  Bernoulli  représentée  par  Véquation 

si  le  centre  d'inversioii  est  le  point  A  diamétralement  opposé  au  point  double  de  la  courbe. 
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La  courbe  sptérique  qui  correspond  dans  !a  transformation  stéróograpliique  à  la  lemnis- 
cate  de  Bernoulli  a  été  Tobjet  d'une  qiiestion  proposée  par  D'Arrest  dans  les  Nouvelles 
Annales  (1855,  p.  401).  Cette  question  a  été  résolue,  dans  le  même  recueil  (18Õ6,  p.  53), 
par  Delaire,  qui  a  remarque  Tidentité  de  la  ligne  sphériqiie  consideres  avec  la  courbe  de 
Viviani. 

On  obtient  aussi  aisément  Téquation  de  la  projection  stéréographique  de  la  courbe  de 
Viviani  sur  le  plan  XY,  le  centre  d'inversion  étant  un  des  soramets  de  la  courbe. 

En  transportant  1'origine  des  coordonnées  au  point  (O,  O,  a)  et  en  appliquant  ensuite  les 
cquations  (2),  ou  nous  poserons  k  =  a^2,  on  trouve  les  équations 

s,  =  —  a,     2a  ix]  +  y\)  -  ij,  [x]  +  2/?  +  2?)  =  O, 

d'ou  il  resulte,  en  élimiiiant  z, , 

(3)  y,  (x?  +  fO  -  2a  {x\  +  y])  +  ahj,  =  0. 

0'est  réquation  de  la  courbe  cherchée.  En  transportant  Torigine  des  coordonnées  au 
point  B,  oii  x\  =0,  ?/i  =  a,  elle  prend  la  forme 

3/,(y?  +  «!)+a(y?-a;-?)  =  0. 

Donc,  la  projection  stéréographique  de  la  courbe  de  Viviani  sur  le  plan  XY  est  la  strophoide 
représentée  par  cette  équation,  qitand  on  prend  un  sommet  de  la  première  courhe  pour  centre 
dMnversion  (Aubry :  Journal  de  Mathématiqnes  spéciales,  1895,  p.  268). 

En  se  basant  sur  les  théorèmes  qu'on  vient  de  déniontrer,  on  peut  déduire  de  quelques- 
unes  des  propriétós  de  l'hyperbole,  de  ia  stroplioide  et  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  des 
propriétés  correspondantes  de  la  courbe  de  Viviani.  Mentionnons  celles-ci : 

1."  La  courbe  de  Viviani  possède  deux  foyers  réels,  qui  correspondent  aux  foyers  réeis 
des  courbes  precedentes. 

2."  La  tangente  eu  un  point  quelconque  de  la  courbe  de  Viviani  est  la  bissectrice  de 
Tangle  des  cercies  passant  respectivenient  par  ce  point,  par  le  centre  d'inversion  et  par 
chacun  des  foyers. 

3."  Les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  de  Viviani  aux  foyers  et  au  point  A 
sont  liées  par  une  relation  linéaire  homogène. 

708.  La  projection  centrale  de  la  courbe  de  Viviani  sur  le  plan  XZ,  le  centre  se  trou- 
vant  sur  la  droite  passant  par  le  point  double  et  par  le  centre  de  la  sphère,  a  été  envisagée 
par  M.  Gabriel  Marie.  On  obtient  aisément  Téquation  de  cette  projection. 

Représentons  par  d  la  distance  du  centre  de  la  splière  au  centre  de  projection.  Les 
équations  d'une  droite  quelconque  passant  par  ce  point  sont 

x='h{y  —  d},     z  =  l{y-d), 
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et  la  condition  pour  que  cette  droite  coupe  la  coiirbe  de  Viviani  est 

(aA2  +  a  -  dl^f  =  a  {ah-  -f  al^  +  et  -  2dP). 

En  éliminant  h  et  l  entre  ces  trois  équations,  on  troiive  celleci: 

[ax2  +  a  iij  -  df  -  f?z2]2  =  a  {y  —  d)-  [im^  +  a  {y  -  d)"-  +  az^  —  2dz^], 

qui  represente  le  cone  ayant  pour  sommet  le  centre  de  projection  et  pour  directrice  la  courbe 
de  Viviani. 

En  posant  dans  cette  équation  y  =  0,  on  obtient  l'équ,Uion  de  la  projection  considérée, 
savoir 

(ax^  -  dz^f  =  a-  d*  (s^  -  «-). 
En  posant  d  =  a  et  d  =  —  a,  on  retrouve  deux  propositions  démontrées  au  n."  707. 

"09.  Considérons  un  des  sommets  P  de  la  courbe  de  Viviani,  et  désignons  par  S  une 
splière  de  rayon  «i,  concentrique  à  eelle  ou  est  tracée  cette  courbe.  Menons  par  le  centre  O 
des  sphères  une  droite  qui  coupe  la  courbe  à  un  point  quelconque  A,  et  désignons  par  A' 
l'un  des  points  ou  elle  coupe  la  sphère  S.  Les  droites  passant  respectivement  par  P  et  par 
chacun  des  points  A  et  A'  déterminent  sur  le  plan  XY  deux  points  A|  et  Ai'.  Le  premier 
de  ces  points  dócrit,  quand  A  parcourt  la  courbe  de  Viviani,  une  strophoíde  droite  (n."  707); 
nous  allons  chercher  Téquation  du  lieu  décrit  par  Tautre. 

Les  coordonnées  sphériques  des  points  A  et  A'  sont 

(asintpcosô,     «  cos '^  cos  6,     asinÔ),     (aj  sin -f  cosÔ,  ,  «i  cos  s  cos  6,     «isinÔ). 
Pourtant  les  équations  de  la  droite  OA  sont 

Y  X         _       Z-g 

a  cos  tp  cos  6      asintpcosô       «(sinÔ  —  1) 

et  les  coordonnées  du  point  Ai  ont  par  suite  les  valeurs 


-.         a  cos  '^  cos  d  a  sin 

1  =  ; ; — ;, !        X  =  — ; 


O  cos  d 


1  —  sin  6  1  —  sin  6 

La  distance  p  du  point  (X,  Y)  au  point  O  est  donc  déterminée  par  Téquation 

a  cos  6 
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De  même,  Ia  distance  du  point  Ai  aii  centre  O  est  expriraée  par  réquation 

«1  cos  Ô 


Donc 


Mais 


Poiírtant 


'  a  —  ai  sin  (/ 

pi        a\  (1  —  sin  6) 
p        a  {a  —  a,  sin  6^ 

sinô  =  — Vn — ^• 
p-  +  O' 

pi  2a;  a 

y  =  ai(«2_p2)  +  «(a2  4-p2)" 

Comme  le  lieu  de  Ai  est  la  stroplioide  représentée  par  l'équation  (B),  et  l'équation  polaire 
dl'  cette  ligne  est 

'       cos  6 
il  vient 

aai  coso' 


pp 


a-{-  a\  sin  6' 


Cest  l'équation  du  iieu  de  A/. 

La  courbe  correspondant  à  cette  équation  a  été  envisagée  par  Poncelet,  seus  le  nom  de 
capricorne,  dans  les  Applications  cVÂnalyse  et  de  Géométrie.  Cette  relation  entre  cette  ligne  et 
la  courbe  de  Viviani  a  été  obtenue  par  ]\I.  Cappello  dans  le  Giornale  di  Matematiche  (1908, 
p.  213). 


II. 
Les  courbcs  cyclo-ej iiiidríqucs.  Les  cassiiiiemios  sphóriques. 

710.     La  courbe  de  Viviani  est  un  eas  particuHer   de    la  ligne  définie   par  les  équations 

(1)  x'-  +  y''+z'  =  a\     {y^hf^-x^-^h^ 

hupielle   represente   le  lieu  des  points   de  la  surface  d'un  cylindre  de  révohition  équidistants 
d"un  point   de  cette  surface.    Cette  ligne   a  été   nonimée  courhe  cydo-cylindrique ;  la  courbe 
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de  Viviani  correspond  au  cas  oh  a  =  2b.  II  est  évitlent  quo  la  courbe  cyc-lo-cylindrique  est 
syraétrique  par  rapport  aux  plans  YZ  et  XY,  et  qu'elle  est  composée  de  deiix  ovales  quand 
a>2&,  et  qu'elle  se  rédiíit  à  un  ovale  lorsque  a<2b. 

L'équation  de  la  courbe,  rapportée  aux  coordonnées  spliériques,  est 

a  cos  6=  2b  cos  'f, 

Ô  et  'f  ayant  ia  même  signification  que  dans  le  cas  de  la  courl^e  de  Viviani  (n."  702). 

711.  Eu  trausportant  i'origine  des  coordounées  au  point  ou  Taxe  du  cylindre  coupe  le 
plan  XY,  les  équations  de  la  courbe  prennent  la  forme 

x^-  +  z^-  +  (?/  +  br-  =  a^-,     x'-^7/  =  bK 

En  désignant  maintenant  par  t  Tangle  que  la  projection  sur  le  ])lan  XY  de  la  droite 
passaut  par  la  nouveile  oi'igiiie  des  coordonnées  et  par  le  point  (a;,  i/,  z)  de  la  coui-be  fait  avec 
Taxe  des  ?/,  on  vfiit  que  la  courbe  peut  être  encore  représeutée  par  les  équations 

x=bs\nt,     y  =  b  cos t,     z  =  1  /  cê  —  4i^  cos-  —  t . 

II  en  resulte  que  Ia  transfonnée  de  la  courbe  cyclo-cylindrique  qu'on  obtient  en  dévelop- 
pant  le  cylindre  sur  un  plan,  peut  être  représentée  par  les  équations 

X  =  bt,     Y"^  ==  a2  -  4^2  cos2  4"  t, 
ou 

Y2  =  a«-4è2cos-2  45-- 

2b         , 

On  en  conclut  que  Taire  du  seginent  du  cylindre  compris  entre  la  courbe  cyclo-cylindrique 
considérée  et  le  plan  XY  est  déterminée  par  Tégaiité 


/■''"    /         46^  X 

A  =  2«j     \/l-^^eos-^^..K, 


o 
et  que,  par  conséquent,  ce  segment  est  absolunient  quarrable  quand  a  =  2b,  comme  on  a  déjà 
vu  (n.°  704),  et  que  son  aire  dépend  d'une  intégrale  elliptique  de  deuxième  espèce  dans  les 
autres  cas. 

"12.     II  resulte  d'un  passage  d'une  lettre  adressée  par  Descartes  à  Mersenne  en  octobre 

VOL.    V  PP 
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1629  (Otmvres  de  Des^cartes,  t.  r,  p.  2õ)  que  ce  grand  géoraètre  a  eraployé  les  courbes  cyclo- 
cylindriques  pour  diviser  le  cercle  en  27  parties  égales.  On  ne  connaít  pas  Ia  luétliode  suivie 
par  Descartes  pour  cela,  mais,  d'après  Lucas  (Nouvelles  Annales,  1876,  p.  8),  il  a  employé 
probablement  la  construction  qui  suit. 

Prenons  un  cylindre  droit  de  base  oirculaire,  et  désignoiís  par  O  le  centre  de  cette  base, 
par  b  la  grandeur  du  rayon,  et  par  A,  B  et  C  trois  poinfs  de  la  circonférence  de  la  luême 
base,  tels  que  Fangle  BOA  soit  égal  à  un  angle  donné  a  et  Tangle  COA  soit  égal  à  Tangle 
suppléraentaii'e  de  celui-là.  Envisageons  ensuite  une  sphère  de  i-ayon  égal  à  2&  ayant  le  centre 
au  point  B.  K!n  prenant  pour  axe  des  x  la  droite  OA,  pour  axe  de  z  Taxe  du  cylindre  et 
pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  au  plan  ZOX  issue  du  point  O,  cette  sphère  est  représentée 
par  réquation 

{x  —  h  cos  a)-  ^(y  —  h  sin  uf  +  s-  =  4i^, 

et  elle  determine,  par  son  intersection  avec  le  cylindre,  une  courbe  de  Viviani  définie  par 
cette  équation  et  par  celle  du  cylindre.  Signalons  ensuite  sur  la  génératrice  du  cylindre  pas- 
sant  par  C  un  point  D  dont  la  distance  au  plan  XY  soit  égale  à  a  cos  a.  La  sphère  ayant 
ce  point  pour  centre  et  passant  par  le  point  de  la  base  du  cylindre  diainétralenient  opposé 
au  point  C  determine,  par  son  intersection  avec  le  cylindre,  une  couibe  cyclo-cylindrique 
représentée  par  Téquation  x'^-\-ij-  =  h^  et.  par  cette  autre: 

{x~\-h  cos  Gc)-  -|-  (í/  —  i>  sin  c()-  +  (z  —  J  cos  a)^  =  4J*  +  b-  cos-  a. 

Or,  on  voit  au  moyen  des  équations  des  deux  sphères  que  les  points  d'intersection  des 
deux  lignes  mentionnées  sont  situées  sur  un  plan;  le  nombre  de  ees  points  est  par  conséquent 
égal  à  quatre.  On  vérifie  aisément  que  les  eoordonnées  de  ces  points  sont 

a;  =  ocos  a,     y  =  —  i  sin  a,     z  =  2&cosc!, 

,          a+2/i-7t                 ,    .     a  +  2A'-  „,  a  +  ^kr. 

x=  o  cos ^5 ,      ?/  =  o  sin ^r ,     z  =  Jo  cos  - 


3 

oii  A-  =  0,  1,  2.  • 

La  projeetion  du  point  correspondant  à  A=0  sur  le  plan  de  la  base   du  cylindre  est  un 

point  F  ayant  pour  eoordonnées    (icos-,   òsin-„-j,  et  par  conséquent  la  droite  OF  divise 

Tangle  AOB  en  trois  parties  égales.  On  vient  donc  de  faire  la  trisection  de  Tangle  a  au 
moyen  de  deux  courbes  cyclo-eylindriques.  Pour  diviser  la  circonférence  de  la  base  du 
cylindre  en  27  parties  égales,  il  suffit  de  diviser  Tangle  de  40"  en  trois  parties  égales. 

"13.     Changeons  duns  les  équations  (1)  y  en  y  —  a,  pour  transporter  Torigine  des  eoor- 
données au  point  (O,  —a,  0).  Les  équations  de  la  courbe  prennent  Ia  forme 

a.-2  -[-  (7/  -  ay  +  -^  =  n\      {'/-a-  bf-  4-  «2  _  j2_ 
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En  appliquant  iiiaintenant  à  ces  équations  la  transforination  par  rayons  vecteurs  reci- 
proques (n.°  706),  en  prenant  poiír  centre  de  transforraation  la  nouvelle  origine  des  coordon- 
nées  et  en  donnant  au  module  la  valeur  a\/ '2,  on  obtient  deux  équations  qui  donuent,  en 
éliminant  y\, 

(a  +  26)  {x\  +  ?;p2  =  ^a^  {z\  -  «f )  -  « *  («  -"  2è) . 

On  a  donc  (n."  176)  le  théorème  suivant,  qui  n'a  pas  encore  peiít  être  été  remarque: 
Uovale  de  Cassini  represente  par  cette   éqtiation  est  une  projection  stéréographique    de  hi 
cotirhe  cyclo-cylindrique  considérée. 

L'équation  bipolaire  de  cet  ovale  est 


2a''-b 


'■"■^=26^ 


et  la  distance  des  nôles  au  ct-iitre  est  c<^;de  à  \/  —r-, — ; " 

\     '2.0  -\-  a 

En  posant  l>  =  ^  ,  Tõvaltí  de  Cassini  se  réduit  à  !a  lemniscate  de  Bernoulli,  et  on  i^etrouve 

un  théorème  énoncé  au  n."  708. 

De  même,  si  l'un  prend  pour  centre  de  transformation  le  point  (O,  a,  0),  diamétralement 
opposé  dans  la  sphère  à  celui  qu'on  vient  de  considérer,  on  obtient  Téquation 

{2b  -  «)  (x]  +  2p2  =  2a3  (a;-^  _  z])  +  «''(«  +  26), 

qui  represente  aussi  un  ovale  de  Cassini. 

Quand  26  =  a,  cette  équation  se  réduit  à  celle  d'une  hyperbole  équilatère,  ce  qui  est 
d'accord  avec  un  théorème  énoncé  au  n."  708. 

En  se  basant  sur  Tun  des  tliéorèmes  qu'on  vient  de  démontrer,  et  en  tenant  compte  des 
propriétés  de  la  transformation  stéréographique,  on  peut  déduire  de  quelques-unes  des  pro- 
priétés  de  la  courbe  de  Cassini  des  |)ropriétés  correspotidantes  des  courbes  cyclo-cylindriques. 
Signaluns  celles-ei  : 

1.°  La  courhe  considérée  piosíiede  quatre  foyevs  réels,  dont  deux  sont  sur  le  plan  ZY  et  les 
deux  autres  sur  le  plan  XY  (n."^  ISO  et  706). 

Le  proãuit  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courhe  auxfoyers  situes  sur  le  plan  ZY 
est  dans  un  rapport  constant  avec  le  carrê  de  la  distance  du  même  point  au  p>oint  de  Vaxe  des 
y  ou  y  =  —  a  (n."  706,  4.").  Les  foyers  situes  sur  le  plan  XY  et  le  point  de  Vaxe  des  y  ou 
y  =  a  jouissent  d'une  propriété  analogue  quand  26]>rt. 

2."  On  peut  construire  sur  la  sphere,  et  d'une  infinité  de  manières,  deux  couples  de  pôles 
tels  que  le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  aux  pôles  d'un  couple  soit 
dans  un  rapport  constant  avec  celui  des  distances  du  même  p>oint  aux  pôles  de  1'autre. 

II  resulte  de  cette  dernière  proposition  que  les  courbes  cyclo-cylindriques  appartiennent 
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à  la  classe  des  lignes  sphériqiies  définies  par  l'équation 

n  n  =  kRi  R2, 

oíi  )-i  et  r-z  représentent  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  deux  pôles  situes 
sur  la  spliére,  Hi  et  R-2  les  distanoes  du  même  point  à  denx  aiitres,  et  k  une  constante.  Ces 
lignes  ont  été  étudiées,  sous  le  nom  de  cassituejines  sphériques,  par  Laguerre  en  1868  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  phílomathique  (Oeuvres,  t.  Ii,  p.  46);  et  elles  sont  comprises  entre  les 
courbes  sphériques  définies  par  Téquation 


ri  r> .  .  . ?■„  =  Jilli  R-i.  .  . R 


"') 


ri,  r-2,  .  . .,  r,|  et  Ri,  R2,  . . .,  R„,  représentant  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 
à  deux  séries  de  pôles  fixes  arbitraires  situes  sur  la  surface  de  la  sphère,  courbes  qui  ont 
été  étudiées  d'une  manière  approfondie  par  M.  Darboux  dans  Touvrage  Sto-  une  classe  remar- 
qiiàble  de  courbes  etc.  (1873,  p  28).  Parmi  ces  dernières  courbes  sont  encore  comprises, 
coniuie  M.  Darboux  Ta  fait  remarquer,  les  ligues  sphériques  considérées  par  W.  Roberts  en 
1845  dans  le  Journal  de  Líouville  (p.  254). 


III. 
LMiippopí^de  d"Eu(loxc. 


714.  Uhippopede  est  une  ligne  considérée  dans  Tantiquité  par  Eudoxe  de  Cnido,  dis- 
ciple  de  Platou.  Eudoxe  est  Tauteur  du  plus  ancien  systèrae  astronomique  coniui,  et,  dans  ce 
système,  les  liippopèdes  jouent  un  role  fondamental,  comuie  Ta  fait  voir  Sebiapparelli,  qui 
Ta  i'econstitué  dnns  Touvi-age  intitule:  Le  sfere  omocenfriche  dl  Endosso,  di  Callipo  e  di  Aris- 
tolele,  paru  en  1875.  D"après  Tillustre  astronome  miianais,  Thippopède  est  la  courbe  qui 
resulte  de  Tintersection  d'un  cylindre  de  révolution  avec  une  splière  tangente.  La  courbe  de 
Viviani  est  pourtant  une  luppopède  particulière,  correspondant  au  cas  ou  le  i'ayon  de  la  spbère 
est  double  de  celui  de  la  base  du  cylindre. 

En  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  O  de  la  sphère,  pour  axe  des  y  la 
droite  qui  passe  par  O  et  par  le  poiut  de  contact  du  cylindre  avec  la  sphère,  pour  axe  des  2 
la  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  issue  du  point  O,  et  pour  axe  des  x  la  perpendi- 
culaire  au  plan  ZY  uieuée  par  ce  ]ioint,  les  équations  de  Ihippopède  sont 


:  a^,     a:^  +  [y  -  hf  =  («  -  hf. 
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a  étant  le  rayon  de  la  sphère  et  h  la  distance  du  centre  à  Taxe  du  cylindre.  On  peut  supposer 
J  >  O  et  a>6. 

La  forme  de  rhippopède  est  semblable  à  celle  de  la  courbe  de  Viviani.  Elle  a  la  forme 
d'un  huit  décrit  sur  la  siirface  de  la  sphère.  Les  plus  XY  et  ZY  sont  deiix  plana  de  symé- 
trie  de  Ia  courbe,  et  le  point  doiible  coincide  avec  le  point  de  contact  de  la  sphère  avec  le 
cylindre.  Les  deux  sommets  de  la  courbe  ont  pour  coordonnées  (O,  a  — 26,  0).  A  cause  de 
sa  forme,  la  courbe  a  été  nommée  par  Schiapparelli  lemniscafe  sphérique. 

715.  En  employant  une  analyse  semblable  à  celle  dont  on  a  fait  usage  dans  le  cas  de 
la  courbe  de  Viviani,  on  obtient  les  propriétés  suivantes  de  rhippopède: 

1.°  La  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  YZ  est  la  parabole  représentée  par  Téquatiou 

et  la  projection  de  la  mêrae  courbe  sur  le  plan  XZ  est  représentée  par  Téquation 

qui  est  celle  d'une  parabole  virtuelle  considérée  au  n."  287. 

2.°  La  projection  stéréographique  de  la  courbe,  rapportée  au  centre  d'inversion  (O,  —a,  0), 
est  représentée  par  Téquation 

i  («5 + sV =«-(«- ^)  •s' -«- ^«^ 

qui  est  celle  de  la  spirique  de  Perseus  étudiée  au  n.°  108  sous  le  nom  de  lemniscate  hyperho- 
lique. 

La  projection  stéréographique  de  rhippopède,  rapportée  au  centre  d'inversion  (O,  a,  0), 
est  riiyperbole  définie  par  léquation 

(a-h)z^-bx^-  =  ab^. 

Donc  les  hippopèdes  popscdent  de iix  foyers  réels,  et  les  distances  à  ees  points  et  au  point 
(O,  a.  O)  sont  liées  par  une  relation  liné;iire  honiogène. 

716.  La  valeur  A  de  Tnire  cylindiique  comprise  entre  Thippopède  et  le  plan  XY  peut 
être  calculée  par  la  formule 

ds 


k  =  2j\a?-x^-y^.~dy, 


%—a 


ou  s  represente  la  longiieur  des  ares    de   la  eirconférence  de  la  base  du  cylindre.    En  rem- 
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ds 
plaçant  x  et  -t—  par  les  valeiírs  données  par  l"équation  clu  cylindre  et  par  celle-ci: 

ds2       (a  -  hf 


011  obtient  enfin  le  résultat 
A 


•2b— a 


dy'^  X 

^2b{a-y) 


■b)--[y-bf 


^dy  =  8(a  —  h)  \/h  {a  —  b). 


1 


Eu  faisant  b  =  ^a,  on  retrouve  le  tliéorèine  de  Koberval  démontré  au  n."  704.  Le  théo- 

rèiae  general  qii'oii  vient  d'obtenir,    a  étó  indiíjiié  par  Jloiitucla  daiis    VJlinfoire  des   Mathé- 
maliques  (t.  Ill,  p.  lOlj. 


IV, 


LVllipsc  spliíruiiio.  Los  coiirbcs  de  W.  Roberts. 


717.     Soient  A  et  B  (Jiij.  16õJ  deiix  points  fixes  situes  sur   la  circonfcrence  dun  grand 

cercle  d'une  sphère  et  M  un  point  qui  se  dcplace 
sur  la  raéme  surface  de  manière  qu'on  ait,  en 
toutes  les|^positions  qu'il  prend, 


(1) 


MA  +  MB  =  2c, 


Fiy.  165 


2Cjreprésentant  un  are  de  DABD  constant,  supé- 
rieur  à  Tare  BA,  et  MA  et  MB  étant  des  ares 
dei  deux^grands  cercles  de  la  même  sphère.  Le 
lieu  déerit  par  M  est  un  oviíle,  symétrique  par 
rapport  au  plan  du  grand  cercle  qui  passe  par  A 
et  B  et  au  plan  du  grand  cercle  GPD  perpen- 
diculaire  à  celui-là  au  milieu  de  Tare  AB,  et  cet 
ovale  coupe  Tare  DA  à  un  point  L  tel  que 


DL  =  :^(AL  +  BL)  =  c, 

Li 


et  Tare  DG  à  un  point  P  tel  que  PA  =  PB  =  c, 
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Pour  déterminer  Téquation  d.-  In.  ligne  qii'on  vieiít  de  definir,  prenons  pour  plan  XZ  le 
plan  du  grand  cercle  qui  passe  p.u-  les  points  fixes  A  et  B,  pour  plan  YZ  le  plan  du  grand 
cercle  DPG,  et  pour  plan  XY  le  plan  perpendiculaire  à  OD  au  centre  O  de  la  sphère,  et 
désignons  par  -^  la  longitude  ADC  et  pir  O  la  colatitude  DM  du  point  M. 

En  appliquant  le  théorèine  fondam^ntal  de  la  Tiigonométrie  sphérique,  et  en  représen- 
tant  par  d  l'are  AD,  on  a 

cos  MA  =  cos  Ç  L-dS  (/  -'r  sin  6  sin  d  cos  rp, 

cos  MB  =  cos  Ô  cos  d,  —  sin  6  sin  d  cos  cp  ; 
par  conséquent 

MB -MA        MB  +  MA        1  ..^  ,        ,..,  .     ., 

cos -^ cos =  -5-  (cos  MB  +  cos  MA)  =  cos  a  cos  a, 

.    MB- MA    .    MB+MA        1  ^      .,.  ,,„^       ■    a   •     7 

sin sni y =  ;r  (cos  MA  —  cos  J\1B)  =  sni  O  sin  d  cos  •:(. 

II  resulte  de  ces  équations  et  de  la  relation  [V)  cette  autre : 

cos^  6  cos^  d     ,    sin'^  6  siu^  d  cos-  -i       ^ 


(2)  ^ + 


cos-c  Sin- c 

qui  est  réquation,  en  coordonnées  sjiliériques ,  du  lieu  décrit  par  IM. 

II  convient  de  donner  à  Féquation  (2)  une  autre  foriue  oii  figure  Tare  DP,    que  nous   dósi- 
gnerons  par  b,  au  lieu  de  la  constante  d. 

L'équation  precedente  donne  d'abord,  en  posant  'f  = -^   et  6  =  i, 

cos^ftcos^cí 


et  ensuite,  en  éliminant  d  au  luoyen  de  cette  relation, 
(3)  sin^Ô 


sin^  c         sin"^  h 

L'une  des  équations  de  la  courb^,  en  coordonnées  cartésiennes,  est  celle  de  la  spliére  ; 
Tautre  resulte  de  Téquation  precedente,  en  posant  x  =  a  sin  6  cos  »,  ?/ =  «  sin  6  sin 'f ,  «  repré- 
sentant  le  rayon  de  Ia  splière,  et  elle  est  donc  celle-ci: 

(4)  -V  +  -^;-  =  «'- 

On  voit  donc  que  la  ligne  comidérée  resulte  de  V inter section  de  la  sphère  avec  le  cylindre 
de  base  elliptique  repréttnté  par  cet*e  équation. 
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La  ligue  détiuie  par  Téquation  (1)  et  la  ligne  symétrique  de  celle-là  par  rapport  au  plan  XY 
sont  de\ix  branches  de  la  eourbe  algébrique  dii  quatrième  ordre  qui  resulte  de  rintersection 
de  la  sphère  par  le  cylindre  qii'on  vient  de  considérer.  Oii  appelle  cette  eourbe  ellipse  sj)hé- 
rique.  Le  point  D,  le  point  diamétraleiueiit  opposó,  et  les  points  oii  les  axes  OX  et  OY  coupent 
la  sphère  en  sont  les  centres. 

Les  projections  de  Tellipse  spliérique  sur  les  plans  XZ  et  \'Z  sont  une  ellipse  et  une 
hiiperliole  représentées  par  les  équations 


Co) 
(6) 


sin-  b 


1 


1 


tang^  b       tang-  c 

'      1  1 

tang*  c      tang'^  b 


n     I        ti  »>  0  7 

X'  -\-  z'  =  (I-  COS- O, 

1/-  -\-  z-  =  a^  cos^  c. 


"18.  //ellipse  sphérique  esl  l' inter section  de  la  sphère  avec  ttn  cone  dii  second  ordre  dont 
le  sommct  est  au  centre  de  la  sphire  et  dont  les  axes  passent  par  les  centres  de  Vellipse. 

En  efFet,  les  équations  de  la  droite  qui  passe  par  le  point  li  de  la  c-ourbe  et  j);ir  le  centre 
de  la  spliòre  sont 

X         y         z    ' 
et,  en  éliminant  a;,  3/  et  z  entre  ces  équations^  celle  de  la  sphère, 

a^  +  f  +  z^  =  cL^, 


et  Téquation  (4),  on  obtient  celle-ci: 


X2 


Y2 


tang^  c        tang-  b 


z^ 


qui  represente  un  cone  droit  de  base  elliptique. 

L'intersection   de   ce  cone  avec   le  plan    tangent  à  la  sjjlière  au  puint  D  est  déterminée 
par  les  équations 

X-2  Y2 


Z  =  a. 


tang"^  c        tang*  6 


On  peut  ajouter  que  tout  eône  du  second  ordre  ayant  le  sommet  au  centre  de  la  sphère 

determine  par  son  intersection  avec  la  surface  de  cette  sphère  une  ellipse  sphérique,  vu  que 

nous  pouvons  couper  le  cone  par  un   plan  tangent   à  la  sphère  qui  donne  dans   le  cone  une 
section  elliptique. 


«19.     II  convient   de  remarquer   ici  que  Ia  eourbe  décrite  par  le  point   M   de   la   sphère 


luand 
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MB -MA 


nVst  pas  (listincte  de  Tellipse  sphérique. 

En  efFet,  en  désignant  par  B'  le  point  de  la  splière  diamétralement  opposé  aii.'point  B,  on  a 


MB+MA=r-MB  +  MA: 


:2(-|—    C 


720.  La  projection  stóréograpliique  de,  Tellipse  sphérique,  rapportée  au  centre  d'iiiversion 
(O,  —a,  0),  petit  être  déterminée  aisément  en  appliquant  la  niéthode  exposée  au  ii.°  706  à 
la  sphère  et  au  oylindre  represente  par  Téquation  (4),  en  transportant  d^abord  Torigiiie  des 
coordonnées  au  centre  d'invei'&i(in.  On  voit  ainsi  que  cette  projection  est  identique  à  la 
qttartique  bicircnlaire  représentée  par  Téquation 


(x^  +  f-f^Aa^- 


1 


1 


r  cos-  b  1 

+  4a-  tang-  6         ^   ^, ^^r 

Vzsm^b       sin-6 


003^6 


sin^  b 

cos-  b  L  tang'^  c      tang^  b  '    2  sin-  b  __ 

32+ «1  =  0. 


II  est  évident  que  cette  quartique  est  coraposée  de  deux  ovales  égaux.  La  forme  et  la 
disposition  de  ces  ovales  a  été  lobjet  d'une  Note  de  Cayley,  insérée  en  1863  au  Philoso- 
■phical  Magazine  {Mathcmatical  Puiiem,  t.  V,  p.  106). 

En  appliquant  la  doctrine  exposée  au  n."  205,  on  voit  qu'un  des  lieux  des  eercles  bitan- 
gents  à  cette  quartique  est  represente  par  Téquation 


o>    7        •       í> 

cos-  o  sin-  c 
sin'*  c  —  sin-ò 


x--\-  z-  cos- 6  =  a-. 


et  que  le  grand  cercle  BDA  de  la  sphère  est  le  cercie  directeur  correspondant. 

Lt^s  foyers  de  la  courbe  coincident  (u."  261)  avec  les  points  qui  résultentde  Tintersection 
de  cette  conique  et  de  ce  cercle,  et  par  conséquent  les  valeurs  que  z  prend  à  ces  points  sont 
déterminées  par  Téquatiuii 


:-l-, 


:.-os  b 


;  a  cos  d. 


Les  foyers  de  Tellipse  sphérique  coincident  (n.°  706)  avec  ceux  de  la  quartique  consi- 
dérée,  et  nous  pouvons  par  conséquent  énoncer  le  théorème  suivant: 

Les  qiudre  foyers  réels  de  Vellipse  sphérique  coincident  avec  les  points  A  e<  B  (fig.  lOS) 
et  les  points  diamétralement  opposés. 

VOL.    V  QQ 
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Signalons  encore  une  propriété  des  foyers  de  Tellipse  sphérique.  Représentons  par  K  le 
point  (non  marque  dans  la  figure)  oíi  le  grand  eercie  BM  coupe  le  cercle  perpendiculaire  à 
la  droite  BB'  menó  par  le  sonimet  L.  IJarc  du  grand  cercle  MA  compris  entre  le  point  M 
de  la  cottrbe  et  le  foyer  A  est  égal  à  Vare  du  grand  cercle  pasnant  par  les  foyers  B  et  B' 
compris  entre  le  point  M  et  le  point  K. 

Cette  proposition  resulte  de  Tégalitó  (J)  et  de  celles-ci : 

MK  =  BK  -  BM  =  B  L  -  BM,      B  L  =  2DL  =  2c. 

Mentionnons  enfin  les  proprictés  focales  suivantes  de  Tellipse  sphérique,  analogues  à  des 
propriétós  bien  connues  de  l'ellipse  plane : 

1 ."  Le  grand  cercle  tangent  à  iin  point  de  VelUpse  sphérique  fait  des  angles  égaux  avec  les 
devx  grands  cercles  qui  passent  piar  ce  point  et  par  hs  foyers  (Magnus:  Annales  de  Gergonne, 
t.  XVI,  1825-182(),  p.  33;. 

2.°  Le  lieu  des  positions  que  prennent  les  points  d'intersection  d'un  grand  cercle  tangent  à 
Vellipse  sphérique  à  un  point  M  et  du  grand  cercle  mené  par  tm  foyer  perpendiculairement  à 
celui-là,  est  une  elllpse  sphérique  (Gudermann:  Journal  de  Crelle,  t.  VI,  1830,  p.  244). 

3."  Le  produit  des  sinus  des  ares  perpendicidaires  á  un  grand  cercle  tangent  à  Vellipse  à 
un  point  M,  haissés  des  foyers  A  et  B,  est  constanf,  qiielle  que  soit  la  position  de  M  (Vannson  : 
Nouvelles  Annales,  1859,  p.  14). 

"21.  Laire  A  de  la  paitie  de  la  surface  sphérique  limitée  par  Tellipse  peut  être  cal- 
culée  au  uioyen  de  la  formule  Lien  connue 


cZA  =  a^siuÔrfÔc/'^, 


laquelle  donne 


A  =  «2   r''  ácp  r    siii  6  df)  =  <fi  l  ""  (1  —  cos  6)  d-^, 


ou  Ton  doit  remplacer  cos  6  par  la  valeur  suivante,  déterminée  par  Tóquation  (3); 

1 


cos  6  =  cos  I 


On  a  donc 


A  =  a^  (2-  — 4  cose 


1    1     tang-c 

1  H ^TT  tang''  9 

taTig^ò        "    ^ 

1  4 ^-^j-  tang^  'f 


1  H ^r  tang*  -f 

tang-è        "   ^ 

L  sin-  o        °    '  _J 


*?  ) 
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et,  en  posant 

tanarc 

on  trouve  ensuite 

z 

■  tange  j      r    _  tang-^c-tang-^6   ^^^        /    _cos^b-cosU  ^.^,     .. 

{  L  tangue  .  V  cos^ò  1 

Mais  les  côtés  h,  c  et  fZ  dii  triangle  PDA  sont  lies  par  la  lelation  cosJ  cosíi  =  cos  c,  d'ou 

il  resulte 

cos-  b  —  cos-  c 

sin"-'  a  = 5-; : 

cos- o 

et,  en  représentant  par  e  Texcentricité  de  Tellipse  considérée  au  n."  718,  on  a 

„       tang'  c  —  tang^  b 
tang-  c 
Donc 

oL         ,  tange   r^  d'\>  1 

A  =  aM2x-4cosc ^    l      1 (  ■ 

j  tangcj       (1  — e'-sin2']j)i/l  — sin^íísin^tl) 


(I 


Uaire  A  dépend  donc  d'une  intégrale  elliptiqua  de  troisihne.  espece, 

Ce  résultat  a  été  obtenu  par  Gudermann  dans  le  Journal  de  Crelle  (t.  xiv,  1835,  p.  217). 
La  démonstration  qu'on  en  vient  de  donner  a  été  exposée  par  Bootli,  en  1844,  dans  le 
Philosophical  Magazine  et  plus  tard  dans  Toiívrage  intitule:  A  Treatise  on  somme  neto  geoine- 
trical  methods  (t.  11,  1877,  p.  13). 

722.  Pour  obtenir  Texpressiop  de  la  longueur  des  ares  de  Tellipse  sphérique,  mettons 
Téquation  de  la  projection  de  eette  courbe  sur  le  plan  XY  sous  la  forme 

a;  =  A  cos  (O,     ?/  =  Bsinii),  A  =  asinc,     B  =  asin6. 

Alors  léqiiation  de  la  sphère  prend  la  forme 

z  =  [/a-  —  (A-  cos-  oj  +  B-  sin-  03), 


et  on  a  par  suite 


,  A--=(a^'-B-^)         , 

ás2     fdxy-    fd^y-    fdzY    ^/'^BHa^-Á^-r''^'" 


I       j     "~     j       _.  -DJ  

dur        V  doi  J     '    V  dw  J         \  dw  1  _       a.-  —  B-  „ 


Posons  maintenant 

A       /V-i-B' 
tang  ']>  =  g-  y  ^— Ã^  tang  co. 

*  (Fl.   Q<i) 
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II  vient 


eh 


B2      /  a^ 


cl<\> 


aí(A2_B2) 


[^~I>^-B^^'"'^ 


,       A^-B2    .  ,, 

1 ^^ — &m-'!^ 


.    .   tanff  b 
=  a  sin  6 ° — 


di> 


tang-  c 


1  /  1 r-5 9in2  '], 

V  sin-  c 


Mais 


Donc 


ds  =  a  siii  6 


tang-c  —  tang-i      sin' c  —  sm-h 
siíi'^  c  cos-  6 


tang-  c 


taiiffi 


tang  c      (1  _  eí  siii^  <}))  /l  —  e-  cos-  6  sin^  ']> 


Cette  fonuule,  due  à  Gudennaim  (1.  c,  p,  1G'J),  expriíne  que  la  rectijicalion  de  Vellipse 
sphérique  dépend  dune  intégrale  tlliptique  de  troisieme  espèce.  ]3ooth  'I.  e.)  a  doiiné  aussi  une 
démonstration  de  cette  proposition  et  diverses  propriétós  des  ares  de  cette  ellipse. 

723.  L'ellipse  spliérique  a  été  étudiée  par  Fuss  dans  deux  luéiuoires  insórés  en  1788 
aux  tomes  ii  et  lll  des  Nova  Acta  Petropolitana.  Voici  les  titres  de  ces  méinoires:  Problema 
quorundam  spíhaericornm  solutio  et  De  proprietatibtis  quibusdàm  ellipseos  in  superjicie  sphaerica 
descriptae.  Plus  tard  la  même  courbe  fut  envisagée  par  Sehubert,  dans  un  méinoire  intitidé: 
Problemata  ex  doctrina  sphaerica,  inséré  au  tome  xii  du  même  recueil.  D'aprè9  Chasles, 
qui  a  consaeré  quelques  pages  três  interessantes  de  VAperçii  histortque  h  Ihistoire  de  la  Géo- 
métrie  de  la  sphère,  c'est  Fuss  qui  a  découvert  Tidentité  de  la  courbe  délinie  par  la  rela- 
tion  (1)  avec  celle  qui  resulte  de  Tiutersection  de  la  sphère  avec  un  cone  du  seeond  ordre. 
Cette  propriété  a  été  retrouvée  plus  tard  par  Magnus  (1.  c),  qui  a,  en  outre,  découvert  la 
première  des  propriétés  mentionnées  à  Ia  lin  du  n."  720^  Ce  sont  les  premiers  travaux  oíi 
Tellipse  spliérique  a  été  envisagée;  elle  a  été  étudiée  ensuite  par  Steiner,  dans  le  Journal 
de  Crelle  (t.  ir,  1827,  p.  45),  par  Gudermann,  dans  ce  même  recueil  (t.  vi,  1830),  et  princi- 
palement  par  Chasles,  dans  les  Mémoires  de  V Acadéiale  des  Sciences  de  Belgique  (t.  vi,  1831) 
et  dans  les  Comp'es  renãits  de  1'Académie  des  Sciences  de  Paris  (1860).  Parmi  les  nombreux 
travaux  oíi  la  même  ligne  est  considérée,  nous  signalerons  encore  celles-oi:  Borgnet,  Essai 
de  la  Géoiiiétrie  de  la  spliere  (Tours,  1847);  Lebesgue,  Siir  les  cones  du  seeond  degré  (Noa- 
velles  Annales,  1848,  p.  150);  Vannson,  Formules  fondamentales  de  VAnalyse  sphérique 
{Nouvelles  Annales,  1858  et  1859);  Cremona,  Sur  les  conigues  sphériques  {Nouvelles  Annales, 
1860);  Voght,  Die  zphãrische  Kegelschnitt  (Breslau,  1873).  Les  travaux  de  Vannson  et 
Borgnet  eontiennent  une  exposition  systématique  de  la  tliéoi'ie  analytique  de  Tellipse  sphérique. 

Parmi  les  ouvrages  didactiques  oii  lellipse  sphérique  est  considere,  nous  signalerons  le 
Treatise  on  the  anahjtic  Geomelrie  of  three  dimensions  (1874,  p.  189)  de  Salmon,  et  le  Tra- 
tado de  Geometria  de  la  posiciún  (1890,  p.  G72)  de  M.  E.  Torroja. 


333 


Les  propriétés  de  Tellipse  sphérique  peuvent  être  obtenues  directement,  au  raoyen  des 
coordonnées  sphériques,  ou  peuvent  être  déduites  de  celles  du  cone  de  second  ordre.  Cette 
dernière  méthode  a  été  suivie  par  Chasles  dans  les  mémoires  mentionnés  cidessus.  Anté- 
rieurement  réininent  géoraètre  avait  étudié  ce  cone  dans  un  raémoire  presente  en  1830  à 
TAcadémie  des  Sciences  de  Belgique.  Les  théorèmes  de  Chasles  sur  Tellipse  sphérique  se 
rapportent  aux  fuyers  de  cette  courbe  et  aux  relations  de  la  niênie  courbe  avec  les  grands 
cercies  situes  sur  les  plans  parallèles  aux  sections  cycliques  du  cone.  Ces  grands  cercles 
jouent  dans  la  tliéorie  de  Tellipse  sphérique  un  role  analogue  à  celui  que  les  asymptotes  de 
rhyperbole  jouent  dans  la  tliéorie  de  cette  courbe. 

"24.  L'ellipse  sphérique  est  un  cas  particulier  des  courbes  qui  résultent  de  Tintersection 
de  la  sphère  avec  un  cone  du  second  ordre,  dont  un  des  axes  passe  par  le  centre  de  la 
sphère.  Ces  courbes  ont  été  euvisagées  par  W.  Roberts  dans  le  Journal  de  Liouville  (1843, 
p.  263;  1844,  p.  155;  1845,  p.  297),  oii  lillustre  géoraètre  s'est  occupé  de  la  rectitiration 
de  leurs  ares,  de  la  quadrature  de  leurs  aires,  etc. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de  la  sphère,  pour  axe  des  z  Taxe  du 
cone  passant  par  le  centre  de  la  sphère,  et  pour  plans  zx  et  zy  les  plans  passant  par  cet  axe 
et  par  les  deux  autres  axes  du  cone.  Si  Taxe  du  cone  qui  passe  par  le  centre  de  la  sphère 
est  à  Finíérieur  du  cone,  les  équations  de  la  courbe  considérée  sont 

9  9 

tang-  c       tang-  h 

z'  étant  la  distance  du  sommet  du  cone  au  centre   de  la  splière.  Si  l'axe  du  cone  qui  passe 
par  le  centre  de  la  sphère  est  extérieur  au  cone,  les  équations  de  la  courbe  sont 

X- -\- y- -\- z- =  a- .     x- tang- c  —  ?/- ^^  =  (z  — z)-. 

•^  '  <:>  ^   tang-  h  ' 

La  rectitication  de  ces  courbes  dépend,  dans  les  deux  cas,  de  deux  intégrales  elliptiques' 
de  troísième  espace,  sauf  quand 

cot^c  —  cot-ô 


'  =  O,     z'  =  «,     s'-2  =  a2  - 


cos*  c  cot"^  c 


Dans  les  deux  premiers  de  ces  cas,  la  rectitication  de  la  courbe  dépend  d'une  seule  iuté- 
grale  elliptique,  et  on  peut  niênie  représenter  toutes  les  intégrales  elliptiques  de  preniière, 
seconde  et  troisième  espèce  par  les  ares  des  courbes  correspondant  au  second  cas. 

Si  z'  vérifie  la  troisième  condition  et  laxe  du  cone  qui  passe  par  le  centre  de  la  sphère 
est  extérieur  au  cone,  la  rectitication  de  la  courbe  dépend  de  deux  intégrales  elliptiques  de 
première  espèce.  Dans  ce  cas,  la  courbe  envisagée  est  le  lieu  d'un  point  M  qui  se  déplace  de 
inanière  qu'on  ait,  en  toutes  ses  positions, 

sin  -^  MOA .  sin  —  MOB  =  sin  -^  c, 
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O  désignant  le  centre  de  la  sphère,  A  et  B  deux  points  fixes   de  sa  surface,    et  c  un  aiigle 
constant.  Conime 

MA  =  28m4-MOA,     MB  =  2  sin  4^  MOB, 

on  a  JIA.MB  =  corpt.,  et  la  courbe  est  donc  une  cassinienne  sphérique. 

Si  z'  véi  itie  en  niême  temps  les  deux  dernières  conditions,  ia  courbe  a  la  forme  d'un  huit 
décrit  sur  la  surface  de  la  sphère.  Les  ares  de  cette  ligne,  qu'on  peut  nommer  lemniscate  de 
W.  Roberts,  dépendent  d"une  intégrale  elliptique  de  première  espèce. 

Ces  resultais  ont  été  obtenus  par  W.  Roberts  au  moyen  d'une  analyse  un  peu  longue,  qu© 
nous  ne  reproduirons  pas  ici.  Le  mênie  géomètre  a  encore  déniontré  que  la  quadrature  des 
courbes  considérées  dépend  aussi  des  intégrales  elliptiques. 


V. 
Les  cjcli(iucs  spbériques. 

725.  Les  courbes  du  quatrième  ordre  qui  résultent  de  Tintersection  d'une  sphère  avee  un 
cone  du  second  ordre  ont  été  nommées  par  M.  Darboux  c?/cliques  sphériques  et  par  Laguerre 
anallagmatiques  sphériques.  En  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de  la  sphère 
et  pour  axes  les  parallèles  aux  axes  du  cone  paasant  par  ce  point,  les  équations  de  ces 
courbes  sont 

(1)  x^-+f-  +  z^  =  a\      A(a;-a)2  +  B(y-P)2  +  C(z-T)-^  =  0, 

a,  p,  Y  étant  les  coordonnées  du  sommet  du  cone  et  a  le  rayon  de  la  sphère. 

Parmi  ces  lignes  sont  comprises  les  courbes  spéciales  du  quatrième  ordre  qu'on  vient 
d'étudier  dans  ce  chapitre. 

Toute  courbe  résultant  de  Tintersection  d"une  sphère  avee  une  surface  du  second  ordre 
est  une  cyclique  sphérique ;  car,  d'après  un  théorème  de  Poncelet,  démontré  par  l'éminent 
géomètre  dans  un  Supplément  au  Traité  des  propriéiés  projectives  des  figures,  et  étudié  ana- 
lytiqueraent  par  Painvin  dans  les  Nuuvelles  Ánnales  de  Mathémaliques  (1868,  p.  481,  et  1869, 
p.  49,  145  et  193),  par  une  telle  courbe  passent  quatre  cones  du  second  ordre,  réels  ou 
iniaginaires,  distincts  ou  coíncidants. 

La  courbe  qu'on  obtient  en  coupant  par  une  sphère  la  surface  définie  par  Téquation 

(a.2  j^y-ij^  2^)2  o-  „,  (a;2  +  2^2  +  ^2)  -f  U.2  =  o, 

ou  ?íi  designe  une  fonction  entière  horaogène  du  premier  degré,  et  t/2  une  fonction  entière  du 
second  degré,  est  aussi  une  cyclique,  puisque,  en  éliminant  x^  +  j/^-f  z^  entre  cette  équation 
et  celle  de  la  sphère,  on  obtient  une  équation  du  second  degré.  Les  surfaces  représentées  par 
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cette  équation,  qui  eomprend  comme  cas  particulier  celle  dii  tore  et  les  éqiiations  de  plusieurs 
aiitres  surfaues  remarqiiables,  ont  été  nomraóes  par  M.  Darboux  cyclides. 

L'étude  généiale  des  cyeliques  sphériques  a  été  commeneée  par  M.  Darboux  dans  un 
écrit  inséré  en  18G4  aux  Noiívelles  Annales  de  Mathématiques  (p.  199)  et  elle  a  été  continuée 
par  Laguerre  dans  un  autre,  puhliée  en  1867  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Philomatique  de 
Paris  (Oeiívres,  t.  II,  p  27).  Le  premier  de  ces  éminents  géomètres  a  consaeró  plus  tard  à 
la  théorie  de  ces  ligues  Touvrage  magistral,  que  nous  avons  déjà  mentionné  plusieurs  fois, 
intitule  :  Sur  une  classe  remarquables  de  conrbes  et  de  surfaces  algébriques  (Paris,  1873),  ou 
elles  sont  étudiées  d'une  manière  approfondie,  ainsi  que  les  cyclides.  Parmi  d'autre8  travaux 
oíi  les  inêmes  lignes  sont  étudiées,  nous  mentionnerons  encore  un  mémoire  sur  les  cyclides, 
publié  p;ir  M.  Humbert  dans  le  cahier  lv  du  Journal  de  VEcole  Polytechnique,  ou  sont  con- 
sacrés  quelques  paragraphes  à  la  théorie  des  cyeliques,  et  un  autre  mémoire  inséré  par  le 
même  géomètre  au  Journal  de  Liouville  (1888,  p.  323),  ou  il  démontre  quelques  propriétés 
des  aires  que  ces  courbes  limitent  sur  la  sphère. 

726.     En  passant  à  étudier  succinteraent  les  propriétés  prineipales   des    cyeliques  sphé- 
riques (1),  nuus  commencerons  par  ehercher  leurs  transformées  par  rayons  vecteurs  réeipro- ■ 
quês. 

Représentons  par  («i,  yi,  zi)  les  coordonnées  du  centre  d'inversion  et  transportons  Tori- 
gine  des  coordonnées  à  ce  point.  Les  óquations  de  la  courbe  prennent  la  forme 

{X  +  X,)*  +  (y  +  yif  +  (z  +  Zif  =  a^ 
A(a:-|-aM-a)^  +  B(3/  +  ^,-|3)2  +  C(2+2,-Y)'  =  0. 

En  faisant  niaintenant 

A;2X  fc«Y  lâZ 


X'  +  Y2  +  Z'^ '     ^      X'^  +  Y"^  +  Z2  '  X2  +  Y2  +  Z« 

on  obtient  les  équations  de  la  transformée  de  la  cyclique  considérée,  savoir: 

(„2  _  ^2  _^?  _  ^p  (X2  +  Y*  +  Z^ )  -  2k'-  (xi  X  +  .y,  Y  +  2,Z)  -  A;*  =  O, 
[A  {XI  -ay-  +  B  (y,  -  [-if  +  C{zi-  y)^]  (X^  +  Y'^  +  Z^)"^ 
+  2fc2[A(x,-a)X  +  B(3/,-P)Y  +  C(z(-T)Z](X"^  +  Y2  +  Z2) 
+  A;' ( AX^  +  BYí  +  CZ*)  =  0. 

dont  on  dédiíit  les  conséquences  suivantes : 

1."  Ces  équations  représentent  une  sphère  et  une  cyclide;    pourtant  la   transformée  par 
rayons  vecteurs  d'iine  cyclique  est  un  autre  cyclique. 

2."  Si  le  centre  d'inver8Íon  est  sur  la  sphère,  on  a  x\-\-y\-{-z\  =  a^,  et  par  consóquent  la 
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première  des  équations  procedentes  devient 

2(a;iX  +  yiY  +  z,Z)  +  /í-  =  0, 

et  la  eourbe  est  planta.  En  la  rapportant  à  un  nouveau  système  d'axes  orthogouaux,  tels  que 
Taxe  des  s  soit  perpendiculaire  au  plan  de  la  eourbe,  la  deuxième  des  équations  de  cette 
eourbe  prend  la  forme 

( X»  +  Y^r-  +  u,  (X«  +  Y^j  +  u,=  O, 

ou  iti  et  Ui  ont  la  même  signitication  qu'au  n.°  725.  Par  conséquent  la  transforméc  de  la  cy- 
clique  (1)  est,  dans  ce  cas,  une  quartique  hicircidaire.  On  peut  donc  déduire  des  propriétés  des 
quartiques  sphériques,  par  inversioii,  de  celles  des  quartiques  plaues,  ou  réciproquciiient. 

Les  équations  de  la  trausformée  prennent  une  forme  três  simple  quand  le  centre  d'inver- 
sion  est  situe  sur  un  des  axes  des  coordonnées.  En  supposant,  jjar  exemple,  0-1=0,  ^i  =  0, 
Z)  =  a,  k  =  aV2,  les  équations  de  la  transformée  sont 

Z  =  —  a, 

H  (X2  +  Y'-f  -  4a2  ( AaX  +  BpY)  (X^  +  Y^) 
+  [4a*A  +  2a'H  +  4C«3  (a  -  y)j  X^  +  [4a^B  +  2am  +  4C«3  (a  -  f )]  Y^  +  M  =  O, 

oíi  H  et  M  sont  deux  qiiantités  indépendantes  de  X  et  Y . 

La  eourbe  représentée  par  cette  équation  est  un  cartésienne  (n."  2Õ4)  quand  A  =  B, 
c'est-à-dire  quand  la  cyclique  spbérique  considérée  resulte  de  rintersection  de  la  sphère  avec 
un  eône  de  révolution.  Dans  ee  cas,  cette  cyclique  est  nommée  cariésienne  sphérique.  D'après 
Chasles  (Aperçu  historique,  187Õ,  p.  141),  ces  eycliques  ont  été  envisagées  par  Coiireier,  en 
1663,  dans  son  Opnsculum  de  sectione  superjiciei  sphaericae  per  superficieni  sphericam,  cylin- 
dricaiii  atque  conicam . 

o.°  Si  le  centre  d'inversion  est  situe  sur  la  cyclique  spliéi'iqiie  (1),  on  a 

et  la  transformée  de  cette  cyclique  est  une  cubique  circulaire. 

4."  Si  le  centre  d'inversion  coincide  avec  le  sommet  du  eône  et  le  module  k  est  égal  au 
aegment  des  tangentes  à  la  sphère  issues  de  ce  sommet,  conipris  entre  ce  point  et  le  point 
de  contact,  le  eône  et  la  sphère  se  reproduisent,  quand  on  leur  applique  la  transformation 
considérée,  ainsi  que,  par  conséquent,  la  eourbe  qui  resulte  de  i'intersection  de  ces  surfaees. 
La  cyclique  est  pourtant  anallagmatique  par  raj^port  aux  sommets  des  quatre  cones  qui passenl 
par  cette  eourbe. 

5."  Supposons,  en  particulier,  que  la  cyclique  considérée   resulte   de   Tintersection   de   la 
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sphère  avec  un  cylindre  de  révolution.  On  peut  représenter  cette  ligne  par  les  équations 

En  prenant  pour  centre  de  transformation  le  point  (O,  a,  0)  et  en  posant  A;  =  av2,  on 
voit  que  les  équations  de  la  transformée,  rapportée  à  des  axes  paraiièles  aux  axes  primitifs, 
passant  par  le  centre  dinversion,  sout  ^  =  —  a  et 

_[(a  _  bf  -  c2]  (íc2  +  22yj  ^  2a2  [a^  +  ò^  -  c'-]  x"-  +  2a''-  {h^  -a?-  c^)  z^  +  «4  [(«  _^  j-)2  _  ^2]  _  Q. 

En  posant 

c  —  (rt  —  ly  '  (a  —  bf  —  c^  '  a 

cette  équation  prend  la  forme 

{x^  +  z2  +  ^í  +  h?  -  RY-  =  4^-  (a;-  +  A-). 

Donc  Za  projection  siéréographiqiie  de  la  courbe  qui  resulte  de  l' inter section  d'une  sphère 
avec  un  cylindre  de  révulution,  est  une  spirique  de  Perseus  (n."  165),  quand  le  centre  d'inver- 
sion  est  situe  sar  la  section  droite  du  cylindre  i)assant  par  le  centre  de  la  sphère  et  sur  la 
droite  qui  joint  le  centre  de  cette  section  au  centre  de  la  sphère. 

Cette  proposition  n'a  pas  encore  été  remarquée,  croyous-nous.  Eile  contient  les  proposi- 
sitions  démontrées  aux  n.°'  713  et  715. 

Si  (a  —  b'f  --c^  =  0,  la  transformée  considérée  se  réduit  à  une  conique. 

Si  Ton  prend  pour  centre  d'inversion  le  point  (O,  — a,  0),  on  «.ibtient  une  proposition 
analogue.  Alors  la  projection  stéréographique  de  la  cyclique  se  réduit  à  une  conique  quand 
(a  -f  b'f  -  c2  =  0. 

727.  Soient  P  le  sommet  d'iin  des  cones  (Pj  du  second  ordre  qui  passent  par  la  cycli- 
que, et  (L)  le  cercle  de  contact  de  Ia  sphère  avec  le  cone  circonserit  ayant  le  même  sommet. 
Les  plans  tangents  au  cone  (P)  coupent  la  sphère  suivant  des  cercles  (C)  bitangents  à  la 
cyclique  considérée. 

D'un  autre  côté,  chacun  des  cercles  (C)  est  bitangent  à  deux  grands  cercles  de  la  sphère 
situes  sur  des  plans  passant  par  P,  et  les  points  de  contact  sont  placés  sur  la  circonférence 
de  (L).  Par  conséquent  les  cercles  (C)  coupent  orthogonalement  le  cercle  (L),  qu'on  appelle 
cercle  directeur, 

Le  pôle  de  chacun  des  cercles  (C)  est  situe  sur  la  perpendiculaire  baissée  du  centre  de 
la  sphère  sur  le  phin  tangent  au  cone  (P)  qui  contient  ce  cercle.  Donc  les  pôles  des  cercles  (C) 
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forment  une  courbe  coincidant  avec  celle  qiii  resulte   de  Tiiitersection  de    la    sphère   avec  le 
cone  supplómentaire  de  (P),  lequel  a  pour  óquation 

A  ^  B  ^  C         ' 

et  cette  courbe  est  par  conséquent  une  ellipse  sphérique  (E). 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  thóorème  suivant: 

La  cyclique  sphérique  est  Venveloppe  des  cercles  bitangents  (C)  qui  coupent  ortliogonalement 
le  cercle  de  contact  de  la  spkere  avec  le  cone  circonscrit  ayant  le  sommet  au  point  P,  et  dont 
les  pôles  sont  placés  sur  une  ellipse  sphérique. 

Aux  quatre  cones  passant  2>ar  la  cyclique  corresponãent  quatre  systemes  de  cercles  dont  la 
courbe  est  renvelojype. 

Comme  les  foyers  de  la  cyclique  sont  les  centres  des  cercles  bitangents  de  rayon  nul, 
ces  points  doivent  coincider  avec  les  points  de  contact  de  la  sphère  avec  les  plans  qui  sont 
en  même  temps  tangents  à  la  sphère  et  à  Fun  des  quatre  cones  (P).  Les  quatre  points 
d'inter8ection  de  la  circonférence  de  (L)  avec  la  ellipse  spliérique  (E)  sont  donc  des  foyers 
de  la  cyclique  considérée,  et  aux  quatre  modes  de  génóration  de  la  courbe  comme  enveloppe 
de  cercles  bitangents  correspondent  16  foyers,  réeis  ou  iraaginaires,  distincts  ou  coincidants. 

728.     Appliquons  ces  théorènies  à  Tellipse  sphérique. 

Trois  des  quatre  cones  du  second  degré  qui,  d'après  la  théorie  générale  des  cycliques, 
doivent  passer  par  cette  courbe,  se  réduisent  aux  trois  cylindres  projetant  la  courbe  sur  les 
plans  des  coordonnées  (n."  717).  Sur  chacun  de  ces  cylindres  sont  situes  quatre  foyers,  et 
nous  allons  chercher  ceux  qui  existent  sur  le  cylindre  correspondant  à  réquatiou 

(2)  8in2  b  (cot2  b  -  cot^  c)  x^  +  z^  =  a-  cos-  b. 

Ces  foyers  doivent  coincider  (n."  727;  avec  les  points  de  contact  de  la  sphère  avec  les 
plans  tangents  communs  à  cette  surface  et  au  cylindre  ;  par  conséquent  ils  doivent  être  placés 
sur  la  circonférence  du  grand  cercle  de  la  sphère  situe  sur  le  plan  xz  et  sur  les  tangentes 
communes  à  ce  cercle  et  à  rintersection  du  cylindre  avec  ce  plan.  Pour  obtenir  ces  foyers, 
il  suffit  d'appliquer  à  Téquation  (2)  et  à  Téquation  x^-\'Z-  =  a-  la  méthode  classique  pour  la 
détermination  des  points  de  contact  des  tangentes  communes  à  deux  figures  données.  On 
trouve  ainsi,  en  désignant  par  x',  y',  z'  les  coordonnées  des  foyers  cherchés, 

'        I        cose  I        I        ■      ] 

X  =±a =-  ,     y  =  O,     z  =  +  a  sm  d. 

cosi  '     •^         '  — 

Ce  résultat  coincide  avec  celui  qi'on  avait  déjà  obtenu  au  n.°  720. 
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Les  quatre  foyers  qu'on  vient  de  déterrainer  sont  réels;  les  autres  sont  tous  imaginaires. 

729.  Considérons  deux  sphères  (S)  et  (S')  dont  la  distance  des  centres  soit  h.  On  peut 
les  representei'  par  les  équations 

x^  +  f  +  z^-  =  a^-,     x'-  +  f  +  (z-k)^  =  al 
L'équation  du  plan  qu'elles  déterminent  par  leur  intersection  a  pour  équation 

et  par  coiisóquent  la  distance  D  du  point  (a-i,  ?/),  21)   de  la  sphère  (S')  à  ee  plan  eat  donnée 
par  la  relation 

^  =  - ri 

D'iin  autre  côté,  le  segnient  t  de  la  tangente  à  la  sphère  (S)  compris  entre  le  point 
(ít'i,  ?/i,  Zi)  et  le  point  de  contact  a  pour  expression 

f-=xl  +  ,jj  +  z^-a^-  =  2hz>+  ai  -  a»  -  JA 
Pourtant 

(3)  t^  =  2hD. 

Si  la  sphère  (S')  se  réduit  à  un  point  S  situe  sur  la  sphère  (S),  et  si  Ton  represente  par  p 
la  distance  dun  point  quelconque  M  de  la  deriiière  sphère  au  point  S,  on  a 

(4)  p2  =  2«D, 

D  désignant  la  distance  du  point  M  au  plan  tangent- à  la  sphère  (S)  au  point  S. 

Cela  pose,  considérons  trois  plans  Pi,  P2,  P3  tangents  au  eône  (P),  et  représentons  par  ti, 
t-2,  ts  les  longueurs  des  segiueuts  des  tangentes  inenées  d'un  point  (x,  y,  z)  de  la  cyclique  (1) 
à  trois  sphères  passant  par  les  cercles  qui  résultent  de  Tinte rsection  des  plans  mentionnés 
avec  la  sphère  qui  contient  la  cyclique,  et  par  Di,  D-i,  D3  les  distances  du  inême  point  aux 
trois  plans  tangents  au  eône. 

En  désignant  respectivement  par  (xi,  3/1,  z\),  (xi,  yi,  z^),  (x-i,  3/3,  Z3)  les  coordonnóes  de 
trois  points  du  eône  (P)  situes  respectivement  sur  les  trois  génératrices  de  contact  de  ce  eône 
avec  les  plans  P|,  P-2,  P3,  il  resulte  des  équations  (1)  que  ces  plans  peuvent  être  representes 
* 
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par  les  équations  sont 

A  (:«,-«)  (X-a)  +  B(y,-,3)(Y-p)  +  C(2,--í)(Z-T)  =  0, 
A(x2-a)(X-«)+B(2/2-P)(Y-p)  +  C(2.>-T)(Z-T)  =  0, 
A(!r3-a)(X-a)  +  B(2/3-P)(Y-P)  +  C(z3-T)(Z-T)=0. 

Les  distances  du  point  (a',  y,  z)  de  la  cyclique  à  ces  plans  sont  pourtant  déterminées  par 
les  équations 

KD,  =A(ír,-a)(a;-a)  +  B(2/i-,3)(r/-p)  +  C(z,-T)(3-T), 

KD,  =  A  (x,  _  «)  (x  -  «)  +  B  {y~2  -  p)  {y  -  ,S)  +  C  {z^  -  t)  (z  -  t), 

KDa  =  A(a;3-a)  («-«) +  B  (^3 -p)(í/-,3)  +  C  (Z3 -t)  (s-t), 

ou  K  designe  une  constante. 

En  éliminant  a;  —  a,  y — p  et  z — f  entre  ces  équations  et  la  deuxième  des  équations  (1), 
on  obtient  une  équation  homogène  du  secjnd  degré  par  rapport  à  D|,  D-2  et  D3,  savoir 

PD?  +  QDl  +  RDI  +  SDi  D.2  +  TD1D3  +  UD2  D3  =  O ; 

et,  eomme  les  plans  consideres  sont  tangents  au  oône,  le  premier  membre  de  cette  équation 
doit  se  réduire  à  un  carré  parfait  quand  Di  =  O,  Do  =  O  ou  D3  =  O.  Elle  peut  donc  prendre  la 
forme 

(MDi  +  NDs  -  LD3)-  -  4MND,Dí  =  O, 

ou 

(5)  V^M  V^ÕT-f  /N  /Dâ  +  ^h  /D3  =  0. 

On  déduit  de  cette  équation,  en  tenant  compte  de  la  relation  (3),  que  les  scginenfs  <t,  t-i  et  tz 
sont  lies  par  une  équation  linêaire  homogène 

hti.+  kfii  +  lt3  =  0, 

oò,  h,  k  et  l  sont  des  constantes. 

Supposons  niaintenant  que  les  plans  Pi,  P2  et  P3,  tangents  au  cune  (P),  sont  aussi  tan- 
gents à  la  sphère.  Alors  les  points  de  contact  de  ces  plans  avec  la  sphère  sont  des  foyers  de 
la  cyclique,  et  ou  déduit  de  Féquation  (5),  en  représentant  par  pi,  p-2  et  p3  les  distances  du 
point  (íc,  y,  s)  de  la  cyclique  à  ces  foyers  et  en  tenant  compte  de  la  relation  (4),  le  íhéorème 
suivant: 

Les  distances  p,,  p2,  p3  d' un  point  quelconque   de   la  cyclique  à  trois  foyers  situes  sur  un 
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même  cercle  directeur  verifient  Véquatiun  linéaire  homogene 

P[n  +  q[^i  +  r[jz  =  O, 

oil  p,  q  et  r  sunt  des  constantes. 

Les  propositions  qu'on  vient  de  déinontrer  sont  dues  ;i  M.  Darboux. 

Réciproquement,  toute  surface  rei)résentée  par  une  c.quation  de  cette  forme  determine  par 
son  intersection  avec  la  sphère  une  cyclique.  En  eíFet,  en  óliminant  pi,  pj  et  pa  au  moyen  des 
relations 

pf  =  (a;-a,)^  +  (y-6,)^  +  (;-Ci)^      Pi  =  (a?  -  «2)- +  (y  -  èí)^  +  (z  -  c.)^,   ... 
on  obtient  l'équation  d'une  ciclidc  (n.°  12b). 

730.  En  prenant  pour  axe  de  z  la  droite  passant  par  le  centre  de  la  sphère  et  le  som- 
niet  du  cone,  on  peut  mettre  les  équations  de  la  cyclique  sons  la  formo 

x^  +y^  +  z^-  =  a\     Áx^  +  Bf  +  G{z-  7)2  =  O, 

ou,  en  les  résolvant  par  rapport  h  x  et  y, 


x  =  \/az^-\-bz-\-c,      y  —  \/aiZ--^biz^  Cl, 

Uj  h,  c,  aj,  5i,  Cl  représentant  des  constantes. 

On  peut  maintenant  exprimer  x  en  fonction  ratiunnelle  d'iine  nouvelle  variable  t  au  moyen 
d'une  des  transfurmations  classiques  bien  connues,  et  alors  on  obtient  pour  y  une  expression 
oil  figure  la  racine  carrée  d'une  fonction  entière  de  t  du  quatrième  degré.  On  peut  donc 
exprimer  encore  a;,  ^  et  :  par  des  fonctions  elliptiques  méromorphes  d"une  variable  u. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  ici  aux  consóquences  de  cette  propriété,  car  elle  appartient 
à  une  classe  plus  générale  de  quartiques  gaúches,  qu'on  verra  plus  loin. 


CHAPITRE  XIII. 

SDR  QDELQDES  COURBES  SPHÉRIQUES. 


La  spií-ale  de  Pappus. 


731.  Considérons  sur  une  sphère  ayant  le  centre  à  O  deux  grands  cercles  passant  par 
les  pointes  P  et  P',  et  supposons  que  l'un  de  ces  cercles  soit  fixe,  et  que  Tautre  tourne 
uniformement  autour  de  OP.  Prenons  sur  la  circonférence  mobile  ua  point  M,  et  supposons 
que  06  point  parcourt  cette  circonférence  avec  une  vitesse  constante,  telle  que  le  temps 
employé  à  en  parcourir  un  quart  soit  égal  au  temps  employé  })ar  la  même  circonférence  à 
faire  une  révolution  autour  de  PO.  Le  lieu  décrit  par  M  est  connu  sous  le  nom  de  sjnrale  de 
Pappus,  pour  avoir  été  envisagée  par  ce  grand  géomètre  dans  la  proposition  30''  du  livre  iv 
de  ses  fameuses  Collections  viathématiques . 

Soient  a  le  rayon  de  la  sphère,  o  la  longitude  du  point  M  et  6  la  colatitude  du  même 
point,  rappoitée  au  pôle  P.  II  resulte  immédiatement  de  la  définition  de  la  eourbe  que  son 
équation,  rapportée  aux  coordonnées  sphériques,  est 


Les  coordonnées  cartésiennes  des  points  de  la  même  eourbe,  rapportées  à  des  axes  ortho- 
gonaux  OX,  OY  et  OZ,  tels  que  Taxe  des  z  positifs  passe  par  le  pôle  P  et  Taxe  des  x  soit 
situe  sur  le  méridien  fixe,  sont  pourtant  déterminées  par  les  équations 

(1)  a;  =  a  sin  ^  cos  Cp,     // =  a  sin -^  sin  cp,     z  =  acos-^) 
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dont  il  resulte  qu'elle  est  uniciirside.  En  faisant,  en  effet,  í  =  tang-^,  on  obtient  les  équations 


«  =  va 


^     <(l-28í2  +  70í*-28í«  +  í8) 


?/  =  1 6« 


(1  +  f~f 
t-(l~t^){l-Gt^-  +  t'') 


{1+f-f 


z=  a 


1+f- 


En  éliminant  x,  ?/  et  s  entre  ces  équations  et  l'équation  générale  du  plan,  on  obtient  une 
équation  du  dixième  degré.  Poui'tant  la  fpirah  de  Pappus  ent  inie  courbe  du  dixieme  ordre 
(Loria:  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  3."  série,  t.  xii,  1907,  p.  46). 

En  désignaiit  par  ;■  ie  rayoii  du  parallèle  passant  par  M  et  par  p  ia  distance  du  pôle  P 
au  point  ou  la  droite  qui  passe  par  le  centre  de  la  sphère  et  par  le  point  M,  coupe  le  plan 
tangeiít  h  la  splière  au  pôle  P,  on  a 

r  =  a  sin  &  =  a  sm  -i-  ,      p  =  «  tang  6  =  a  tang  --  • 
4  4 

Done  la  projeclion  de  la  spirale  de  Pappus  sur  le  plan  XY  est  une  rosace  (n.°  604);  et  la 
pierspedice  de  la  même  spirale  sur  le  plan  tangent  à  la  spliv.re  au  pôle  P,  vue  du  centre  de  la 
splière,  est  un  noeud  (n.°  635). 

On  determine  aisément  la  forme  de  la  courbe  algébrique  définie  par  les  équations  (1). 
Aux  valeurs  de  »  comprises  entre  O  et  2;:,  il  correspond  un  are  qui  s'étend  depuis  le  pôle  P, 
ou  il  est  tangent  au  grand  cercle  fixe,  jusqu'au  point  ou  Taxe  des  x  positifs  coupe  la  sphère, 
en  faisant  une  circonvolution  autour  de  P  et  s'approchant  constamraent  du  plan  XY.  Aux 
autres  valeurs  de  o  correspondent  quatre  ares  égaux  à  celui-là.  Les  quatre  ares  sont  disposés 
symétriquement  par  rapport  aux  plans  XY  et  YZ.  La  courbe  a  deux  points  doubles  sur  le 
plan  XY  et  deux  autres  sur  le  plan  YZ. 

-732.     On  sait  que  la  difterentielle  de  Taire  U  d'une  courbe  sphérique  a  pour  expression 

d\]  =  a^-  sin  9  rZ-i  (79  ; 

Faire  de  l'espace  compris  entre  la  spirale  de  Pappus  et  les  plans  XZ  et  XY  peut  donc  être 
calculée  par  la  formule 

■ir. 


U  =  a-2/   '''d'f  í^smdde, 
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d'oú  il  resulte 

On  a  donc  le  tliéorème  de  Pappus  (I.  c):  1'aire  de  Vespace  sphérique  compris  entre  la  spirah 
considérée,  le  méridien  fixe  et  le  plan  XY  est  égale  au  carré  du  diamétre  de  la  sphire. 

Cette  invention  de  Pappus  est  très-remarquable,  car  elle  constituo  le  plus  ancien  exemple 
de  la  quadrature  exacte  dune  suiface  courbe. 

733.  Le  volume  du  solide  limite  par  la  partie  de  la  surface  de  la  sphère  comprise  entre 
la  spirale  et  le  plan  XY,  par  ce  plan  et  par  le  cylindre  droit  passant  par  la  courbe,  peut 
être  obtenn  au  moyen  de  la  formule  classique 

V  =JJf{^-  cos  ?,  »•  sin  'f)  'dr  d'^, 

z=f(x,  y)  représentant  Féquation  de  la  surface  et  r  la  projection  du  vecteur  du  point  (*,  y) 
sur  le  plan  XY.  Comme  Ton  a,  dans  le  cas  considere, 


/(?•  cos  (p,  r  sin  '^)  =  \/a-  —  ?■-, 
et  comme  Téquation  de  la  projection  de  la  spirale  sur  le  plan  de  Téquateur  est  ?'=asin-^  ,  il  vient 

V=    /       d'^     Wa'^-r^rdr 


et  par  conséquent 


a  siri  -7- 


v=l<.= 


734.     La  rectification  de  la  spirale  de  Pappus   dépend   de  eelle  de  Tellipse.    On  a,   en 
eífet,  en  désignant  par  x\  y',  z'  les  dérivées  de  x,  y,  z  par  rapport  à  cp, 

s  =    r  ^x'^  +  y"^  +  z'-^d'f  =  ay"'y/^  +  3;„2^  ^,^ 

1    , —     í'^    /       16  tT 

=  -^najyi-'^^oos^^d^, 


OU,  en  posant  -7-  =  -?; — to, 
4        2 


Yna  p  yl  -  17  «in'"^'^" 
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Cette  proposition  est  un  cas  particiilier   d'une  autre,    clue   à   Guido-Grandi,    qu'on  veria 
bientôt. 


II. 
Les  clélics. 

735.  Considérons  trois  plans  orthogonaux  XY,  XZ  et  YZ  pasBant  par  le  centre  O 
d'une  sphère  de  rayon  égal  à  a,  et  supposons  que  Taxe  OZ  coiipe  la  splière  aux  points  P  et  P', 
et  que  cp  soit  la  longitude  et  6  la  colatitude  MOP  d'un  point  M  de  la  surface  de  cette  sphère. 
Si  ce  point  se  déplace  sur  cette  surface  de  manière  qu'on  ait,  en  toutea  ses  positions, 

(1)  Ô  =  mtp, 

ni  étant  une  constante,  le  lieu  qu'il  déerit  est  une  ligne  étudiée,  par  des  méthodes  purenient 
géométriques,  par  Guido-Grandi  en  1728,  sous  le  nom  de  cUlíe,  dans  le  premier  des  écrits, 
mentionnés  au  n.°  604,  oíi  il  a  ótudié  les  rosaces. 

La  spirale  de  Pappus  et  la  courbe  de  Viviani  sont  des  clélies  particulièrea.   La  première 

correspond  à  m  =  —,  et  Tautre  à  m=l. 

Les  coordonnées  du  point  M  de  la  cléiie  (1)  sont  déterminées  par  les  équatious 

cc  =  a  sin  ?n  o  cos  tp,     y  =  «  sin  m 'f  sin  cp,     z^acoswf. 

L'équation  de  la  courbe  déerite  par  la  projection  S  du  point  M  sur  le  plan  XY  est  repré- 
sentée  par  Téquatiou 

r  =  OS  =  a  sin  nvf ; 

donc  la  projection  de  la  cléiie  (1)  aur  le  j>lan  XY  est  une  rusace  (n."  604). 

En  représentant  par  p  la  distance  entre  le  point  P  de  la  sphère  et  le  point  oii  la  droite 
passant  par  le  centre  et  par  le  point  M  coupe  le  plan  tangent  à  la  sphère  au  point  considere, 
on  a 

p  =  rt  tang  6  =  a  tang  ?))'p ; 

donc  la  perspective  de  la  cléiie  ^iir  le  plan  tangent  à  la  sphère  au  point  P  est  un  noeud 
(n."  63Õ). 

Toute  cléiie  est  coraposée  d'une  série  dovales  égals  reunis  aux  pôles  P  ou  P'  de  la  sphère, 
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ou  elle  possède  deux  pointa  multiples.  Chaque  ovale  a  un  axe  de  symétrie  et  un  sommet, 
ou  il  est  tangent  au  plan  XY.  Le  nombre  de  ces  ovales  est  infini  quand  m  est  un  nombre 
iirationnel,  et  alors  la  courbe  est  transcendante.  Si  m  est  rationnel,  le  nombre  des  ovales 
est  fini,  et  la  clélie  est  une  courbe  algébrique  unicursale.  Dans  ce  cas,  le  nombre  des  ovales 
situes  de  chaque  côté  du  plan  XY  est  égal  au  nombre  des  ovales  de  la  rosace  correspondante 
(n."  605). 

"36.     La  grandeur  des  ares  de  la  clélie  est  déterminée  par  la  formule 

ds  =  a\/\  +  m- 1  / 1  _ _ cos* m<^  dw, 

V  1  +  m^ 

ou,  en  faisant  7?itp  =  — tjj, 

v/l  +  ,„2     r         i       ~ 

ds  =  a \  /  1 5— 5-  sur  6  dò. 

m         V  l-\-m- 

Poiírtant  la  recfification  de  la  clélie  ãépend  de  celle  de  Vellipse  (Guido-Grandi,  1.  c). 

737.  Les  clélies  ont  été  employées  par  Guido-Grandi  pour  déterminer  sur  la  surface 
de  la  sphère  des  espaces  absolument  quarrables.  Ou  a  déjà  vu  que  la  spirale  de  Pappus  et 
la  courbe  de  Viviani  jouissent  de  cette  propriété,  qu'on  généralise  aisément  à  toutes  les 
clélies. 

En  eíFet,  on  voit  comme  au  n."  732  que  Taire  U  de  Tespace  sphórique  compris    entre  le 

plan  XY,  le  méridien  qni  fait  avec  ZX  un  angle  égal  à  — — ,  et  Tare  de  clélie  correspondant 
aux  valeurs  que  'd  prend  entre  O  et  --— ,  est  déterminée  par  Tégalité 


U  =  a^  f  '"'  d'^  í  '^  sin  Ô  r/e  =  — 


Le  volume  V  du  solide  compris  entre  le  plan  XY,  le  méridien  qui  fait  avec  le  plan  ZX 
angle  égal  à  —r — ,  la  surface  de  la  sphèi 
la  clélie  sur  le  plan  XY,  a  pour  expression 


un  angle  égal  à  — — ,  la  surface  de  la  sphère  et  le  cylindre  ayant  pour  Ijase  la  projectiou  de 


TC 

Y^y        d,l    ^a^-r~^.rdr^l- 
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738.      Nous   venons   d'envisager   la  plus   simple   des  lignes  auxquelles  Guido-Grandi    a 
donné  le  nom  de  clélies.  Ce  géomètre  a  considere  encore  les  courbes  définies  par  les  équations 

a  sin  6  =  ò  sin  wj-^,     a  sin  6  =  a  —  h  sin  wp, 

auxquelles  il  a  donné  le  même  nom. 
On  voit  au  moyen  des  équations 

a;  =  a  sin  S  cos  9,     ?/ =  a  sin  6  sin 'i^ 

que  la  projectiou  de  la  première  courbe  sur  le  plan  XY  est  représentée  par  Téquation 

p  =  ôsin  wj'^; 

elle  est  donc  une  rosace  ayant  le  centre  au  centre  de  la  sphère  et  inscrite  dans  le  cercle  de 
rayon  égal  à  h.  La  projection  de  la  deuxième  courbe  sur  le  plan  XY  est  représentée  par 
l'óquation 

p  =  a  —  6sinH!'f; 
elle  est  donc  une  conchoiãe  de  la  même  rosace. 


III. 
Les  ípicyloides  sphériques. 


739.  On  designe  sous  le  nom  á' éjnct/chide  sphérique  la  courbe  dócrite  par  un  point  d'une 
circonférence  mobile,  quand  elle  roule  sur  une  autre  circonfórence  fixe,  dont  le  plan  fait  avec 
celui  de  la  première  un  angle  oonstant. 

Les  épicycloides  sphériques  ont  été  étudiées  pour  la  première  fois  par  Hermann  dans  un 
mémoire  intitule:  De  epicycloidihus  in  siiperjície  spherica  descriptis,  lequel  a  été  publié  dans 
les  Comment.  Acad.  Petrop.  (t.  i,  p.  210).  II  a  été  amené  à  s'occuper  de  ces  courbes  par  un 
problème  proposé  en  1718  par  OíFenbourg  dans  les  Acta  eruditorum,  dans  lequel  on  deman- 
dait  la  construciion  stir  Ia  surface  de  la  sphère  d'une  fenStre  à  contour  algébriquement  recti- 
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Jiahle.  Les  mêmes  courbes  ont  été  étudiées  ensuite  par  Jean  Bernoulli,  en  1732,  dans  un  travail 

inscró   aiix  ]\lémou-es   de  rAcadémie 

des  tíciences  de  Paris,  reproduit  dans 

le  tome  III,  p.  216,  dea  Opera  omnia, 

et  dans  un  écrit  publió  en  1742  dans 

ees  Opera  (t.  III,  p.  230).  Dans  ees 

travaux  Téniinent  géomòtre  s'occupe 

de    la    rectifieation   des   épicycloides 

spliéiiques,  et  fait  voir  que  la  solu- 

tion  du  problèrae  d'Offenbourg  don- 

née  par  Hermann  n'est  pas  exacte, 

7-10.  Cherchons  les  équations 
des  épicycloides  sphériques,  et,  pour 
cela,  supposons:  1."  que  LAK  (fig. 
108)  soit  le  cercle  fixe,  et  que  ce 
cercie  soit  plaeé  sur  le  plan  XY  et 
ait  le  uentre  à  Forigine  O  des  coor- 
données ;  2."  que  le  cercle  mobile 
soit  AMEA  et  qu"il  ait  le  centre  au 
point  C;  3."  qne  le  point  généra- 
teur   de  répicycloide  soit  M  et  qu'il  pi^,  icg 

parte  du  point   L,    situo    sur    Taxe 

des  x\  4."  que  OX'  et  OY'  soient  deux  droites  perpendiculaires  Tune  à  Tautre,  situées  dana 
le  plan  XY,  dont  la  première  passe  par  le  point  de  contact  A  du  cercle  mobile  avec  le  cercle 
fixe;  5."  que  OY  soit  perpendiculaire  à  OX  et  que  OZ  soit  perpendiculaire  au  plan  XY. 

En  menant  par  le  point  M  la  parallèle  MB  à  la  tangente  comraune  aux  deux  cerclea  au 
point  A,  cette  parallèle  coupera  la  droite  CA  à  an  point  B  du  plan  ZOA,  qui  se  projette  sur 
le  plan  XY  au  point  P  de  la  droite  OX'.  Le  point  C  se  projette  sur  le  plan  XY  au  point  Q 
de  la  même  droite  OX'.  L'angle  CAQ  est  égal  à  l'angle  des  plans  des  deux  cercles  consi- 
deres, que  nous  désignerons  par  m. 

Cela  pose,  représentons  par  t  Tangle  MCA,  par  O  Tangle  LOA,  par  r  le  rayon  du  cercle 
mobile  et  par  p  celui  du  cercle  fixe.  On  a,  en  remarquant  que  Tare  MA  du  cercle  mobile 
est,  par  définition,  égal  à  Tare  AL  du  cercle  fixe. 


rt  =  od. 


Mais,  les  coordonnóes  du  point  M,  rapportées  aux  axes  OX',  OY'  et  OZ,  sont 


x'  =  OP,     y  =  MB,     z'  =  BP, 
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et  par  conséquent  on  a 

d  =  OA  -  AP  =  OA  —  (CA  —  CB)  cos  to  =  p  —  ;■  (1  —  cos  i)  cos  cu, 
y  =  —  )•  sin  t,     z'  =  B  A  siii  oj  =  r  ( 1  —  cos  t)  sin  co, 

-  ■  • '   «'  =  p  —  r  (  1  —  cos  -L 1  cos  lu, 
^'  =  — í-sin --6,     a'=)-(l  —  cos  — 6  j  sin  (I). 

Mais,  en  représentant  par  x,  y  ai  z  les  coordonnóes  du  point  M,  rapportées  aux  axes  OX, 
OY  et  OZ,  on  a 


ou 


Donc 


a;  =  a;'  cos  6  —  ?/'  sin  6,     y  —  x'  sin  6  +  ?/'  cos  6,     z  =  z', 


íc  =  p  cos  O  —  r  í  1  —  cos  —  6 1  cos  (o  cos  6  + ''  sin  —  6  sin  S, 


3/  =  p  sin  6  —  r  ( 1  —  cos  —  d  j  cos  to  sin  6  —  r  sin  —  6  cos 


;  =  r  (  1  —  cos  ~  b  )  sin  to. 


?• 


Ces  équations  expriment  les  coordonnées  des  points  de  répicycloíde  spliérique  en  foiíction 
du  paramètre  variable  6,  et  font  voir,  en  procédant  comme  aii  n."  753,  que  cette  courbe  est 

al(jébrique  et   unicnrsale   quand  le   rapport  —    est    rationnel,    et    qn'elle    est    transcenãante 
quand  ce  rapport  est  irrationnel. 

741.  Si  par  le  centre  du  cercle  mobile  on  niène  une  perpendiculaire  au  pian  de  ce 
cerele,  cette  droite  coupe  Taxe  des  s  à  un  point  V,  indépendant  de  O,  lequel  peut  être  con- 
sidere comme  le  sommet  d'un  cone  de  révolution  dont  la  base  soit  le  cercle  considere.  Par 
conséquent  V épicycloiíl e  sjihériqiie  peut  être  engvnãrée  par  un  point  de  la  circonférence  de  la 
base  d'un  cone  de  révolution,  en  faisant  roíder  ce  cone  sitr  iin  autre  cone  fixe,  dont  le  summet 
coincide  avec  celui  du  cone  mobile  et  dont  la  base  soit  le  cercle  fixe. 

712.  Tous  les  points  de  répicycloiíle  considérée  sont  bituós  sur  la  surface  d'une  splière, 
dont  le  centre  coincide  avec  le  point  V  et  dont  le  rayon  S  est  égal  à  VL.  Pour  déterminer 
la  valeur  de  ce  rayon,  transportons  Forigine  des  coordonnées  au  point  V,  en  posant  pour 
cela  Z  =  z-\-h,  h  étant  une  quantité  qu'on  va  déterminer  ensuite. 

Nous  avons 

S-'  =  x^  +  f-  +  Z-\ 
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et  par  conséqiient 


S2  =  p2 _|_ 2r2 _ 2í-2 COS -^ Ô - 2p)-  (l  —  cos -^ d\ cos ( 
+  A2  +  2/»-('l-cos-?- 


or  cette  expression  doit  être  indépendante  de  6;  donc  il  vient 


Ã  = 


p  cos  (O  —  r 


et  par  conséquent 


sm  O) 


\       sino)       / 


743.     Pour  détenniner   la  grandeur  s  des  ares   de  répicycloide  considérée,   remarquons 
qu'on  a 

dí3C  í  o     \ 

~^rr  =  —  o  sin  6  +  ?•    1  —  cos  —  6  )  cos  to  sin  Ô 
df)  '  \  ri 

—  p  sin  ^-  6  cos  w  cos  6  + ''  sin  -*-  6  cos  6  -j-  p  cos  -!-  6  sin  6, 


-^  =  p  cos  6  —  r  í  1  —  cos  —  6  )  cos  oj  cos  6 


—  p  sin  —  6  cos  Cl)  sin  6  +  r  sin  —  6  sin  6  —  p  cos  —  6  cos  6, 

dz  .     p  ^    . 

—YT  =  p  sin  -!-  o  sin  O), 
M       ^         r 


et  par  conséquent 


tís2. 


ou 


A  +  B  cos  -  -  9  —  r-  cos^  -^  6  sin"^  m 


A  =  2p2  +  )•-  cos-  (u  +  '■"  —  4pr  cos  to, 
B  =  —  2p2  —  2r-  cos^  (O  +  4í-p  cos  co. 


tzes 


En  posant  maintenant  cos  — 6  =  <^  il  vient 


ãs  = 


■-\/'- 


2  <2  sinno-Bi-A 


c?i! 


^7V  íTr 


sin*  O)  —  B 


ãt 


ou 


ou 
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r^  sin'  CO  —  B 

1^  ^^  ã      '     5 


En  intégrant,  on  a 

s  =  —  sm  tu  /  -  =  —  sin  to  (  ^t'  +  (A;  -{-  1  j  t  +  A. 

P  ;    l/(t+í)(t  +  k)         P  ( 


1 


+  -^(/c-l)Iog[/.+  l+2í  +  2i/í»  +  (/c+l)<  +  Â:]    , 


et  par  suite 


I  =  —  Bin  tu 
P 


\/(i08^--te  +  (k+\)(ios-^e  +  k 


-|-i-(/c_l)logÍA;-h  l+2cos-^e  +  2y/cos2Í-e-f-(A;-l-l)co8-^e+A- 

La  rectification  de  répicycloide  sphérique  dépend  donc  des  logarithraes,  sauf  quand  A  =  1, 
ou  co8to  =  — .  Ce  cas  singulier  a  lieu  quand  le  rayon  r  du  cercle  mobile  est  ógal  à  AT, 
c'est-à-dire  quand  le  centre  du  cercle  mohile  coincide  avec  celui  de  la  sphère;  et  on  a  aiors 

s  =  —  sin  to  ( cos  —  6  +  1 ) . 

p  \        r  / 

Si,  dans  ce  dernier  cas,  le  rapport  -^  est  rationnel,  c'est-à-dire  si  répicycloide  est  algé- 

brique,  elle  est  rectifiable  algébriquement.  Cest  le  seul  cas  oii  répicycloide  sphérique  est  une 
solution  du  problème  d'OfFenbourg  (Jean  Bernoulli:  1.  c). 

544.     L'équation  du  plan  normal  à  répicycloide  au  point  M  est 
í  1  —  cos  ■^6j(r  cos  tu  —  p)  (X  sin  6  —  Y  cos  6) 
+  sin  —  6  (?•  —  p  cos  to)  (X  cos  6  -f-Y  sin  6) 
4-  pz  sin  —  6  sin  to  =  o  (r  —  p  cos  to)  sin  —  6. 
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Cette  équation  est  évidemment  satisfaite  quand  on  pose  X  =  p  cos  6,  Y  =  sin  6,  et  par  con- 
séqiient  le  plan  normal  à  la  courha  au  point  M  pafse  par  le  2}oinf  A  de  contact  dn  cercle  mo- 
bile avec  le  cercle  fixe. 

On  peut  déduire  de  ce  tliéorème  un  moyen  de  tracer  la  tangente  à  répicycloule  au  point  M, 
employé  par  Hachette  dans  la  Corresponãance  sur  VEcole  Polijlechmque  (t.  ii,  1809-1813, 
p.  22):  cette  tangente  coincide  avet-  !'intersection  du  plan  tangent  au  point  M  à  la  splière  qui 
contient  ia  courbe,  avec  !e  plan  tangent  au  niênie  point  à  la  splièie  qui  a  le  centre  à  A  et 
qui  a  pour  rayon  la  distance  de  A  à  M.  Ce  même  problème  a  été  résolu,  dans  le  i'ecueii 
raentionné  (t.  ii,  p.  27  et  87),  par  Gaultier  au  moyen  de  la  méthode  de  Roberval. 


IV. 
La  loxodromie. 


745.  On  appelle  loxodromie  la  courbe  spbérique  qui  coupe  tous  les  grands  cercles  pas- 
sant  par  les  mêmes  pôles  P  et  P'  sous  un  angle  constant  V. 

Désignons  par  O  le  centre  de  la  splière,  par  M  et  Mi  deux  points  de  la  loxodromie  et 
par  S  le  point  oíi  1«  parallèle  passant  par  M  coupe  le  méridien  passant  par  M).  On  trouve, 
en  cousidérant  le  triangle  MMiS, 

M,S        sinMiMS 


MS        sinMMiS 

Mais,  en  prenant  pour  unité  le  rayon  de  la  splière,  en  représentant  par  o  la  longitude  et 
par  6  la  colatitude  de  M,  rapportée  au  pôle  P,  et  en  remarquant  que  le  rayon  du  parallèle 
mentionnó   est  égal  à  sin  6,  on  a,  quaiid  le  point  Mi  tend  vers  le  point  M, 

,.      M,S       ,       ,         MS  ,       ,.    sinMiMS      ,       ,.     sinMM,S      , 

lim   ,  ,,, ,  =1,     hm -^ — ,r— -j — =1,     lim ^^^=1,     lim -. — r-, —  =  1. 

\dO\         '  smei^tf^!        '  cosV  '  sinV 

Donc,  si  Ton  compte  les  longitudes  de  manière  que  tp  augmente  quand  6  décroit,  on  a 

d'íi  =  —  tang  V  — -. — T-  • 
^       sin  fi 

VOL.    V  TT 
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En  intégrant  cette  équation,  on  obtient  cette  ;iutre: 


ou 


1  ^ 
tang  -j  % 

?  -  %  =  'ang  V  log ^ , 

tang  -5-  e 


qui  est  Téquation  de  la  loxodroniie,  rapportée  aux  ooordonnées  sphériques. 

En  prenant  pour  premier  méridien  celui  qui  passe  par  le  point  oíi  la  courbe  coupe  l'éqiia- 
teur,  cette  équation  prend  la  forme  plus  siinple 

(2)  tp  =  —  tang  V  log  tang  —  6. 

On  voit  au  moyen  de  cette  équation  que  '^  augmente  constamment  et  tend  vers  Tinfini, 
quand  6  décroit  constamraent  et  tend  vers  zero;  donc  la  courbe  fait  un  norabre  infini  de  cir- 
convolutions  autour  du  pôie,  en  s'approcbant  constamment  de  ce  point,  qui  en  est  un  point 
asymptolique. 

On  obtient  les  coordonnées  cartésiennes  des  points  de  la  loxodromie  au  moyen  des  équa- 
tion s 

a;  =  sin  6  cos  tp,     ?/ =  siti  6  sin  o,     z  =  cos6, 

d'ou  il  resulte,  en  désignant  par  p  le  vecteur  de  la  projection  du  point  (x,  ?/,  z)  de  ia  courbe 
3ur  le  plan  xy,  p  =  sin  6,  et  ensuite,  en  éliminant  6  de  cette  équation  au  moyen  de  l'équa- 
tion  (2), 

2 

p  =  — i -, —  ,      h  =  cot  V. 

Pourtant  Ja  projection  de  la  loxodromie  fttr  le  flan  de  l' équateiir  est  une  spircãe  de  Poinsot 
(n."  481). 

746.  La  rectification  de  la  loxodromie  dépend  de  celle  de  la  circonférence,  comme  on 
va  le  voir. 

Considérons  encore  le  triangle  MMiS.  En  procédant  comme  au  n."  précédent,  on  trouve 
la  relation 

ás. cos  V  =  f/6, 
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s  représentant  les  ares  de  la  loxodroniie,  d'uu  il  resulte,  eii  intógrant, 

s  cos  Y  ^  6\  —  Ôq, 

relation  qui  determine  la  longueur  de  i'arc  de  la  courbe  considérée  compris  entre  les  points 
dont  la  colatitude  est  respectiveinent  6„  et  6. 

On  determine  aussi  aisément  la  valeur  S  de  Taire  balayée  par  Tare  d'un  parallèle  com- 
pris entre  la  loxodromie  et  le  itiéi'idicn  passant  par  le  point  oíi  elle  coiipe  l'éqiiateiir,  quand 

la  colatitude  du  parallèle  varie  depuis  -  ■  jusqu'à  0. 

En  reprenant,  en  effet,  les  eonsidérations  qu'on  emploie  pour  établir  directement  la 
formule  cdassique  pour  révaluatioii  des  surfaces  de  révolution,  on  voit  que  la  diíFérentielle  de  S 
a  pour  expression 

rAS  =  c;  sin  9  ãd. 
Donc 

r"  1  /  1 

S  =  —  tang  V  /     log  tang  -^  O  sin  f)  dd  =  tang  V  (cos  6  log  tang  —  P  —  log  sin  6 


747.     La  projection  stéréographique  de  la  loxodromie,  vue  d\in  des  póles  P  ou  P',    est  une 
spirale  logarithmique. 

Soient  M  un  point  de  la  loxodromie  (fi(j.  167),  P'  le  centre  d'inversion  et  C  le  point  cor- 
respondant  à  M.  II  resulte  d'une  propriété  des 
projections  stéréographiques  (n."  706)  que  la 
courbe  décrite  par  C,  quand  M  décrit  la  loxo- 
dromie, doit  couper  le  vecteur  de  C  sous  un 
angle  V.  Pourtant  ce  point  décrit  (n."  -476) 
une  spirale  logarithmique. 

On  peut  obtenir  directement  cette  ]iropo- 
sition  de  la  manière  suivante. 

Menons  par  M  Ia  perpendiculaire  MN  à  OP 
et  représentons  parr  le  vecteur  OC  du  puiiit  C. 
On  a 

CO        OP' 

MN"""FN"'     ^M  =  sinÔ,     NO  =  cos  6, 

et  par  conséquent 


sin  6       1  -|-  cos  I 


3ÕG 


Donc 


sin  6  1    „       -/'? 

=  tang  r^  6  =^e 


1  +  cos  e  °  2 

En  se  basant  sur  Ia  proposition  qu'on  vient  de  démontrer,  on  peiít  derivar  de  quelques- 
unes  des  propriétés  de  la  sjjirale  logarithinique  des  propriétés  correspondantes  de  la  loxo- 
dromie.  Signalons  celies  qui  correspondent  aux  propriétés  dont  jouit  la  spirale  logarithmique, 
d'avoir  poiír  podaire  et  pour  caustiqne  par  réflexion  la  même  spirale  dans  une  autre  positioii, 
savoir: 

1."  Si  par  le  pule  P'  ou  mene  un  cercle  tangent  à  la  loxodromie  à  lui  poiíit  M  et  un  grand 
cercle  perpendiculai  re  à  celui-là,  le  lieu  des  positions  prises  par  le  second  point  dintersection 
de  ces  dextx  cercle-",  qitand  M  varie,  est  une  loxodromie, 

2°  Si  par  le  j)óle  P'  et  par  le  point  M  de  la  loxodromie  on  fait  passer  uh  grand  cercle  (C), 
un  cercle  (C|)  perpendiculaire  à  la  même  courhe,  et  un  cercle  (C2)  tel  que  1'angle  de  (Cj)  et 
(Ci)  soit  égal  à  1'angle  de  (C)  et  (Ci),  1'enveloppe  des  j^o^itioiís  que  (C-i)  prend,  quand  le 
point  M  varie,  est  une  loxodromie. 

En  représentant  par  pi  la  distauce  dii  pule  P  au  point  oii  la  droite  MO  eoupe  le  plan  tan- 
gent à  la  splière  au  point  P,  on  a 

o 

pi  =  tango  = 


g/ic?  _  g-/,9 


donc  /(/  perí^jjective  de  la  loxodromie  sur  le  2>lan  tangent  á  la  spliere  au  pôle  P,  vue  du  centie 
de  cetie  s-phere,  est  une  spirale  d(_s  cosécants  hyj)erholíqucs  (n."  483). 

"48.  La  loxodromie  a  eu  une  grande  importance  dans  rancieime  Naiitique,  car  c'était  la 
ligne  paroourue  par  un  vaisseau  sur  la  nier.  Elle  a  été  étudiée  pour  la  première  fois,  sous 
le  num  de  ligne  du  ruml,  par  P.  Nunes,  dans  son  Tratado  em  defensam  da  carta  de  marear, 
paru  en  lõijT,  et  plus  tard,  en  1546,  dans  le  traitó  De  arti  atque  ratione  navigandi.  II  s'en 
est  oceupé  encore  dans  le  livre  De  regulis  et  instrumentis  anis  navigandi,  piiblié  dans  les 
Pelri  Nonii  Sahiciensis  Opera  {Basileue,  lõG6).  L'illustre  géomètre  portugais  a  determine 
la  forme  de  la  courbe  et  s'est  occupé  des  questions  de  navigation  ou  elle  iiitervient.  Ces 
mêmes  questions  ont  été  considérées  plus  tard  par  Stevin,  en  1608,  dans  un  écrit  intitule: 
Wisconstige  Gedacliteni^sen,  A  nt  une  traduction  française  annotée  a  été  publiée  en  1634  par 
Albert  Girard  dans  le  tome  II  des  Oeuvres  maihématiques  de  Simon  Stevin;  et  par  Snellius, 
en  1624,  dans  Touvrage  intitule:  Tijphys  B<itavus,  ou  la  désignation  einployée  par  Nunes  est 
remplacée  par  celle  de  loxodromie.  Dans  1  intervalle  de  1624  à  1668,  la  loxodromie  a  été  encore 
considérée  dans  (juelques  ouvrages  sur  la  navigation,  mais  on  n'a  rien  ajouté  d'essentiel  à  sa 
théorii-;  eependant  011  en  a  perfectionné  Texposition.  On  peut  voir  Tanalyse  de  ces  travaux 
dans  les  Sludien  zur  Gescliichte  der  Math.  und  Phg.  Geographie  (Halle,  1879)  de  M.  Giinther, 
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ou  dans  le  coinpte  reudii  iiiinutieiíx  que  M.  Brocard  a  doiiné  de  cet  ouvrage  dans  le  BuUetin 
des  Sciences  mathématiques  (1879,  1.'  partie,  p.  486). 

Dans  les  preniiers  travaux  sur  Ia  loxodromie,  oii  calculait  la  diíFérence  tp  —  cJq  des  longi- 
tudes de  deux  points  M  et  Mi  de  Ia  courbe  au  moyeii  de  la  résolution  d'nne  série  de  triangles. 
En  eflFet,  en  représentant  par  (cpi,  6i),  ('^2,  Oi),  ...  les  coordonnées  sphériques  d'une  série  de 
points  M',  jM",  ...  de  la  courbe,  situes  entre  les  points  M  et  Mi,  et  en  traçant  les  méridiens 
qui  passent  par  M',  M",  ...  et  les  parallèles  qui  passent  par  M,  M',  ...,  on  obtient  une 
série  de  triangles,  qu'on  pt-ut  considérer  cuniuie  rectilignes,  si  les  distances  MM',  M'M",  .  .  . 
sont  assez  petites.  Or,  en  résolvant  ces  tiiangles,  on  trouve,  approximativement. 


■fg  =  tang  V 


61  — Ô|,        di  —  6i 


sin  61 


Si  Tou  dunne  a\ix  points  M',  M"  .  .  .  une  position  telle  que  Ia  distanee  entre  deux  points 
conséciítits  soit  constante,  on  a 


?- 'fo  =  (^1-^0^  tang  V 


Ofl       sin  Oi 


h;^-]- 


Cette  formule,  dont  resulte  imuiédiatement  Ia  formule  (1),  est  la  traduction  de  Ia  méthode 
qu'on  employaií  pour  le  calcul  de  'f  —  'i,,.  On  réduisait  ainsl  le  calcul  de  cette  quantité  à  celuf 
d'une  somme  de  coséccants,  et,  pour  siraplifier  ce  calcul,  Snellius  a  construit  une  table  de 
cf-8  souinies. 

Plus  tard,  en  1668,  le  cabníl  de  o  —  Og,  a  été  réduit  à  celui  de  Taire  de  Thyperbole,  et 
par  conséqnent  nu  calcul  logarithmique,  par  James  Gregory,  dans  ses  ExerciUiiiones  geome- 
triciie.  Cette  réduetion  a  été  retrouvée,  sous  une  forme  analytique,  par'  Leibniz,  qui  Ta  ex- 
posée  en  161)1  dans  les  Acta  eruditoriim  (Oj/era,  t.  iii,  p.  241),  et  Ta  coniniuniquée  à  Huygens 
en  deux  lettres  de  cette  niêrae  année  (Oeuvres  de  Huygens,  t.  x,  p.  111  et  161).  Dans  la 
róponse  à  ci-tte  lettre  (1.  c,  p.  185),  Huygens  a  atliré  Tattention  de  Leibniz  sur  la  priorité 
de  Janies  Gregory  dans  cette  invention. 

La  loxodromie  a  été  considérée  encore  par  Jaeques  Benioulli,  qui  en  a  indique  en  1691, 
dans  les  Acta  eruditorum  (Opera,  t.  1,  p.  444),  une  construction,  moins  simple  que  celle  qui 
resulte  (le  la  formule  (2),  et  qui  a  determine  Taire  de  Tespace  sphérique  compris  entre  Ia 
loxodromie,  lóquateur  et  un  méi-idien. 

La  i-eialion  entre  la  loxodromie  et  la  spirale  hjgarithraique  indiquée  au  n."  747,  a  été 
dócouverte  ]).ir  Halley,  qui  Ta  publiée  en  1686  dans  les  Philosophical  Transactions  of  the 
London  Rogai  Socicty,  oii  il  a  appellé  cette  dernière  ligne  spirale  prop>ortionnelle. 

La  doctrine  générale  sur  les  courbes  sphériques  exposée  par  Gudermann  dans  VAncdy- 
tiche  Sphãrik  [Kíjln,  1830)  a  été  appliquée  à  Ia  loxodromie  par  lui-même  {Journal  de  Crelle, 
t.  XI,  IS.JO,  p.  394)  et  par  D'Arrest  {Aistronomische  Nachrichten,  1853,  p.  3õl)  Les  théo- 
rèmes   énonccs   par   cet   illustre   astronome   ont   été  reproduits    dans    les   Nouvelles   Annales 
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(1855,  p.  396).  Vannson  a  doiiné,  dans  ce  même  reciieil  (1861,  p.  227),  Ia  déinonstration  de 
quelques-uns  de  ces  théorèmes. 

Parini  d'anti'es  travaux  conaacrés  à  la  loxodroniie,  nous  mentionnerons  encore  la  Loxo- 
dromische  Trigonometrie,  ouvrage  publié  en  1849  par  Grunert. 

749.  Considérons  raaintenant  une  surface  de  révolution  quelconqiie.  On  appelle  encore 
loxodromie  la  courbe  qui  coupe  les  méridiens  sons  un  angle  constante  V.  On  peut  déterminer 
cetto  ligne  au  moyen  de  sa  projection  sur  nn  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  révolution,  et 
on  obtient  Téquation  difFérentielle  de  eette  projection  de  la  luanière  suivante. 

Prenons  pour  axe  des  z  Taxe  de  révolution  de  la  surface  et  par  axes  des  x  et  des  y  deux 
droites  perpendieulaires  l'une  à  Tautre,  situées  dans  le  plan  de  projection,  et  réprésentons 
par  z=f{Vx'^-\-y^)  Féquation  de  la  surface.  On  a,  en  désignant  par  tp  et  p  les  coordonnées 
polaires  de  la  projection  du  point  (o;,  y,  z)  sur  le  plan  xy.  et  par  s  et  si  les  ares  de  la  loxo- 
dromie et  du  méridien  de  la  surface, 

ds^  =  df  +  p3  df  +  dz\      dz^  +  rfp'  =  ds^^. 

Mais,  en  considérant  le  triangle  forme  par  un  are  de  Ia  loxodromie,  par  le  méridien  qui 
passe  par  Tune  des  extrémités  et  par  le  parallèle  qui  passe  par  Tautre,  et  en  procédant 
comme  au  n.°  746,  on  trouve 

ãst  =  cos  VíZs. 

En  éliminant  maintenant  ds,  dm  et  dz  entre  les  équations  precedentes  et  Féquation 
dz=f'(f)drj,  on  obtient  Féquation  différentielle  cherchée: 


(3)  á'f  =  tangV-v/l+/'í(p)rfp, 

d'ou  Fon  déduit  Féquation  de  la  projection  considérée  au  moyen  dune  quadrature. 
Les  formules  procedentes  donnent  encore  celle-ci: 


qui  peut  être  einployée  pour  rectifier  la  courbe. 

Eln  tenant  eompte  de  la  relation  pí7'^  =  sinV.  ds,  on  voit  que  la  différentielle  de  1'aire  de 
Fespace  sphérique  compria  entre  la  loxodromie  considérée,  un  méridien  et  deux  parallèles, 
est  déterrainée  par  Féquation 

dS  =  sin  V  cos  V  sds, 
par  laquelle  on  obtient  S. 
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Dont-,  si  la  eourbe  méridienne  de  la  surface  donnée  est  rectijiable,  la  loxodromie  1'est  aussi, 
et  1'aire  S  est  quarrable. 

Les  loxoilromies  tracées  siir  uno  surface  de  révolution  quelconque  ont  été  étudiées  pour  la 
première  fois  par  Wallz,  en  1741,  dans  un  éerit  publié  dans  les  Acta  eruditorum  sous  ce 
titre:  Disquisitio  de  curva  luxodromica  in  superficie  solidi  cujuscunque,  rotatione  cttrvae  circa 
axeni  suam  geniti  etc.  Les  mêmes  lignes  ont  été  considérées  plus  tard  par  Gergonne 
dans  un  travail  inséré  aux  Annales  de  Mathématiques  (t.  vili,  1817-1818,  p.  1^5),  ou 
il  a  obtenu  Téquation  difterentielle  de  la  projection  de  ces  lignes  sur  un  plan  perpendi- 
culaire  à  Taxe  de  révolution  écrite  ci-dessus.  La  même  équation  a  été  retrouvée  par 
Aoust  (Journal  de  Liouville,  1846,  p.  187)  et  par  M.  Laisant  (Notivelles  Annales,  1874, 
p.  Õ71)  au  nioyen  d'une  analyse  plus  simple.  La  théorie  générale  des  loxodromies  a  óté 
encore  Tobjet  dun  opuscule  de  Boyiuanii  intitule:  De  lineis  loxodromicis  in  superficiebus 
(Berlin,  1839).  Pai-ini  les  travaux  plus  récents  consacréa  aux  mêmes  lignes,  nous  meniion- 
nerons  encore  une  Note  de  M.  Pirondini,  publiée  dans  les  Nouvelles  Annales  (1888,  p.  486), 
ou  il  obtient  réquation  de  ces  courbes,  quand  on  en  determine  ehaque  point  au  moyen  des 
ares  u  et  V  dii  méiidien  et  du  parallèle  qui  s'y  coupent,  compris  entre  ce  point  et  un  méridiea 
et  un  parallèle  fixes,  et  oii  il  determine  la  eourbe  méridienne  de  la  surface  correspondant  à 
une  loxodromie  donnée. 

Les  ligne5  loxodromiques  des  surfaces  du  second  ordre  ont  été  spócialeraent  considérées 
par  Walz  et  Gergonne  dans  les  travaux  mentionnés,  par  Maupertuis  dans  les  Mémoires  de 
VAcadémie  des  Sciences  dé  Paris  (1744,  p.  462),  et  par  Boymann  dans  deux  écrits  inseres 
aux  Archiv  der  Mathematih  und  Phi/sik  (1."  série,  t.  VII,  1846,  t.  Xiil,  1849).  Dans  ce  cas 
réquation  (.3)  est  intégrable.  Les  lignes  loxodromiques  du  cylindre  et  du  cone  de  révolution 
seront  étudiées,  sous  le  nom  íVhélices,  dans  le  chapitre  suivant. 


La  cliainettc  sphírique. 

750.  La  chatnefte  sphérique  est  la  eourbe  d'équilibre  d'un  til  pesant,  homogène,  flexible 
et  inextensible,  pose  sur  une  spbère,  sur  laquelle  il  peut  glisser  sans  frottement,  et  attaclié  par 
869  extréniités  à  deux  points  fixes  de  cette  sphère. 

Le  problèrae  de  la  détermination  de  cette  eourbe  a  été  étudió  pour  la  première  fois  par 
Bobillier  dans  les  Annales  de  Gergonne  (t.  XX,  1829-1830,  p.  153).  La  même  question  a  été  pro- 
posée  en  1834  par  Gudermann  dans  le  Journal  de  Crelle  (t.  xr,  p.  200),  et  a  été  considérée 
à  la  même  annóe  par  Minding  dans  ce  même  recueil  (t.  XII,  p.  179),  ou  il  a  donné  Téquation 
différentielltí    de  cett^s  eourbe,    et  ou  il  a  établi,  au  moyen    du  Calcul   des  variations,    qu'elle 
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coirn-ide  avec  celle  qu'on  obtient  quand  on  cherche,  parmi  les  courbes  sphériques  de  même 
longueur,  aboutissant  anx  deux  points  fixes,  celle  dont  le  centre  de  gravite  est  le  plus  bas. 
Plus  tai'd,  en  1846,  ia  courbe  a  été  étudiée  par  Gudermann,  dans  un  beau  méraoire  intitule: 
De  curvis  catenariis  sphaericis  ãissertatio,  insóró  au  le  tome  xxxui  dii  Journal  de  CreUe, 
oú  Téminent  géomètre  en  a  exposé  les  principaies  propriétés  géométriques  et  raécaniques. 

En  prenant  poiír  origine  des  coordonnées  le  centre  de  la  sphère,  et  en  désignant  par  '^ 
et  r  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  dii  point  (a;,  ?/,  z)  de  la  courbe  sur  le  plan  xy 
et  par  n  le  rayon  de  la  sphère,  on  peut  représenter  cette  courbe  par  l'óquation  différentielle 

(1)  c?'f  = ^"    ,^  dz,     Z=(z-kf-(a^-z^)-A^, 

et  par  Téquation  r'^  =  a'^  —  z^,  ou  ^  et  A  sont  deux  constantes. 

Nous  n'exposerons  pas  ici  les  considérations  par  lesquelles  on  obtient  ces  éqiiations.  On 
peut  les  voir  dans  les  mémoires  de  Minding  et  Gudermann  et  dans  quelques  traités  de  Meca- 
nique,  parmi  lesquels  nous  signalerons  eelui  de  M.  Appell  (Traiíé  de  Mécanique  rationnelle, 
.  t.  I,  p.  202). 

Représentons  par  a,  p,  -(•  et  ô  les  racines  de  léquatioii  Z  =  0,  et  remarquons  que,  pour 
que  tp  soit  réel,  il  faut  que  deux,  au  moins,  de  ces  racines  soint  réelles.  Si  les  racines  a  et  ^ 
sont  réelles  et  les  deux  autres  imaginaires,  le  radical  qui  figure  dans  Féquation  (1),  est  réel 
quand  z  est  compris  entre  a  et  |5,  et  imaginaire  dans  le  cas  contraire,  et  par  conséquent  les 
valeurs  de  z  doivent  être  prises  entre  a  e t  p ;  alors  la  courbe  correspondant  à  la  branche  de 
fonction  tp  délinie  par  l'équation  (1)  et  par  la  eondition  de  tp  prendre  la  valeur  tp^,  quand  z=Zoi 
est  comprise  entre  les  cercles  qui  résultent  de  Tintersection  de  la  sphère  avec  les  plans  z  =  a 
et  z  =  P,  et  elle  a  ses  sommets  sur  ces  cercles.  On  voit  par  des  considérations  analogues  à 
celles  qu'on  a  exposées  au  n."  449,  à  propôs  d'une  question  qui  mène  à  une  analyse  sem- 
blable:  1."  que  cette  courbe  fait  une  suite  d'ondulations  égales  entre  les  deux  parallèles  con- 
sideres, et  que  le  niéridien  passant  par  un  sominet  quelconque  est  un  plan  de  syraétrie  de  Tare 
compris  entre  les  deux  sommets  voisins  ;  2."  que  la  difí"érence  des  longitudes  de  deux  points 
de  contact  consécutifs  de  la  courbe  avec  les  parallèles  mentionnés  est  égale  à  Tintégrale, 
prise  entre  les  limites  a  et  P,  du  second  membre  de  réquation  (li  ;  .S."  que  la  eondition  pour 
que  la  courbe  soit  fermée,  c'est  que  le  rapport  de  cette  difFérence  à  ti  soit  i-ationnel. 

Si  les  quatres  racines  «,  |3,  y  et  8  sont  réelles  et  si  8  >y>|5>c(,  la  fonction  l/Z  est  i-éelle 
quand  la  variable  z  est  comprise  entre  a  et  j5,  et  quand  elle  est  comprise  entre  -f  et  (5;  et 
alors  la  courbe  est  plaeée  entre  les  plans  z  =  a  et  z  =  jB,  quand  z^  est  compris  entre  a  et  P, 
et  elle  est  plaeée  entre  les  plans  s  =  y  et  z  =  S,  quand  Zq  est  compris  entre  y  et  ã. 

Les  racines  a,  p,  y  et  6  peuvent  être  obtenues  immédiatement  quand  h  =  0.  La  chainette 
correspondant  à  ce  cas  particulier,  nommée  chauidte  paraholique,  a  été  étudiée,  avant  la  publi- 
cation  du  mémoire  de  Gudermann,  par  Perger,  dans  la  dissertation  inaugurale:  De  curva 
catenaria  sphaerica  parabólica  .{Berolini,  1838). 

La  résolution  de  Téquation  Z  =  0  dans  les  autres  cas  a  été  effectuée    par  Gudermann  et 
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Clebseh  (Journal  de  Crelle,  t.  Lvii,  ]860,  p.  103).    Ce  dernier  géomètre   a    inis   Z    sous   la 
forme  siiivante,  dont  on  constate  aisément  l'exactitude : 

Z  =  —  (2^  -1-  2k  z  sW  s  -i-  k^'  sin2  s  -  «2  cos^  s)  [^z-  —  2kz  cos'-  z  +  k^-  cos^  s  -  a^  sin'-  £), 

ou,  au  lieu  des  constantps  arbitraires  A   et  /í,  eiitrent  les  constantes  k  et  s,    liées  à  celles-là 
par  les  relations 

/^  =  /ccos2E,     A  =  4-(«-  — '•;-)sin2s. 

II  resulte  immédiatement  de  ces  équations  que  deux  des  racinea  de  Z=0  sont  égales 
quand  ksme  =  a  ou  /i;cos£  =  a.  Uans  ces  cas,  Tintégrale  dont  'Zi  dépend  peut  être  exprimée 
par  des  fonctions  élémentaires.  Ces  cas  ont  été  spécialement  consideres  par  M.  Fischer,  dans 
le  Katalog  mathematischer  Modelle  de  L.  Brill. 

Si  les  conditions  precedentes  n'ont  pas  lieu,  il  faut  euiployer  les  fonctions  elliptiques,  pour 
obtenir  Texpression  de  tp.  Cette  ap]ilication  de  ces  fonctions  au  problème  considere  a  été  falte 
par  Gudermann,  dans  le  mémoire  mentionné,  et  plus  tard  par  Clebscli  (I.  c),  Biermann  [Pro- 
hlemata  quaedam  meckanica  funcfionum  eUipficarum  ope  soluta,  Berlin,  1865),  etc.  Nous  en 
allons  nous  occuper,  et,  pour  cela,  mettons  !'équation  (I)  sous  Ia  forme 


df  =  -~ 


dz  dz 


dz         "1 

_{z-a)\/Z         {z  +  a)VZ  J 

Considérons  le  premier  terme  de  cette  égalité,  et  posons 


a  —  2 


a  et  ^  étant  deux  racines  réelles  de  réquation  Z  =  0.  On  a 


dz 


(2 -ri)  v/Z       (2-a)v/(a  — z)(z  — 13)(2  — Y)(2  — ô) 


K 


p-, 


dt  15  —  a  dl 


yt{t^+pt+q)      P-«    (/-a,)v/í(<2+j,í  +  2)J' 


ou 


a  —  a  cí  _  Y        a  —  8  (y  —  a)  (9  —  a) 

K  =  -(P— í)     ^,3-8)    \ 
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Faisons  maintenant  t  =  ti ~p.  On  réduit  réquation  precedente  à  la  forme 

o 


dz 


2K 


{z-a)\/Z 


dU 


dtj         p-g 

/í         p-«  '    (íi-a,)l/T 


ou 


T  =  if,—g,t~<j.,,     al  =  a,  +  ^p. 


gi  et  gi  étant  deux  constantes. 

En  introduisant  maintenant   les  fonctions   elliptiques   de  Weierstrass,  posons   ti  =  pw,   et 
représentons  par  «i  une  raeine  de  Téquation  p!í  =  íii.  II  vient 


dz 


2K 


(a  -  a)  l/z        « ■ 


du  + 


du 


—  a      pjt  —  piti  _ 


Appliquons  maintenant  le  tliéorèrae  de  décomposition  dojiermite  à  la  fonctiou 


1 


pw  — pwi 

et  remarquons,  pour  cela,  qu'elie  a  deux  pôles  »i  et  —  «i  dans  un  parallélogramme  des  pé- 

riodes,    et  que   les   residas   de   cette   fonction   par   rapport   à  ces  pôles    sont   égaux   à  — - 
et , — .  Un  trouve 


P'mi 


p«<i 


et  par  conséquent 


1 


1 


pit  — PMI  pjíl 


S;(H-iíl)-í(M  +  !íO  +  2ÍMl], 


/- 


du 


1 


a  (u  —  Hl) 


pu  — pwi        p'?t) 
Nous  allons  cliercher  maintenant  la  valeur  de  p'iíi.  Pour  cela,  remarquons  qu'on  a 


li 


1 


:=:  v/z  "    A  ' 


et,  d'un  autre  côté, 
1 


Hm 


im 


z=a  l/Z        P  -  «  <=»,  {''t  (t-  +  pf+q) 

2K     ,       (''-T^  +  '/  2K    .. 

luu 


lim 


'  —  «  í,=a;    ^/4íí'  —  git  —  g.2  «  —  ?  «=«, 

2K       (ai-fl)"^        2K(a-p) 


P'm 


«  — P         P'»i  (p-a/-p'M,  ' 
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dor 


1  (p  -  g)-  i 

p^~    2AKlp-aj 


Pourtant  on  a 


et  par  suite 


De  même 


011 


Donc 

(2) 


ou 


/dtc 
pií  — piti 


1  —  «)2  i 


2AK  (p  -  a) 


r        dz  2K i_ 

J  (z-a)\/Z  ~    "  -  í  "  "  A 


log  ——- f-  +  2it  íííi 


ff  ('«  —  til)    ,   „    „ 


f       dz         _ 

J  (z  +  a)[/Z~ 


2K  t 


(z  +  «)l/Z  P  +  «  A 


3(?e  +  "i) 


losr h  2it  í,íí-2 


a  -f  a  ,1 

CTa  = rir  5     p!'-3  =  0-2  ^--T^i'• 


a+,S 


cp -»„  =  /.!«  -—log 


í  O  (!í  —  íí))  O  (m  -|-  Ha) 


2  a  (?t  +  Ml)  o  (?í  —  tt-2 ) 


>.  =  KA 


~^+l(Zu-2  —  ZUi 


On  a  en  même  temps 
(3) 


p«-irF+l 


Nous  avons  ainsi  deiix  formules  qui  déterminent  cp  et  s  en  fonction  du  paramètre  h. 

M.  Appell  a  donné,  dans  le  Btdletin  de  la  Société  mathématique  de  France  (t.  XIII,  1885, 
p.  65)  une  autre  solution  três  remarquable  du  problema  considere;  il  a,  en  effet,  exprime  les 
coordonnées  des  points  de  la  courbe  par  des  fonctions  elliptiques  uniformes  d'un  paramètre, 
comme  on  va  le  voir. 

En  éliminant  a  —  a  entre  les  équations 


(p-«)(ptt-|-)  +  a-a 


pwi^ 


P'í- 


-p  -f  1 


T^' 
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et  en  faisant  pw'  =  — j?— 1,  on  trouve 

(B  — a)(pH  — p«i) 
pw  —  pw' 

011,  en  appliqiiant  une  formule  fondamentale  três  connue  de  la  tliéorie  des  fonctions  elliptiques, 

(,3  —  a)  o^w'     o  (m)  +  w)  o  (w)  —  ") 
a-Mi  a  {ii!  +  w)  o  (w'  —  «) 

De  même 

( 8  +  a)  a-í/'    o  (i(2  +  tt)  a  (t'2  —  it) 

2  +  '«  = J- TT^I ^ — Tl T  • 

Q-Ui  a  (ít  +  w)  a  (ti  —  «) 

Mais 

Done,  à  cause  des  formules  precedentes  et  de  ia  formule  (2), 


(4)  x^iy- 


oíq  a»2  a(?i'  + w)  a  (ií'  —  «) 


De  même 
(5) 


'^  aít|  0!í-2  o  (m'  +  u)  a  (u'  —  ii) 


On  déduit  immédiatement  des  formules  (4)  et  (f))  les  expressions  de  x  et  ?/  en  fonction 
uniforme  dii  paramètre  u.  Cest  le  résultat  obtenu  par  M.  Appell,  que  nous  venons  de  trouver 
au  moyen  d'une  analyse  diíferente  de  celle  qui  a  été  employée  par  Téminent  géomètre. 

II  est  à  remarquer  que,  en  des  cas  particuliers,  Tintégrale  dont  dépend  'f  peut  être  pseudo- 
elliptique,  et  la  cliainette  est  alors  algébrique.  Ces  cas  ont  été  étudiés  par  M.  Greenliill  daiis 
un  mémoire  iraportant  inséré  aux  Proceedings  of  the  London  mathematical  Society  (1895, 
t.  XXVII,  p.  123). 

751.  Considérons  un  triangle  iniinitésimal  formo  par  Tare  de  la  cliainette  compris 
entre  le  point  (a-,  y,  s)  et  an  point  iniiniment  voisin,  par  le  parallèle  passant  par  le  premier 
point  et  par  un  méridien  passant  par  Tautre.  On  trouve,  comme  au  n."  74Õ,  en  représentant 
par  6  la  colatltude  du  point  (x,  y,  z)  et  par  V  Tangle  de  la  tangente  à  ce  point  avec  le  méridien 
du  même  point,  a c/6  =  r  cot  V  rf'^ ;  et  par  conséquent,  à  cause  des  relations  3  =  ocos  6, 
r=asin6,  r'^  =  u'^  —  z'  et  de  Téquation  (1), 

cot  V  =  — 7 — 
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Oii  peut  déterminer  par  cette  formule   la  position  de  la  tangente   à   la   courbe   au  point 

732.     Le  tiiangie  qu'on  vient   de  considérer  donne  encore   ac?6  =  ás  cos  V  ;   et  par  suite 
(6)  ds=''^^-'^  dz. 

II  resulte  immédiatement  de  cette  égaiité  que    la  chaiaette   peut   être  rectifiée   au  moyen 
des  fouetioiís  élémentaires  quand  ã  =  0.  On  a,  en  efFet,  alora,  en  posant  z-  =  í, 


r  zdz         a   r  dt  a 


are  sin  — -  +  (J. 


VV— 4A2 


Pour   déterminer   l'arc    compris   entre    deux  sommets  consécutifs  de    la   courbe,    il  faut 
prendre  l'intégraie  entre  ies  limites  —z--{-  va*  — 4A'^  et  —^ ^Va*— 4A*;  la  valeur  de  cet 

íj  ít  Li 

are  est  dono  égale  à  a  -y,  et  par  suite  cette  valeur  ne  dópend  pas  de  celle  de  A  (Gudermann, 
l.c). 

Quand  h  est  différent  de  zero,  on  peut  calculer  s  au  moyen  des  fonctions  elliptiques.  Eu 
procédant  comnie  dans  la  question  procedente,  on  trouve 


ds  =  2Ka 


et  par  conséquent 


Mais  on  a 


{^-h)du  +  {a-<^) 


du 


pu  —  pzt' 


s  =  2Ka  \i[-i~h)u+   "  ,   '^ 
I  p  w' 


'°g~7 — \ — k^  +  SmCíí' 
o(?í  +  m') 


-j-const. 


et,  d'uii  autre  cote, 


lim 


K 


lim 


hm  —;=-  =  —  i, 
z=WZ 


(u  +  ^tf 


2K(cí-|5) 


2K  ,   v«+PP"-y^^)' 

lim- 


p'u 


p'w' 


Donc 


1 


P'm'  2K(p-a) 
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et  par  suite 

. ,       o  (lí  —  u')    , 
s  =  K[  u  —  ai  log r  +  eonat., 

oíi 

Xi  =  2Ka  (^  -  h)  -  2ai  Zu' . 

753.  Voici  maintenant  la  forme  que  prennent  quelques  propriétés  de  la  courlie  énoncées 
ci-dessus,  quand  on  les  déduit  au  raoyen  des  tonctions  elliptiques. 

1."  Désignons  par  2co  la  période  réelie  des  fonctions  elliptiques  qui  entreiít  dans  les  ex- 
pressions  de  tp,  x,  y,  z  et  s.  Si  dans  les  formules  (2)  et  (3)  ou  change  m  en  m  +  2co,  z  ne 
varie  pas,  mais  cp  augraente  de  2Xco,  et  s  aiigmente  de  2>.|io.  Dono  la  courhe  fait  tine  suite 
p'ondulations  entre  deux  parnlleles  de  la  sphère,  et  la  différence  des  longiliiden  de  deux  points 
de  contact  consécutifs  avec  ckacun  de  ces  parnlleles  est  constante  et  égale  à  2"/w(i);  et  la  longueur 
de  Vare  comprís  entre  ces  points  est  égale  à  2Xiid. 

2."  En  changeant  u  en  u-\-2mu>  daus  les  équations  (4)  et  (5),  m  étant  un  nombre  entier, 
et  en  désignant  par  X  et  Y  les  valeurs  qu'alors  prennent  x  et  y,  on  trouve 

X  + 1 Y  =  e'  ™'^"^  (x  +  iy) ,     X  —  i Y  =  e--''"''^"'  [x  —  iy]. 
Donc  la  condition  pour  (jue  la  chainette  soit  une  ligne  ferniée  est 

2í  w/ao  =  2n  ix, 

f  ^  .  ••  j  /^tO  .  1-1 

n  étant  un  nombre  entier,  ou,  en  d  autres  termes,  que  soit  un  nombre  rationnel. 

754.  Gudermann,  dans  le  mémoire  mentionné,  a  considere,  conjointement  avec  la  chai- 
nette, le  lieu  des  pôles  sphériques  des  grands  cercles  tangents  à  cette  courbe.  II  a  fait  voir 
que  ce  lieu  peut  être  represente  par  les  équations 

a{k  +  'hz)dz                            ,        „        , 
a'f  =  -  "      —  ■ 


(a2  -  z2)  \/z-  (a-'  —  0* )  -  ( A  +  hzf 

il  a  envisagé  sur  cette  ligne  les  raêiues  problèmes  que  sur  la  chainette ;  et  il  a  établi  diversas 
relations  entre  les  deux  courbes.  Les  équations  precedentes  se  réduisent  à  celles  de  la  chai- 
nette parabolique  quand  7i  =  0;  donc  le  lieu  des  pôles  sphériques  des  grands  cercles  tangents  à 
la  chainette  parabolique  est  une  chainette  égale  à  celle-là . 

II  est  bon  de  remarquer  que  le  même  géomètre,  dans  ses  travaux    sur    la  Géométrie  de 
la  sphère,  mentionnés  au  n.°  748,  a  donné  le  nom  de  chainette  sphérique  à  la  courbe  repré- 
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sentée  par  les  équations,  rapportées  aiix  coordonnées  sphériques, 

tang  6  = 2 

Poiír  cela  il  n'a  pas  tenu  óvideimnent  eompte  des  propriétés  mécaniques  de  la  courbe,  mais 
seulement  de  la  forme  de  réquation,  analogue  à  celle  de  la  chainette  plane.  11  a  trouvé  quel- 
ques  rehitions  entre  cette  ligne  et  la  loxodromie,  et  entre  la  même  ligne  et  la  cycloide. 

755.  Avant  de  terminer  cette  doctrine,  il  convient  de  reinarquer  que  Bobillier  a  étudié, 
dans  le  inéiuoire  raentionné  plus  haut,  le  problèrae  de  la  chainette  sur  une  surface  quel- 
conque.  II  a  obtenu,  pour  déterminer  la  courbe  d'équilibre  du  fil,  une  équation  diíFórentielle 
du  seeond  ordre,  oii  figurent  z  et  s.  II  a,  en  outi-e,  appliqué  les  résultats  qu'il  a  trouvés  aux 
cas  de  la  clialuette  sur  un  plan  incline,  un  eylindre,  un  cone  de  révolution  ou  une  sphère. 


VI. 
La  courbe  du  peiulule  sphérique. 

756.  Lh  théorie  analytique  de  la  courbe  du  pendule  sphérique  a  beaucoup  d'analogie  avec 
celle  de  la  chainette  sphérique.  Nous  allons  nous  en  occuper,  mais  nous  n'en  considérons  pas 
les  propriétés  mécaniques. 

On  démontre  dans  la  Mécanique  (Appell :  Traité  de  Mécanique,  t.  i,  p.  48Õ)  que,  si  Ton 
rapporte  la  courbe  à  des  axes  orthogonaux  passant  par  le  centre  de  la  sphère,  elle  est  re- 
présentétí  par  les  équations 


(1^  '^'■f  =  ~1, ^^TTrT  '      ■^'  =  "'  -  ^"' 


Aadz 

(z2_a2)\/Z  ' 


ou 

Z  =  (z-/i)(a2-z2)— A2, 

a  représentant  le  rayon  de  la  sphère,   r   et   cf  les  coordonnées  polaires  de   la   projection   du 
point  [x,  y,  z)  sur  le  plan  xy,  et  A  et  A  deux  constantes. 

Les  valeurs  de  z  doivent  être  prises  entre  — a  et  a.  On  voit  par  les  signes  que  Z  prend 
quand  z  =  —  a  et  quand  z  =  —  oo,  qu'une  des  racines  de  Z  =  O  est  comprise  entre  —  a  et 
—  cn.  Par  conséquent,  si  les  deux   autres   racines    étaient   imaginaires,   V7i  serait  imaginaire 


368 


pour  toiítes  les  valeurs  de  z  eomprises  entre  — a  et  a.  Les  trois  racines  de  Z  =  O  do'vent 
donc  être  réelles.  Comine  on  a,  eii  outre,  a,  §  et  f  représentant  ces  racines, 

on  conclut  que  les  trois  racines  ne  peuvent  pas  être  toutes  négatives.  Donc  Téquation  Z  =  0 
a  deux  racines  a  et  p  entre  — a  et  cc  et  une  racine  y  négative.  En  remarquant  maintenant 
que  la  fonction  vZ  est  réelle  qiiand  z  est  compris  entre  les  deux  racines  a  et  p,  et  imagi- 
naire  dans  les  autres  cas,  on  volt  que  la  courbe  est  comprise  entre  les  parailèles  qui  rósul- 
tent  de  Tintersection  de  la  spbère  avec  les  plans  s  =  a  et  0  =  |S,  et  qu'elle  est  tangente  à  ces 
cercies. 

Soit  2q  un  nombre  compris  entre  a  et  p.  En  procédant  comme  dans  une  question  analy- 
tique  semblable  envisagée  ;iu  n.°  449,  on  voit  que  la  courbe  définie  par  les  équations  (1)  et 
par  la  condition  d'être  <f  =  <fo,  quand  z  =  Zg,  fait  une  suite  d'ondulations  égales  entre  les  deux 
parailèles  consideres;  et  que  le  méridien  passant  par  un  sommet  quelconque  est  un  plan  de 

symótrie  de  Tare  compris  entre  les  sommets  voisins.    La  différence   des  longitudes  de  deux 

/P         dz 
7= 
(2S_a2)\/Z' 

a 

et  la  condition  pour  que  la  courbe  soit  fermée,  c'est  que  le  rapport  de  ce  nombre  à  x  soit 
rationnel. 

757.  Nous  allons  maintenant  expriraer  cp  au  moyen  des  fonctions  elliptiques,  et,  pour 
cela,  mettons  la  première  des  équations  (1)  sous  la  forme 


d(p  = 


dz  dz 


2  |_(z  — a)l/Z        (z  + 


iz        1 
a)l/zj 


et  faisons  z  =  f —h. 

o 

On  trouve  d"abord 


dz         _  2i  di 

{z-a)\/Z~        {t  —  aC)\/'\: 


ou 


T  =  4<3  — ^iC  — _9i,     aK=a^-^h., 
et  ensuite,  en  posant  <  =  pw,  pM)=ai, 

dz  2i  dii 


{z  —  a)\/Z       P"-pwi 
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Par  conséquent,  en  procédant  comme  au  n."  750,  on  troiive 

dz  2^ 


r        dz 


(z-a)v'Z       P'«i 
Remarquons  maintenant  qu'ou  a 


og  -- — ■ — -  +  2»  Zm 

o(u-{-tu) 


li 


et,  ã\m  autre  côté, 


a  t/z 


lim  — =  =  —  2i  lim  — =  =  zi  lim 


--=^  í/Z  ,=.a,  »/T        „=„,  P'"      P'« 

Donc  p'ui  =  —  2A,  et  par  suite 


/'         dz 

J  (z-a)^Z 


lo«  —, — : f  +  2m  Cmi 


o   - 


3  (?<  +  Ml) 


De  raême 


f         dz  i   r        a(M  — «-2      ,  „    _ 

7    (z  +  a)v/Z  AL"  a{u  +  ui)  J' 


(z  +  a) 

«2  étant  determine  par  1  équation  p!/2  =  — a  +  -õ-^- 
Donc 


(2) 


ou 


On  a  en  même  temps 
(3) 


l  3(W— !<-))a(!t-}-«i) 

tp  —  '^0  =  Gw  +  —  log  -— — ■ —- , 

'       '"  2  a(u  +  u-2)a(M  —  ui) 

G  =  t(!;ií-2  — íMi). 

1  , 

z  —  -pu — /i. 


Nous  avons  ainsi  les  formules  qui  expriment  --f  et  z  en  fonetion  du  paramètre  u  à  Taide 
des  fonctions  elliptiques.  Mais  on  peut  déduire  de  ces  formules  d'autres  qui  déterminent  les 
coordonnées  des  points  de  la  courbe  en  fonetion  uniforme  de  u. 

Remarquons,  pour  cela,  qu'on  a,  à  cause  de  Tégalité  pui  =  a-\--^h. 


z  —  a  =  pu—  pií)  = 


o(ui  +  u)o(mi  —  m) 


a*u  a^ui 


VOIi.  V      (Fl.  vv) 


vv 
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et  de  luôme,  à  cause  de  Tégalité  pí(-2=-Tp^  —  «^ 


a  (ui  -\-  ii)  a  (?t2  —  u) 

2  +  «  =  P«  —  P»-2  =  - 


Mais 


et  par  con=équent 


De  niêine 


a-v  a-!/2 


,0    — 2í'^        /-'^        _2\  _ — 2/'^ 


(£c  -  Í3/)2  =  í'2  e-^'?  =  («2  -  z"-) 


^-iy 


c"''it  aiíi  aí(2 


£c  +  ly  =  ta(«2  +  «)a(n<-«) ^i  (.,„+g«)_ 
G^fí  aííi  aíí2 

Ces  forimiles  déterminent  a;  et  y  en  fonction  uniforme  du  paramètre  u.  La  formule  (3) 
doiine  z  en   fonction  uniforme  de  u. 

"58.  Considérons,  comme  au  n.°  751,  le  triangie  infinitesimal  forme  par  un  are  de  la 
courbe  considérée  ayant  une  extrémité  au  point  (x,  y,  z),  par  le  parallòle  passant  par  ce  point 
et  [lar  le  méridien  passant  par  le  point  infiniment  voisin,  et  représentons  par  V  Tangle  que 
la  tangente  à  la  première  courbe  au  point  (a-,  ?/,  z)  fait  avec  le  méridien  passant  par  le  point 
de  contact.  On  trouve 

tangV  =  — 7^  • 

t/z 

On  trouve  aussi,  comme  au  paragraphe  752, 

^'  (h  —  z)dz 


S=  a    i    ^^::^ 

J  WZiz- 


■  h) 


Le  caleul  employé  poiír  exprimer  la  longueur  des  ares  de  la  chainette  par  des  fonetions 
elliptiques  (n."  752)  est  applicable  à  la  question  que  nous  considérons  à  présent.  II  faut 
seulement  remplacer  les  valeurs  des  constantes  a,  [i,  y  et  3.,  qui  figurent  dans  les  cak-uls 
exposés  aux  n."'  750  à  752,  par  les  racines  de  Téquation  Z  (s  —  h)  =  {). 

En  représentant  par  2o)  la  période  réelle  des  fonctions  elliptiques  dont  dépendent  les 
coordonnées  x  et  ij  des  points  de  la  courbe  du  pendule  sphérique,  et  en  procédant  comme  au 
n."  753,  on  voit  que  les  propriétés  de  cette  ligne  mentionnées  ei-dessus  prennent  la  forme 
sui  vante: 

1.°  La  courbe  fait  une  suite  d'ondulatiuns  égales  entre  les  parallUes  qui  Umitent  la  zOne 
(jiii  la  contient,  et  la  dtfférence  des  longittidfís  de  d eux  points  de  contact  consécuHfs  avec  un 
mêvie  parallèle  est  égal  ò  2G(o. 
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2."  La  condition  pour  que  le  penãule  décrive  une  ligne  fermée,  c'est  que  —   soit  uu  nombre 

Tl 

rationnel;  dans  les  aulres  cas  il  décrit  une  ligne  faisant  un  nuinbre  injiní  d'ondulations  entre 
les  paralleles  qui  limiient  la  zône  qid  la  contient. 

On  peut  voir  le  mode  de  démontrer  aii  moyen  des  fonctions  elliptiques  d'cauti-es  propriétés 
de  la  courbe  dans  les  travaux  nieiitionnés  au  paragraplie  suivant. 

759.  Le  problème  du  pendule  sphérique  a  été  envisagé  p;ir  Clairaut  en  1735,  dans  les 
Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  de  Paris,  et  plus  tard,  d'iine  iiianière  pias  complete,  par 
Lagrange  dans  le  chapitre  premier  de  riuiitième  section  de  la  Mécanique  analytique.  Le  mêrae 
problème  a  été  contidéré  ensaite  par  Piiiseux,  dans  le  Journal  de  Liouville  (1812,  ]).  517), 
qui  a  déniontré  que  la  difFcrence  des  longitudes  de  deux  sommets  consécutifs  de  la  eourbe  qu'il 

décrit  est  plus  grand  que  -^".  Les  fonctions  elliptiques  ont  été  appliquées  à  ce  problème  par 

Tissot  dans  sa  Tlúse  de  Mécanique,  publice  dans  le  Journal  de  Liouville  (1852,  p.  88),  et 
plus  tard  par  Herraite,  dans  un  écrit  inséré  au  Journal  de  Crelle  (t.  Lxxxv,  1878,  p,  246) 
et  dans  le  fameux  inémoire  Suv  quelques  appUcafions  des  fonctions  elliptiques  (Paris,  1885, 
p.  112),  par  De  Sparre  dans  un  travail  inséré  aux  Annales  de  la  Société  scientijique  de 
Bruxelles  (1884-1885,  p.  82),  etc.  Parmi  les  traités  des  fonctions  elliptiques  ou  de  leurs 
applications  oh.  ce  problème  est  étudié,  noiís  raentionnerons :  Durège,  Theorie  der  ellipt.  fun- 
ctionen  (Prag,  1878,  p.  304);  Halphen,  Traité  des  fonctions  elliptiques  (t.  il,  1888,  p.  126); 
Greenhill,  Les  fonctions  ellipjtiques  et  leurs  applications,  ouvrage  publié  en  1892  en  anglais 
et  traduit  par  M.  Griss  en  1895;  J.  Tannery  et  J.  Mulk,  Éléments  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  (t.  IV,  1902,  p.  176). 


CHAPITRE  XIV. 


SUR  LES  HÉLICES.  SDR  QUELQUES  COURBES  DE  L'HÉLICOÍDE  GADCHE. 


I. 


Les  hélices  cylindriques. 
Les  ligues  de  courbure,  d'ombre,  de  perspective  etc.  de  Tliélicoide  gaúche. 


760.  Considérons  iin  cylindre  droit  ayant  pour  base  APB. 
que  le  point  M  se  déplace  sui-  la  surface  de  ce 
cylindre  de  manière  que,  en  toutes  les  posi- 
tioiís  qu'il  prend,  le  rapport  de  Tordonnée  MP 
et  de  ia  longueur  s  de  l'arc  AP  soit  constant. 
La  courbe  décrite  par  M  est  nommée  une  hélice 
cylindrique,  et,  si  F  («,  y)  =  0  est  Féquation 
de  la  surface  du  cylindre,  les  équations  de  cette  . 
courbe  sont 

F  (*',  3/)  =  O,     3  =  CS. 

761.  On  peut  dóterminer  aiaément  Tangle 
que  les  tangentes  à  l'hélice  font  avec  les  géné- 
ratrices  du  cylindre.  En  efifet,  en  représentant 
par  6  cet  ;nigle,  on  a 


(fig.  168)  et  supposons 

G 


Fig.  168 


cós  6  = 


dz 


v/cZa;2  +  áy  +  dz2  ' 


mais 
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dx'^+df  +  ãz^  =  ds^  +  dz^={l+\)dz^; 


donc 

cos  6  = 


Donc  Vhélice  coupe  les  genérairices  dti  cylindre  sons  un  angle  constant. 

II  est  bien  facile  de  voir  que,  réciproquement,  (oute  courbe  dont  les  tangentes  font  un 
angle  constant  avec  une  droite  donnée,  est  une  hélice  cylindrique. 

En  effet,  en  prenant  poiír  axe  das  z  la  droite  donnée,  la  courbe  peut  être  représentée 
par  les  équations 

=  c,     Fia;,  w)  =  0: 
S/dx^^  +  dr/^dz^ 

et,  en  désignant  par  s  ia  longueur  de  Tare  de  la  base  du  cylindre  represente  par  la  seeonde 
équation,  compris  entre  un  point  fixe  et  ie  point  {x,  g),  on  a 

dx^  -\-  dy^  =  ds^ . 
Donc 

(1  -  C-)  fZs-  =  c2  ds"',     F  (se,  y)  =  O, 

et  par  suite,  en  intégrant, 

z=^==^s  +  z(,     F(a;,  ?/)  =  0. 
v  1  —  c' 

II  resulte  de  ces  équations  que  la  courbe  considérée  est  une  hélice. 

762.  Les  hélices  cylindriques  sont  les  lignes  géodésiques  des  stirfaces  cylindriques  sur 
lesquelles  elles  sont  placées. 

En  effet,  si  Ton  développe  la  surface  cylindrique  considérée  sur  le  plan  tangent  au  point  A 
(fig.  168),  la  transforraée  de  Thélice  coupe  les  transformées  des  génératrices  du  cylindre 
suivant  un  angle  constant,  et,  comme  ces  dernières  droites  sont  parallèles,  la  transfonnée  de 
riiélice  est  une  droite.  En  observant  maintenant  que  Tare  dune  courbe  situe  sur  un  cylindre 
et  Tare  correspondant  de  la  transformée  sont  égaux,  on  conclut  que  les  liélices  cylindriques 
sont  les  lignes  géodésiques  de  cette  surf;ice. 

763.  En  prenant  Tare  s  pour  variable  indépendant,  on  peut  raettre  les  équations  de 
l'hélice  sous  la  forme 

(1)  «='■?(«),        2/ =  <!'(»))        2  =  CS. 
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Les  équations  de  la  tangente  à  Thélice  au  point  (ar,  ?/,  z)  sont  donc 

X-x        Y-y  _  Z-z 

et  pourtant  cette  droite  coupe  le  plail  XY  à  un  point  situe  siir  la  tangente  à  ia  courbe  AB 
au  point  P,  et  dont  la  distance  à  P  est  égale  h.  la  longueur  de  Tare  AP. 

764.     En  appliquant  aux  équations  (1)  les  formules  classiques  pour  la  détermination  du 
rayon  de  courhure  R  et  du  raijoii  de  torsion  r  des  courbes,  on  trouve 


1^ 

{x'"^  +  y"'-f 


'"  c{y"x"'  —  xVÕ  ' 

ou  x',  y\  2',.  .  .   désignent  les  dérivées  de  a;,  ^  et  s  par  rapport  à  s. 
En  tenant  eompte  des  relations 

a;'i'-i-y^  =  s"^  =  l,     o/x'' +  ?/'/'  =  O, 
on  peut  encore  mettre  r  sous  la  forme 

(l  +  c^)(ar"^  +  /^) 
c{y"íd"  —  d'y"') 

II  resulte  des  expressions  de  K  et   r  qu'on  vient  d'obtenir,  une  propriété  importante  de 
1 'hélice,  qu'on  va  voir. 


On  a 


Mais 


«"2    I    ,.'/á\^ 


(^"-  +  y" 


R       c(?/"a,-"'— a;"y") 


y '  d"  —  x"  y'" 

est  Texpression  du  rayon  de  courbure  de  la  ligne  plane  représentée  par  les  équations 

X=a;'  =  -^'(«),     Y=y  =  '>'(«), 
et,  à  cause  de  la  relation  a;'-  +  ?/'"^=  1,  cette    ligne    est  identique   à   la  circonférence  corres- 
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pondant  à  réquation 
Donc 

■r'~T* 

Pourtant,  dans  Vhilice  cylindrique,  le  rapport  du  rayon  de  torsion  an  rayon  de  cuurbure 
est  constant. 

365.  Réciproquement,  si  le  rajjport  du  rayon  de  courbure  uu  rayon  de  torsion  d'une 
coiirbe  est  constant,  la  courbe  est  tine  hélice  cylindrique. 

Ce  théorème  est  du  à  Beitrand,  qui  l'a  publié  en  1848  dans  le  Journal  de  Liovville 
(t.  Xiii,  p.  423).  La  déraonstration  qu'on  en  va  exposer,  est  due  à  Serret  (Journal  de  Liou- 
ville,  1851,  p.  423). 

Soient  (a,  a',  o"),  (6,  b'  h'')  et  (c,  c',  c')  les  cosinus  des  angles  que  la  tangente,  la  nor- 
male  principale  et  Ia  binormale  font  respectivement  avec  les  axes  des  coordonnées.  Ces  angles 
Bont  lies  par  neuf  relations,  connues  sous  le  nom  de  formules  de  Frenet,  parmi  lesquelles  sont 
comprises  celles-ci: 


da         b 

da'         b' 

da"        b" 

ãsi        R  ' 

dsi        R  ' 

dsi         R  ' 

de            b 

de'           b' 

de"           b" 

dsi            r  ' 

dsi"       r  ' 

dsi~       r  ' 

«1  désignant  la  longueur  des  ares  de  la  courbe. 

r 

Ces  équations   donnent,    en  taisant  m  =  —  ^i 

da       da'      da" 
~d^^'dJ'^d7'^'"' 

et  par  suite,  en  intégrant, 

a  =  mc-{'  A,     a'  =  TJic'  +  B,     a"  =  me"  +  C, 

A,  B  et  C  désignant  des  constantes,  dont  deux  sont  arbitraires  et  lautre  est  déterminée  par 
réquation 

A2  +  B*  +  C»  =  (a  -  OTc)2  +  (a'  -  mc'f  +  («"  —  mc")^  =  1  +  ni^ 
laquelle  resulte  des  équations  precedentes  et  de  ces  autres: 

a*  +  a'2  +  a"2=l,     c^  +  c'^ -f  c"^  =  1 ,     ac +a'c' +  a"  c"  =  0. 
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Kapportoiís  maintenant  la  courbe  à  iin  noiíveau  système  d'axe3  orthogonaux,  ti?ls  que  le 
nouvel  axe  des  z  coincide  avec  la  droite  doiit  les  coefficients  angulaires,  par  rapport  anx  axes 
primitifs,  étaient  A  et  B.  Les  nouvelies  valeurs  que  ces  coefficients  prennent,  sont 


A=0,     B  =  0,     C  =  v/|+7íí3, 
et  on  a 


a  =  mc,      u'=mc',      a"  =  í?íc"  +  v  1 -p  wt-. 

En  muitipliant  maintenant  ia  premiére  de  ces  équations  par  a,  la  deuxième  par  a'  et  la 
troisième  par  a",  et  en  additionant  les  équations  resultantes  membre  à  merabre,  on  trouve, 
en  tenant  compte  des  équations  antérieures, 


v/r 


■  m- 


Donc  la  tangente  à  la  courbe  considérée  fait  un  angle  constant  avec  Taxe  des  z,  et  par 
conséquent  elle  est  une  hélice  cylindrique. 

766.  Les  plans  oscnlateum  de  1'hélice  cylinãvique  foni  itn  angle  constant  avec  les  gênê- 
ratrices  du  cylindre  sur  lequel  elle  est  située. 

En  effet,  la  troisième  des    formules   de  Frenet  écrites  ci-dessus  donne,  dans    le  cas   de 

de" 
riiélice  cylindrique,  ò''  =  0;  et  la  sexième  des  mêmes  formules  fait  voir  ensuite  que  -^ — =0, 

et  que  par  conséquent  c"  est  constant. 

II  resulte  encore  de  Téquation  b"  =  O   que  les  normales  principales  de    1'hélice  considérée 

sont  perpendicidaires  aux  générairices  de  la  surface  cylindrique  oic  elle  est  tracée. 

767.  La  rectification  des  hélices  cylindriques  peut  être  obtenue  aisénient.  En  repré- 
sentant  par  sj  la  longueur  de  Tare  AM  et  en  tenant  compte  de  la  relation  '^'- (s) -f  (Jj'^  (s)  =  1, 
nous  avons 


=  r  v/íc'-'  +  y'-^  +  c2 .  c7s  =  /l  +  c^  s. 


résultat  qu'il  est  également  facile  d'obtenlr  par  la  Géométrie  puré. 

768.  Panni  les  hélices  cylindriques,  il  en  est  la  phis  importante  celle  qui  est  tracée  sur 
le  cylindre  de  révolution.  On  trouve  mention  de  cette  hélice  dans  les  Colleclions  mathématiques 
de  Pappus  (prop.  28"  et  30«  du  livre  iv,  et  prop.  24°  du  livre  vrii)  et  dans  le  Commentaire 
sur  le  1."'  livre  d'Euclide  (éd.  Taylor,  t.  I,  p.  129)  de  Proclus,  d'oú  il  resulte  que  cette  ligne 
avait  été  déjà  envisagée  par  Apollonius  (P.  Tannery:    BuUetin  des   Sciences  mathématiques, 
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1883,  p.  278)  et  par  Gemiiius  (Chasles:  Aperçu  histurique,  2."  édit.,  p.  25),  dans  des  ouvrages 
qui  nous  ne  sont  point  parvenus. 

Prenoiís  pour  axe  des  coordonnées  orthogonales  Taxe  du  cylindre,  et  désignons  par  a  le 
rayon  de  la  base.  Les  équations  de  riiélice  sont  alors 

x^  -\-  y'^  ^  a-,     z  =  cSy 
ou 

s  .     s 

x=acos — ,     y  =  asm  —  ,      z  =  cs. 

76».     Voifi  les  propriétés  les  plus  interessantes  de  ces  courbes. 

1/'  La  projeciion  de  1' hélice  considérée  sur  un  plan  parallele  á  Vaxe  du  cylindre  est  une 
sinuso'i.de. 

En  eftet,  les  équations  de  la  courbe  ne  cliangent  pas  quand  on  rempiace  les  plans  des  xz 
et  yz  \)iw  d'autres  plans  ortliogonaux,  et  Téquation  de  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  yz 
est 

z 
y  =  a  sin  —  • 
''  «c 

Cest  le  théorème  de  Pitot,  mentionné  au  n."  436. 

2."  La  pvojeciion  conique  de  la  mime  courhe  tur  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe  du  cylin- 
dre est  une  spirale  hyperholique,  quand  la  sommet  dti  cone  est  placé  sur  cet  axe  (Olivier :  Cours 
de  Géoméfrie  descriptive,  2."  partie,  1853,  p.  216). 

En  effet,  si  Ton  designe  par  O  le  sommet  du  cone,  par  M  un  point  de  Thélice,  par  R  le 
point  oíi  la  droite  OM  coupe  le  plan  donné,  et  par  S  et  T  les  pieds  des  perpendiculaires 
baissées  de  M  et  R  sur  Taxe  du  cylindre,  on  a  TR.OS  =  SM.OT,  et  par  conséquent,  en 
représentant  par  p  et  6  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  du  point  R  sur  le  plan  xy, 

c^jf)  =  OT. 

3.®  La  projection  cylindrique  oblique  de  1'hélice  sur  le  plan  perpendiculaire  à  Vaxe  du  cy- 
lindre qui  confient  la  courhe,  est  tine  cycluide,  quand  les  gcnératrices  du  cylindre  projetant  sont 
parallUes  á  la  tangente  à  Vhélice  en  un  point  donné. 

Noas  pouvons  supposer  que  le  point  donné  est  situe  sur  Taxe  des  x,  et  alors  les  équations 
de  la  tangente  à  Thélice  en  ce  point  sont 

X  =:  a^     cY  =  Z  —  CS, 

et  les  équations  des  droites  parallèles  à  cette  tangente,  passant  par  les  points  de  Thélice,  sont 

5  1  *f 

Y  —  asin  —  =  —  (Z  — es),     X  —  aços  — =  0. 
a        c   '  a 
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En  posantZ  — O,  on  voit  que  rintersection  du  cylindre  forme  par  ces  droites  avec  le 
plan  xy  est  représentée  par  les  équatioiís 

s  ^  s 

Y  =  nsin  —  —  s,      X  =  a  cos  —  ) 
rt  a 

<-[UÍ  sont  identiques  à  celles  de  la  cycloíde  décrite  par  iin  point  dii  cercle  de  rayoii  égal  à  celui 
de  la  base  du  cylindre  qui  contient  Thélice,  roulant  sur  la  paralIMe  à  Taxe  des  y  passant  par 
le  point  de  contact  de  la  tangente  donnée  avec  l'liélice.  La  cyoloide  a  à  ce  deriiier  point  un 
rebroussement,  et  elle  a  les  soramets  sur  la  parallèle  à  Taxe  des  y  passant  par  le  point  dia- 
métralement  opposé. 

D'après  uns  commanication  faite  en  1847  par  Olivier  à  la  Société  Philomatique  âe  Paris, 
eette  proposition  est  due  à  Guillery. 

4.'  Les  rayons  de  courbure  et  torsiun  de  1'hélice  tracée  sur  le  cylindre  de  révolution  sont 
constants.  Uhélice  est  Vunique  courhe  jouissant  de  cetfe  projJrié/é. 

La  première  partie  de  cette  proposition  resulte  des  formules  gónérales  écrites  au  n."  764, 
qui  donnent 

c 

La  deuxième  partie  de  la  raême  proposition  a  été  démontrée  pour  la  première  fois  par 
Puiseux  dans  le  Journal  de  Lioiíville  (1842,  p.  6õ).  On  en  constate  aisément  Texactitude  en 

"D 

observant  que,  si  les  rayons  R   et   r   d'une   courbe  sont  constants,    le   rapport  ^  est   aussi 

constant,  et  que  par  conséquent  la  courbe  est  (n.°  76õ)  une  hélice.   Pour    reconnaitre  main- 

tenant  que  cette  hélice  est  située  sur  un  cylindre  de  révolution,    il  suftit   de  remarquer   que 

1 

l'expression  de  R  obtenue  au   n.°    764  fait   voir   que,    dans  ce  eas,    la   quantité  (x'"^  +  y^) 

est  aussi  constante,  et  que,   d'aprcs   un  théorèrae  classique,    cette   expression  represente   le 

rayon  de  courbure  de  la  courbe  définie  par  les  équations  x^'^{s),   y  =  '\i(s),   c'est-à-dire  le 

rayon  de  courbure  du  contour  de  la  base  du  cylindre.    Cette  base   est  dono  limitée  par  une 

circonférence. 

5.1^  En  appliquant  des  formules  elassiques  bien  connues,  on  obtient  pour  les  coordonnées 

(Xçi,  ?/q,  Zq)  du  centre  de  courbure  de  rhélic«  relatif  au  point  (x,  y,  z)  les  expressions 

Xq  =  —  rtc'  cos  —  ,      Vq  —  —  ac^  sin  —  ,      Zq  =  cs  ; 

donc  le  centre  de  courbure  de  Vhélice  relatif  au  point  (x,  y,  z)  est  situe  sur  une  droite  j^arallèle 
à  la  base  du  cylindre  sur  lequel  la  courbe  est  placée,  passant  par  le  point  donnê  et  par  Vaxe  du 
cylindre,  et  le  lieu  des  positions  que  ce  centre  prend,  quand  le  point  (x,  y,  z)  varie,  est  une 
hélice  du  même  pas  que  Vhélice  donnée,  située  sur  un  cylindre  nyant  le  même  axe  que  celui  là,  et 
ayani  pour  base  un  cercle  de  rayon  égal  à  ac^. 
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6.0  Les  équatioiís  de  la  tangente  à  Thélice  considérée  au  point  (a-,  ?/,  z)  font  voir  que  cette 
droite  coitpe  le  plan  xij  au  point  (X,  Y)  déferiuiné  par  les  équations 

s  s 

c  (X  —  x)  —  zún  —  ,     c  (¥  —  ?/)  =  — 2  cos — • 

En  éliininant  x,  y  ei  z  de  ces  équations  au  moyen  de  celles  de  la  courbe,  on  obtient  ces 
autres: 

s  s  s  s 

X  =  a  cos h  «  sin  —  ,     Y  =  a  sin s  cos  —  ) 

a  a  a  a 

d'oú  il  resulte  que,  quand  le  j^oint  {x,  y,  z)  dêcrit  la  coui-he,  le  •point  ou  la  tangente  à  ce point 
coiqye  le  plan  de  la  base  du  ci/lindre,  décrit  sur  ce  plan  une  Jévelo2')pante  da  cercle  qiti  en  est 
la  base;  ou,  en  d'aufreíi  termes,  que  la  courbe  d'inierí<ectíou  de  1'hélicoide  développable  décrit  par 
la  tangente  à  Vhélice  considérée  avec  un  plan  perpendicidaire  á  Vaxe  du  cylindre,  est  une  dêve- 
loppante  du  cercle  d'inlersection  du  mSine  plan  avec  le  cylindre  (Monge:  Géométrie  descriptive, 
n.'  ed.,  1827,  p.  119). 

6.*^  L'équation  du  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  (x,  y,  z)  est 

c  ( X  sin Y  cos  — )  +  Z  —  es  =  0. 

\  a  a  / 

Ce  plan  fait  donc  avec  Taxe  du  cylindre  un  angle  m  determine  par  Féquation 

1     • 


l/l+c-^ 
1."     Léquation  du  plan  normal  h  la  coui-be  au  point  (x,  y,  z)  est 


•S  s 

X  sin Y  cos fZ  =  —  c-s. 

a  a 


L"enveloppe  des  positions   que   ce  plan  prend,    quand   s  varie,    est  déterminée  par  cette 
équation  et  par  cette  autre  : 


X  cos \-Y  sin  —  =  —  c^a. 

a  a 


En  posaiit  Z  =  C»  et  en  éliminant  X  et  Y  entre  ces  équations,  il  víent 


X  =  —  c-  (a  cos \-  s  sin  —    ,     Y  =  —  c-  (  «  sin s  cos  —  ) , 

^  a  ai  \  a  a .' 
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d'oú  il  resulte  (n.°  585)  (jue  la  surface  polaire  de  Vhélice  coupe  le  plan  de  la  base  ãu  cylindre 
suwant  une  développante  d\m  cercle  de  ruyon  égal  à  ac^.  Ce  cercle  est  la  base  de  la  surface 
ci/lindrique  sur  laquelle  sont  situes  les  centres  de  courbure  de  Vhélice  (n."  769,  b,*). 

770.  Envisageuns  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  dóplace  de  manière  à 
reneontrer  une  hélice  donnée  et  à  couper  perpendicalairement  Taxe  de  la  surfjice  cylindrique 
sur  laquelle  cette  courbe  est  plaeée,  c'est-à-dire  la  surface  hélicoide  rampante  ou  à  plan  di- 
recteiir.  La  projecfion  sur  un  plan,  perpendiculaire  à  Vaxe  du  cylindre,  de  la  courbe  qui  resulte 
de  rintersectíon  de  cette  surface  ame  un  jdan  passant  par  une  de  ses  génératrices,  est  une 
quadratrice  de.  Dínostrate.  Cest  le  théoròme  de  Pappus  nientionné  au  n."  445,  que  nous  allons 
maintenant  démontrer(*). 

Preiions  pour  axe  des  z  Taxe  du  cylindre,  pour  plan  xy  le  plan  perpendiculaire  à  cet  axe 
au  point  oíi  il  est  coupé  par  le  plan  donné,  pour  axe  des  x  Tintersection  de  ces  deux  plans, 
et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  au  plan  xz.  Les  équations  des  génératrices  de  Thóli- 
coide  sont 

s 

z  =  cs,     a;  =  wcot — > 

et  Téquation  du  plan  donné  est 

y  =  z  tang  to, 

(O  désignant  Tangle  qu'il  fait  avec  le  plan  zx. 

En  éliniinant  s  parmi  les  preinières  équations,  on  obtient  l'équation  de  Thélicoide,  savoir: 

z 
x  =  wcot — : 
^         ac  ' 

et,  en  éliniinant  ensuite  Z  entre  cette  équation  et  celle  du  plan  donné,    on    trouve  Téquation 
de  la  projection  sur  le  plan  xy  de  Tintersection  de  celui-là  avec  Thélicoíde,  savoir: 


=  ycot ; 

ac  tang  co 


cette  courbe  est  pourtant  une  quadratrice  de  Dinostrate. 

Ajoutons  que  la  projection  de    la   courbe  considérée  sur  le  plan  xz  est  aussi  une  quadra- 

T-v-  1  ^ 

tnce  de  Uniostrate  quand  (o=:-r-. 

4 


(')  Ce  théorème  a  lieu  seulement  dans  le  cas  de  rht'licoide   à  plan  directeur.   On  doit  donc  remplacer 
dans  l'éuoncé  du  n.°  445  les  inots  hélicoide  gaúche  par  les  mots  hélicoide  à  plan  directeur. 
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Si  le  plan  ne  passe  pas  par  une   génératrice  de  1'hélicoíde,   il   peut   être    represente    par 
1'éqiiation 

jí  =  z  tangto  +  ^, 
et  l'équation  de  la  projection  de  Tintersection  avec  l'hélicoide  sur  le  plan  xy  est 

y  —  h 


x  =  y(iQt 


ac  tang  co 


La  courbe  reprósentée  par  cette  équation  a  été  envisagée  par  M.  Fouret,  comme  on  a 
dit  au  n."  448. 

571.  V inter section  de  Vhélicdide  considere  avec  un  cylindre  de  révolution  dont  une  géné- 
ratrice coincide  avec  Vaxe  de  la  première  surface,  est  une  hélice. 

On  a  déjà  vu  que  les  génératrices  de  Thélicoide  peuvent  être  représentées  par  les  équa- 
tions 

s 

z  =  cs.     x  —  y  cot  —  • 
•^         a 

Le  cylindre  peut  être  represente  par  Téquation 

£c-  +  ?/'  — 2%  =  0, 

et  par  conséquent  les  coordonnées  des  points  d"intersection  du  cylindre  et  de  Thélicoide  sont 
déterminées  par  les  équations 

s  si  s  \ 

x  =  h  sin  2  —  ,       y=2b  sin-  —  =611—  cos  2  —  ) ,     z  =  cs. 

En  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  centre  de  la  base  du  cylindre,  ces  équations 
prennent  la  forme 

5  S 

Xi  =  bún2  —  ,      yi  =  —  6  cos  2 — ,     zi=cs, 
a  a 

d'oú  il  resulte  le  théorème  énoncé. 

Ce  théorème  a  été  donné  par  Th.  Olivier  dans  ses  Développements  de  Géométrie  descriptive 
(1843,  p.  52). 

772.  La  projection  sur  le  plan  xy  de  la  courbe  C  qui  resulte  de  Tintersection  de  Fhéli- 
coide  considere  avec  la  surface  de  révolution  dont   la  courbe   méridienne  est  définio  par  les 
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équations  z  =  ^(x),  y  =  0,  a.  pour  équation 


x  =  yc,oi ^-^ 


ou,  en  posant  aj  =  p  cos  6,  y  =  ^  sin  0, 


ac 


L'équatioii  de  la  courbe  inéridienne  de  la  surface  de  révolution  considérée,  rapportée  aux 
coordonnées  eartésiennes,  et  réquation  de  la  projection  de  C  sur  le  plan  perpendiculaire  à 
Taxe  de  riiélicoide,  rapportéa  aux  coordonnées  polaires,  ont  la  même  forme,  quand  Taxe  de 
rhélicoide  et  cehii  de  la  surface  de  révolution  coíncident.  Ainsi,  par  exemple,  ai  la  courbe 
méridienne  est  une  droite,  c'est-à-dire  si  la  surface  de  révolution  est  une  cone,  la  projection 
de  rintersection  avec  Thélicoide  est  une  spirale  d' Archimède ;  si  la  courbe  méridienne  est  une 
logarithmique,  la  projection  de  Tintersection  avec  Thélicoide  est  une  spirale  logarithmique;  ai 
la  courbe  méridienne  de  la  surface  de  révolution  est  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour 
asymptote  Taxe  de  rhélicoide,  la  projection  de  Tinteraection  des  deux  surfaces  est  une  spirale 
hyperhulique  ;  etc. 

Cette  remarque  est  due  à  Chasles,  qui  en  a  protité  pour  tracer  les  tangentes  et  pour 
déterminer  les  rayons  de  courbure  de  la  spirale  d'Archimède,  de  la  spirale  logarithmique,  etc. 
(Aperça  historique,  2."  ed.,  p.  291). 

""3.  En  appliquant  à  Thélicoide  considere  Téquation  classique  des  lignes  de  courbure, 
on  obtient  Téquation 

{aV-  x^  +  x^-y'^)  dy^  -  2xy  [2{x^  +  y^)  +  ah^]  dx  dy  +  {a^é  t/^  -  «*  +  y'^)  dx^  =  O, 
ou 

{a^c^  +  x^  +  y^)  (xdy  —  ydx)-  —  (ydy  -f  xdx)^  =  O, 

ou,  en  faisant  x  =  p  cos  6,  y  =  [i  sin  6, 

do^=(a^c^~  +  f)de^. 

En  iutégrant  cette  équation,  on  obtient  cette  autre: 


d'oú  il  resulte  que  les  lignes  de  courbure  de  Thélicoide  à  plan  directeur  sont  identiques  à  des 
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lignes  que  nous  avons  coDsidérées  au  n."  483,  et  auxquelles  nous  avonsdonné  le  nora  de  spirales 
des  sinus  hyperholiques. 

Le  problème  de  la  détermination  des  lignes  de  coiirbure  de  Thélicoide  à  plan  directeur  a 
été  résolu  par  De  la  Gournerie  dans  un  mémoire  inséré  au  Journal  de  1'École  Polytechnique 
de  Paris  (cahier  xxxiv,  18Õ1,  p.  94),    oíi  elies  ont   été  obtenues  par  une  móthode    spéciale. 

574.  L'hélicoide  qu'on  vient  de  considérer  est  un  cas  partieulier  de  l'héiico'ide  engendre 
par  une  droite  qui  rencontre  une  hélice  et  Taxe  du  cylindre  correspondant,  en  faiaant  un  angle 
constant  avec  cet  axe.  Les  équations  de  la  génératriee  sont,  comme  on  !e  voit  aisément, 

s  .      s         \     .     s 

x  =  y  cot  —  ,     V  —  a  sin  —  =  t-  sin  —  (z  —  es), 
^         a  '     ^  ah  a  ^  " 

h  désignant  la  tangente  trigonométrique  de  Tangle  que  ces  droites  font  avec  le  plan  xy,  et 
l'équation  de  Thélicoide  est  pourtant 

/VI  . 

z=ac  are  cot \-li\  yx^  -\-  ?/^  —  «T, 

y  -^         .' 

oíi  Ton  peut  supposer  ^>0. 

11  existe  sur  la  surface  de  cet  héticoide  quelques  lignes  reraarquables,  qui  sont  identiques 
à  des  courbes  étndiées  déjà  dans  cet  ouvrage,  ou  qui  en  sont  une  généralisation  immédiate, 
dont  nous  allons  nous  occuper. 

1."  En  posant  dans  la  dernière  équation  s  =  0,  a;  =(1  cos  6,  ?/  — psinô,  il  vient 


p  ^  a  — 


ac 

h 


' ) 


dono  V inter section  de  Vhélicoide  avec  un  plan  per2)enã!culaire  à  Vaxe  est  une  spirale   d'Archi- 
vúãe. 

2."  En  faisant  dans  la  même  équation  x  =  bcosd,  y  =  bsmd,  i!  vient 

z  =  ac6  -\-  h  {b  —  a) ; 

pourtant  les  courbes  qui  résultent  de  Vinfersection  de  Vhélicoide  avec  les  cylindres  de  rêvolution 
ayant  le  mime  axe  que  ceVe  surface  sont  des  hélices  du  même  pas. 

3.°  On  obtient  aisément  les  lignes  asymptotiques   de  riiélicoide   en   appliquant   Téquation 
classique  générale  des  lignes  asymptotiques.  On  trouve  ainsi 


2ac  xy  (dy"-  —  da^)  +  2ac  {x"-  —  y-)  dx  dy  —  h  (xdy  —  ydxf  s/x"-  +  2/^  =  0, 
ou,  en  faisant  x  =  \>  cos  6,  y  =  p  sin  6, 

2ocrfp-/ip2f7e  =  0. 
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En  intégrant  et  en  désignant  par  6„  et  p„  deux  constantes  arbitraires,  on  trouve  p=po, 
quand  h  =  0,  et 

íp(9o  — (5)  =  2ac, 

quand  h  est  diíFérent  de  zero. 

Donc  les  ligues  asymptotiques  de  Vhélicoiãe  á  plan  directeur  sont  des  hélices,  situées  sur  un 
cylindve  ayant  le  même  axe  que  la  snrface,  et  les  ligues  asymptotiqnes  des  autres  hélicoides 
consideres  sont  des  spirales  hyperholíques  (De  la  Gournerie,  I.  c,  p.  94). 

4."  Noiís  allons  envisager  maintenant  la  ligne  de  contact  de  1'hélieo'ide  avec  un  cone  de 
révolution  ayant  le  sommet  à  un  point  O,  que  noua  pouvons  supposer,  sans  partieulariser, 
situe  sur  le  plan  xz.  Cette  courbe  a  óté  étudiée  par  De  la  Gournerie  dans  le  inémoire  men- 
tionnó  ci-dessus. 

Représentons  par  (a,  O,  f)  'es  coordonnées  du  point  O.  La  condition  pour  que  le  plan 
tangent  à  la  surface  au  point  (x,  y,  z)  passe  par  ce  point  est 

ou 

(A)  {z  -  -í)  (a;2  +  y2)  _  acay  +  h[x^-\-y^-  ax]  s/x^^y\ 

Cette  équation  et  celle  de  Thélicoide  définissent  la  courbe  de  contact  du  cone  ayant  le  som- 
met au  point  O  avec  cet  bélicoide,  c'est-à-dire   le  contour  apparent   de  Thélicoide,  vu   de  O. 

En  éliminant  z  entre  les  deux  équations  et  en  posant  ensuite  a;=pcos6,  ?/ =  p  sin  6,  on 
obtient  Téquation  polaire  de  Ia  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  xy,  savoir: 

acaein  6 
P  = 


ac6  —  ha  —  y  +  "^  *^°^  ® 


La  discussion  de  cette  courbe  n"offre  pas  de  difficulté.  Elle  est  composée  d'un  norabre  infini 
d'ovales  passant  par  Torigine  des  coordonnées,  et,  en  general,  de  quelques  branclies  infinies 
passant  aussi  par  cette  origine.  Les  points  situes  à  Tinfini  correspondent  aux  racines  de 
l'équation 

acfi  —  ha  —  -{-\-oh  cos  6  =  0. 

Chaque  branche  infinie  a  une  asymptote,  qui  fait  avec  Taxe  des  abscisses  un  angle  6'  deter- 
mine par  cette  dernière  équation,  et  la  distance  de  Torigine  des  coordonnées  à  cette  droite 
est  ógale  à 

acasin  6' 


ac  —  oh  8Ín  6' 
VOL.  V  YY 
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La  eouibe  gaúche  dont  eette  équation  represente  la  projection,  est  formée,  par  consé- 
quent,  d'une  spirale  rencontrant  Taxe  de  ThélicoiMe  à  iin  nombre  infiiii  de  points,  et,  en 
généial,  de  quelques  branches  infinies  rencontrant  aussi  cet  axe,  et  ayant  poiír  plans  asym- 
ptotiques  les  plans  parallèles  à  Taxe  de  Thélicoíde  passant  par  les  asyraptotes  de  la  projection. 

Quand  9  tend  vers  Tinfini,  p  tend  vers  O,  et  Téquation  de  riiélicoide,  mise  sour  la  forme 

2=  acd  -\-  p(p  —  a), 

fait  voir  que  z  tend  vers  !"infini.  Donc  Taxe  de  riiélicoide    est  une  asymptote   de  la  eourbe. 
L'équation  (A)  peut  être  luise  sous  la  forme 

(;  —  Y )  p  =  aca  sin  6  +  A  (p  —  a  cos  6), 

d"ou  il  resulte  que  les  points  ou  le  plan  passant  par  Taxe  de  l'hélicoide  et  faisant  un  angle  ^^y 
avec  le  plan  xz,  ocupe  la  eourbe  de  contact  du  cone  et  de  i'liélicoíde,  sont  plaeés  sur  une 
hyperbole,  qui,  en  prenant  pour  axe  des  X  la  droite  qui  resulte  de  i'intersection  du  plan 
donné  avec  le  plan  xy,  et  pour  axe  des  Z  Taxe  de  riiélicoide,  est  représentée  par  1'équation 

(Z  —  ■])'K.  =  aca  sin  Sq  +  ^X  (X  —  a  cos  6^^) ; 

Taxe  de  l'hélicVide  est  une  asymptote  de  eette  hyperbole. 

II  est  à  reraarquer  le  cas  particulier  ou  Thélicoide  a  un  plan  directeur.  Alors  on  a  /í  =  0, 
et  la  projection  du  contour  apparent  sur  le  plan  xy  est  déíJnie  par  l'équation 

aca  sin  6 
P=    ace--(     ' 

ou,  quand  le  point  O  est  situe  sur  Taxe  des  x,  c'est-à-dire  sur  la  surface  de  Thélicoide, 

a  sin  6 


la  projection  du  contour  apparent  de  Thélicoide  est  donc  alors  une  cochléoide  (n."  492). 

5.°  Une  autre  ligne  de  Thélicoide  qu'il  convient  de  remarquer,  c'est  la  eourbe  de  contact 
de  eette  surface  avec  un  cylindre  circonscrit,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une  droite 
donnée.  Cette  eourbe  a  étó  envisagée  par  Hachette  et  François,  dans  la  Correspondance  de 
VÉcule  Polt/technique  (t.  ii,  1809-1813,  p.  13,  69  et  447;  t.  iii,  1814-1816,  p.  18);  par 
Poncelet,  dans  les  Applications  d'Analyse  et  de  Géométrie  (t.  i,  p.  447-461);  par  Persy,  dans 
un  mémoire  publié  par  Th.  Olivier  dans  les  Applications  de  Géométrie  descriptive  (Paris, 
1847,  p.  35);  par  ce  dernier  géoraètre,  dans  un  éerit  publié  dans  Touvrage  qu'on  vient  de 
mentionner  (p.  45);   par    De   la  Gournerie   dans    le  mémoire  signalé   plus   haut;    etc.   Les 
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recherehes  de  Poncelet  sur  la  courbe  considérée  ont  été  publiées  seulemeiít  en  1862,  mais 
Tarticle  ou  elles  sont  exposées  est  conforme  à  un  manuscript  de  1809-1810,  et,  d'ailleurs, 
une  exposUion  de  ces  recherclies,  rédigée  par  Bardin,  à  qui  Poncelet  les  avait  communiquées 
en  1827,  avait  été  publiée  par  Th.  Olivier  dans  les  Applications  de  Geometria  descriptive 
(p.  9Õ-104). 

Nous  pouvons  supposer,  sans  particularisfir,  que  la  droite  donnée  est  située  sur  le  plan  xz, 
et  qu'elle  fait  un  angle  aigu  avec  la  direction  positive  de  laxe  dea  z.  En  la  représentant  par 
les  équations  x  =  kz,  y  =  0,  ou  /^>0,  la  condition  pour  que  les  plans  tangents  à  riiélicoide 
suient  parallèles  à  cette  droite  est 

(íc»  +  tf  ^ackyf  =  hVc^  x^  {x^-  +  y^). 

Cette  équation  et  celle  de  riiélicoide  déterminent  la  courbe  de  contact  de  cette  surface  et 
du  cylindre  envisagé. 

En  faisant  y3=  pcos  6,  y=psiu6,  on  volt  que  Tóquation  polaire  de  la  projection  de  la 
courbe  sur  le  plan  xy  est 

ncfcsin  6 
^^^  ~  P"'  AAcose-l' 

donc  cette  ligne  coincide  avec  la  courbe  désignée  par  Poncelet  sous  le  nom  de  capricorne, 
que  nous  avons  rencontróe  déjà  au  n."  709.  Elle  a  été  étudiée  par  Téminent  géomètre  dans 
Touvrage  mentionné  ci-dessus,  ou  il  en  a  determine  la  forme,  ou  11  a  donné  une  manière 
facile  de  la  construire,  et  oii  il  a  appliqué  la  méthode  de  Roberval  au  trace  de  ses  tangentes. 
Dans  cette  étude,  Poncelet  a  employé  les  raéthodes  purement  géométriques;  dans  le  mémoire 
de  De  la  Gournerie  la  courbe  est  étudiée  par  les  méthodes  analytiques. 

On  determine  aisément  la  forme  de  la  courbe.  Elle  est  syraétrique  par  rapport  à  Taxe 
des  ?/,  et  elle  a  un  noeud  à  Torigine  des  coordonnées,  ou  sont  reunis  deux  points  doubles,  et 
un  autre  noeud  au  point  (O,  —ack);  elle  est  par  conséquent  unicursale.  Les  ares  qui  for- 
ment  le  noeud  situe  à  Torigine  sont  tangents  à  Taxe  des  abscisses,  et  ont  la  concavité  tournée 
dans  le  même  sens  quand  hk<i_  1,  et  dans  des  sens  contraíres  quand  hk^l.  Dans  le  premier 
de  ces  cas,  la  courbe  est  ferraée,  et,  dans  Tautre  cas,  elle  est  infinie.  Si  hk  =  l,  la  courbe  se 
réduit  à  une  droite  coincidant  avec  Taxe  des  x,  et  à  une  sii-ophoide  droite  (n."  41)  ayant 
le  somniet  sur  Taxe  de  la  surface.  Donc  la  projection  sur  le  plan  xy  de  la  courbe  de  contact 
de  riiélicoide  avec  un  cylindre  circonscrit,  don^  les  génératrices  font  avec  l'axe  de  l'hélico'ide 
un  angle  égal  à  celui  de  cet  axe  et   des   généra  rices   de   Vhélicoíde,  est  une  strophoide  droite. 

Voici  la  méthode  employée  par  Poncelet  pour  construire  le  capricorne.  Prenons  un  cercle 

ac 
de  rayon  égal  à  — r-,  ayant  le  centre  à  Torigine  O  des  coordonnées,  et  sur  ce  cercle  signalons 

Tl 

deux  points  A  et  B,  teis  que  Tangle  AOB  soit  égal  à  —r-  .  Ensuite  menons  par  un  point  P, 

ayant  pour  coordonnées  (O,  —ack)^  la  droite  PA;  le  lieu  décrit  par  le  point  d'intersection  M 

de  PA  et  OB,  quand  langle  BOA  tourne  autour  du  centre  du  cercle,  est  le  capricorne.  En 

*  (Fl     vv) 
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eíFet,  en  représentant  par  (6,  p)  les  coordonnées  polaires  du  point  M,  Téquation  de  la  droite 
PM  est 

y  4-  «c/o       p  sin  S  +  ack 
X  p  cos  6       ' 

et,  comme  cette  droite  doit  passer  par  le  point  A,  dont  les  coordonnées  sont   (6 ^^ ,  -r-j, 

et  coinme  p;ir  suite  cette  équation  est  satisfaite  quand  on  fait  a;=-j-sin6,  y= j-  cos  6, 

on  a  Téquation 

lik  —  cos  9        p  sin  S  +  ack 


sin  6  p  cos  6 

qui  est  identique  à  Téquation  (B). 

Si  Â;=co,  réqiiation  du  capricorne  se  réduit  à  celle-ci : 

ac  . 

donc  la  projection  siir  le  j^ian  xy  de  la  coiirbe  de  contact  de  1'hélicoide  avec  híi  cylindre  dunt  les 
gênêratvices  nont  paraWeles  à  Vaxe  de  1'hélicoide,  est  un  capeia  (n.°  290V 

Ces  cas  particuliers  ont  été  spécialement  signalés  par  Poncelet,  qui  a  niême  énoncé  une 
propriété  de  la  courbe  correspondant  à  hk=í  qui  coincide  avec  uue  propriétó  de  la  stro- 
plioide  déraontrée  au  ii."  41. 

II  convient  de  remarquer  encore  le  cas  ou  h  =  0,  c'est-à-dire  le  cas  oii  Thélicoide  a  un 
plan  directeur.  Alors  la  courbe  de  Poncelet  se  réduit  à  un  cercle,  et  la  courbe  gaúche  cor- 
respondante  est  située  sur  un  cylindre  dont  une  génératrice  coincide  avec  Taxe  de  i'hélicoide. 
On  a  donc  (n."  772)  le  théorème  suivant:  la  ligne  de  contact  d'un  cylindre  avec  l'hélico'ide  à 
plan  directeur  est  une  hélice. 

La  courbe  de  Poncelet  a  été  encore  employée  par  De  la  Gournerie  (1.  c,  p.  25)  pour 
separei',  dans  la  projection  de  la  ligne  de  contact  d'un  cone  avec  Thélicoide,  la  partie  qui 
correspond  aux  ares  parasites  de  cette  ligne  de  celle  qui  correspond  aux  ares  réels. 

Ajoutons  enfin  que  ce  géoaiètre  et  Olivier  ont  encore  considere,  dans  les  mémoires  cites, 
les  lignes  de  contact  du  cone  et  du  cylindre  avec  Thélicoide  engendro  par  une  droite  qui  se 
déplace  de  manière  que  tous  ses  points  déerivent  des  hélices  situées  sur  des  cylindres  de 
révolution  ayant  le  même  axe,  mais  qui  ne  rencontre  pas  cet  axe. 
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II. 


Sur  les  hélices  coiiiíiues.  Sur  quelqiies  si)irales  coiii(j[ues. 


775.  Considérons  un  cone  de  nívolution,  et  rapportons  cette  surface  à  un  système  d'axe3 
oi-thogonaux,  ayant  pour  origiiib  le  somaiet  O  dii  c-ône  et  poiír  axe  des  z  Taxe  de  cette  sur- 
face {fi(j.  109),  et  supposons  que  O  A  soit  une  génératrice  du  cúnc.  Si  le  point  M  se  déplace 
sur  cette  génératrice,  en  même  tenips  queile  tourne  autour  de  OZ,  de  manièi-e  que  la  dis- 
tance  MP  de  ce  point  au  plan  XY  soit  propor- 
tionnelle  à  Tangle  POL,  le  point  considere  décrit 
sur  le  cone  une  iigne  qu'on  appelle  hélice  coni- 
que. 

En  désignant  par  (x,  y,  z)  les  coordonnées 
du  point  M  et  par  p,  6  et  'f  le  segiuent  OP, 
Tangle  AOZ  et  langle  POL,  on  peut  repré- 
senter  la  courbe  par  les  équations 

a!  =  pcos'^,     3/  =  psincf/,     z  =  p  cot  6  =  a-,p, 

«  étant  une  constante,  ou  encore 

X  =  acp  cos  o  tang  6,     y  =  c/cp  sin  '^  tang  6, 
z  =  a'{). 


Fig.  1G9 


La  courbe  décrite  par  le  point  P  sar  le  plan  XY,  quand  M  décrit  Thólioe  conique,  a 
pour  équation  p  =  w^  tang  6  ;  donc  la  j>^'ojcction  de  Vhélice  conique  sur  un  plan  j^ei-pendi- 
culaire  à  Vaxe  du  cone  est  une  spirale  d'Archimede. 

Le  lieu  des  droites  passant  ])ar  les  points  de  Thélice  et  coupant  perpendiculaircraent  Taxe 
du  cone  est  Thélicoide  à  plan  directeur.  En  eftet,  on  peut  représenter  ces  droites  par  les 
équations 

Y  =  X  tang  'O,     Z  =  w^, 


qui,  par  Télimination  de  «p,  donnent 


,  X 

■■  a  are  cot  -^  i 


qui  est  Téquation  de  Thélicoíde  mentionné  (n."  770). 
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Poiutant  ['hélice  coniqtíe  resulte  de  V inter sectíon  du  cone  avec  un  hélicoide  à  plan  directeur 
ayant  pour  axe  celui  du  cone. 

L'hélice  conique  est  une  des  lignes  à  double  courbnre  considérées  par  les  aneiens  géo- 
mètre?,  On  en  trouve  niention  dans  les  Collections  mathématiques  de  Pappus  (livre  iv,  prop. 
29),  oíi  le  célebre  géomètre  dómontre  les  propositions  qu'on  vient  d'énoncer,  et  dans  le  Com- 
mentaire  stir  la  4."  définition  du  premier  livre  d'Euclide  de  Prockis.  La  niéthode  de  description 
de  la  spirale  d'Archiniède  qui  resulte  des  théorènies  de  Pappus  qu'on  vient  d'obtenir,  a  étó 
gónéralisée  par  Chasles  dans  la  Note  vm  de  VAperçu  historique,  comme  on  Ta  vu  au  n."  772. 
En  outre,  ce  géomètre  et  Olivier  {Déviãoppievients  de  Géométrie  descriptive,  1843,  p.  90)  se 
sont  bases  sur  ces  niêmes  théorèmea  pour  étudier  la  spirale  d'Archiraède. 

"76.     Les  cosinus  des  angles  que  la  droite  OA  fait  avec  les  axes  des  x,  y  et  z  sont  res- 

pectivement  égaux  à  cos  cp  sino,  sin'^sin6  et  coso;  et  les  cosinus  des  angles  que  la  tangente 

,   ,  ,  ■      -.r  ,•  ■  ,  ~  ,  ,     dx      dy         dz      .^ 

a  la  courbe  au  point  M  lait  avec  les  memes  axes  sont  egaux  a  —j—,  ——  et  -y- .   Donc    on 

a,  en  désignant  par  o)  Tangle  que  la  tangente  fait  avec  la  géuératrice  du  cone  passant  par 
le  point  de  cantact, 

dx  ■    r.  ,    dy    .        .    .       dz         . 

cos  CO  =  — T—  cos  (p  sm  o  +  -j-  sin  tp  sin  O  -(-  —j-  cos  a. 


Mais 


dx  .  dy  fl  /  ■         ,  .        dz 

-j—  =  a  tang  6  (cos  tp  —  cp  sin  'f ),     -y^  =  a  tang  O  (sin  '-p  +  f  cos  cp),     -t—  =  a, 

cig  , 

-^  =  «V/(l+tp2)tang^Ô+l. 


Pourtant  on  a,  pour  déterminer  les  tangentes  à  la  courbe,  l'équation 


cos  (O  = 


v/i+?- 


sin=l 


Pour  la  construction  graphique  des  mêmes  tangentes,  on  peut  employer  une  méthode 
exposée  par  Garbinski  dans  les  Annales  de  Gergonne  (t.  xvi,  182Õ-1826,  p.  167),  et  basée 
sur  la  propriété  dont  jouit  Fliélice  con»idérée,  de  résulter  de  Tintersection  du  cone  avec  un 
hélicoide  à  plan  dii-ecteur.  II  obtient  ces  tangentes  au  moyen  des  plans  tangents  au  cone  et 
à  l'hólicoide,  dont  la  construction  n"offVe  pas  de  difficulté. 

777.     L'óquation  du  plan  tangent  au  cone  au  point  (as,  y,  z)  de  Tbélice  est 
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et  l'équation  du  plan  normal  à  cette  courbe  à  ce  même  point  est 

a  tang  6  [(cos  'f  —  cp  sin  -f )  X  +  (sin  'f  +  '^  cos  o)  Y]  -f  «Z  =  a-  'f  sec^  6. 

La  droite  qui  resulte  de  rintersection  de  ces  plans  coiipe  le  plan  XY  à  un  point  ayant 
pour  coordonnées 

X  =  —  2rt  sin  »  coséc  26,     Y  =  2a  cos  cp  coséc  26. 

Donc  la  clroife  qui  resulte  de  rintersection  du  j^lan  tangent  à  Vhélice  au  point  M  de  la 
couròe  et  du  plan  normal  au  viéine  point  coupe  le  plan  perpendiculaire  à  1'axe  du  cone,  pas- 
sant  par  le  sommet,  en  un  point  qui  décrít  une  circonférence,  quand  M  décrit  Vhélice.  Le  centre 
de  cette  circonférence  coincide  avec  le  sommet  du  cone  (Tli.  Olivier:  I.  c,  p.  108). 

378.  Le  volume  du  solide  compris  entre  le  cylindre  droit  ayant  pour  base  Tespace  plan 
limite  par  Tare  OPL  de  la  projection  de  Thélice  sur  le  plan  XY,  ce  plan  et  la  surface  du 
cone,  peut  être  obtenu  par  la  formule  connue 

V  =j'jfi?  cos  'f ,  p  sin  --p)  p  dp  átp, 

qui  determine  le  volume  du  solide  compris  entre  la  surface  définie  par  Téquation  z=f{x,  y), 
le  plan  XY  et  un  cylindre  ayant  la  base  sur  ce  plan.  Comme  les  équations  du  cone  et  de  la 
ligne  OPL  sont 

2*  =  (íc*  -)-  2/*)  cot'  6,     p  =-  a'f  tang  6, 
on  a 


v  = 

o 


dtp/    •  p2cot6í/p  =  — a3-Hang2  6. 


Ce  résultat  a  été  trouvé  par  Pascal,  au  moyen  de  la  méthode  des  indivisibles,  dans  un 
écrit  intitule:  Dimension  d'un  solide  forme  j^ar  le  moyen  ã'une  spirale  autour  d'un  cone  {Oeií- 
vres,  éd.  Hachette,  t.  iii,  p.  448). 

779.  La  longueur  de  Tare  de  Thélice  considérée  compris  entre  le  point  O  et  un  autre 
point  quelconque  est  déterminée  par  Téquation 


I  =  — %;  p  l/l  +  9^  sin-  6  cZtp 

cos  t)j 


n 


1 

2  cos  6 


-í  (1  +  9^  sin»  6) -  +  —r-^  log (-Í  sin  6  +  y/l  +  'p-  sin-  6) 
■  snio 
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Donc  il  existe  une  parábola  dont  les  ares  sont  égaux  aux  ares  de  Thélice  considérée.  Cette 
proposition  a  été  établie  par  des  méthodes  purement  géométriques  par  Guido-Grandi,  qiii  Ta 
eommuniquée  à  Th.  Ceva  daiis  une  lettre  publiée,  comme  appendice,  à  Touvrage  sur  la  loga- 
rithmique  mentionné  au  n."  400. 

Dans  la  niême  lettre,  Guido-Grandi  remarque  que  la  transformée  de  Thélice,  quand  on 
développe  le  cone,  est  une  spirale  d'Archiraède,  et  11  en  déduit  la  valeur  A  de  Taire  balayée 
sur  le  eône  par  le  vecteur  d'un  point  de  Ihélice,  quand  ce  point  se  déplace  dès  le  somniet 
jusqu'à  un  point  donné.  II  est,  en  efifet,  facile  de  voir  que,  si  pi  et  tpi  représentent  les  eoor- 
données  de  la  transformée  d'une  courbe  quelconque  située  sur  le  cone,  rapportée  au  point 
correspondant  au  sommet,  comine  pôle,  et  à  la  droite  correspondant  à  la  génératrice  située 
sur  le  plan  ZX,  comme  axe,  on  a 

pisin6=p,     tpi=tpsin6; 

et,  en  appliquant  ces  équations  à  Thélice,  on  voit  que  la  transformée   de   cette    ligne    est   la 
spirale  d'Archimède  ayant  pour  équation 

2a 

sin ! 
On  a  donc 

i'  sii 
6  cos"''  6 


.        a'  sm  a    , 


Cette  métbode  est  applic-able,  comme  Guido-Grandi  Ta  remarque,  à  toutes  les  courbes 
situées  sur  le  cone.  On  peut  même  réduire  la  quadrature  de  toutes  ces  courbes  à  eelle  de  leurs 
projections  respectives  sur  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  eône.  On  a,  en  effet, 


A  =  yj     9.d<?.  =  ^^^\  9' do. 


II  est  à  remarquer  que,  d'après  une  passage  d'une  lettre  adressée  par  Roberval  à  Torri- 
celli  (Mémoires  de  rAcadémie  des  Scie7ices  de  Paris,  t.  vi,  p.  4Õ8),  le  premier  de  ces  géomè- 
tres  avait  considere  les  spirales  coniques  ayant  pour  projection  sur  le  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  du  eône  les  spirales  paraboliques  (n."  525),  et  il  avait  róconnu  que  la  quadi-ature  et  la 
rectification  de  ces  lignes  dépend  de  celles  de  ces  dernières  spirales.  On  obtient  ce  résultat 
par  la  méthode  precedente  en  observant  que  la  transformée  d'une  spirale  conique  ayant  pour 
projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cone  une  spirale  parabolique,  est  une  autre 
spirale  parabolique,  et  en  tenant  compte  des  théorèmes  démontrés  aux  n.°*  526  et  527. 

780.     Les  équations  de  la  tangente  à  riiélice  au  point  M  sont 

Y  —  of  sin  tp  tang  6  =  (sin  cp  +  cp  cos  !p)  tang  6  (Z  —  a'f), 
X  —  atp  cos  (p  tang  6  =  (cos  tp  —  tp  sin  tp)  tang  6  (Z  —  atp). 
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En  faisant  Z  =  O,  on  voit  que  cette  droite  coupe  le  plan  XY  aii  point  determine  par  les 
équations 

X  =  atf/^  sin  (p  tang  6,      Y  =  —  a-^'  cos  tp  taiig  6. 

Or,  ces  équations  donnent 

X2+Y»  =  ai«cp»tang«e,      -^  =  -cot'^, 

X 

et  pourtant,  en  posant  X  =  p'  sin  tp',  Y  =  p'  cos  cp', 

p'  =  acp'*  tang  6. 

Donc  lit  surface  dévelopimhle  formée  par  les  tangentes  à  lliéJice  conique  coujje  le  plan  per- 
pendiculaire  à  Vaxe  du  cone,  mené  par  le  soinmet,  suivant  une  spirale  de  Galilée  (n.°  403). 

Cette  proposition  a  été  démontrée  par  Vallès  dans  les  Annales  de  Gergonne  (t.  XVII, 
182G-1827,  p.  159  et  349).  Ce  géomètre  a  trouvé  aussi  Téquation  des  développantes  de 
riiéliee  considérée,  mais  Téquation  qui  les  represente  n'est  pas  simple  et  n'ofFre  pas  d'iiitérêt. 

7S1.  Parmi  les  spirales  du  oône  de  révolution  qui  se  projettent  sur  un  plan  perpendi- 
eulaire  à  Taxe  du  cone  suivant  quelqu'une  des  spirales  planes  qui  ont  été  étudiées  dans  cet 
ouvrage,  nous  en  signalerons  encore  ici  celles  qui  correspondent  à  la  spirale  liyperbolique 
(n."  472)  et  à  la  spirale  de  Galilée,  ayant  le  pôle  sur  Taxe  du  cone.  On  étudiera  plus  loin 
celle  qui  correspond  à  la  spirale  logarithmique. 

1 ."  La  première  des  spirales  mentionnées  peut  être  représentée  par  les  équations 

cos  'O           „                  sin  o 
■  x  =  a ^  tango,      y  =  a ^  tang»,     z  =  acs, 

?  ¥ 

et  alors  la  projection  sur  le  plan  xy  est  définie  par  Téquation  polaire  tpp  =  «  tango.  Cette  ligue 
a  été  étudiée  par  Olivier,  sous  le  nom  de  spirale  hyperholique  conique,  dans  Fouvrage  men- 
tionné  ci  dessus  (p.  87),  ou  il  a  donné  des  méihodes  pour  en  construire  le  plan  osculateur  et 
le  rayon  de  courbure.  Parmi  ses  propriétés,  nous  signalerons  celle-ci :  les  tangentes  à  Ia  spi- 
■ale  considérée  coupent  le  plan  perpendiciãaire  à  Vaxc  du  cone,  mené  par  le  sommet,  suivant 
une  circonférence  dont  le  centre  coincide  avcc  le  sommei  du  cone  et  dont  le  rayon  ett  égcd  à 
a  tang  6.  On  obtient  cette  propriété  par  une  analyse  semblable  à  celle  qu'on  a  employée  aii 
n."  780  pour  démontrer  une  propriété  analogue  de  Thélice  conique. 

2."  La  spirale  conique  qui  se  projette  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cone  considero 
suivant  la  spirale  de  Galilée: 

p  =  A  +  A:cpí 

VOL.    V  ZZ 
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est  le  lieii  que  décrirait  à  l'interieur  de  la  Terre  un  point  mobile,  en  descendant  ju8qii'à  son 
centre  siiivant  la  loi  de  Galilée,  c'est-à-dire  avec  une  accélóration  constante,  et  en  tournant 
en  même  temps  aiitour  de  la  ligne  des  pôles  avec  un  vitesse  constante.  Le  point  décrit  és'i- 
demment  une  droite  qui  passe  par  le  centre  de  la  Terre  et  tourne  autour  de  la  ligne  des 
pôles,  et,  si  Ton  designe  par  R  le  rayon  de  la  Terre,  par  b  et  a  deux  constantes,  par  t  le 
teraps  employé  par  le  point  mobile  poiír  descendre  dès  la  surface  de  la  Terre  jusqu'au  ]ioint 
situe  à  la  distance  r  dti  centre,  et  par  o  Tangle  parcouru  par  le  móridien  du  point  pendant 
le  temps  tj  on  a,  d'après  les  liypothèses  énoncées, 

r  =  R  —  bt-,     -^  =  ai ; 

mais,  si  (j  est  le  vecteur  de  la  projeetion  du  point  mobile  sur  le  plan  XY,  on  a  p  =  ?'sin6; 
donc  Téquation  de  la  projeetion  sur  ce  plan  de  la  spirale  décrite  par  le  point  mobile  sur  le 
cone  est 

p  =  R  sin  6 5-  !i-  sin  6, 

a-  ' 

et  cette  courbe  est  par  suite  une  spirale  de  Galilée.  Le  problème  qu'on  vient  de  considérer  a 
étó  pose  par  Galilée,  et  il  a  auiené,  coinme  on  a  dit  au  n."  463,  Mersenne  et  Fermat  à  s'oc- 
cuper  de  la  spirale  définie  par  la  dernière  équation. 

782.  «Quelques  auteurs  appellent  loxodromie  conique,  et  d'autres  hélice  conique,  la  ligne 
qui  coupe  sous  un  angle  constant  les  génératrices  d'un  cone  quelconque.  Si  Ton  veut  donner 
à  ces  mots  la  dernière  signiíication,  on  doit  remplacer  le  uom  donné  par  Chasles  à  la  courbe 
étudiée  ci-dessus  par  un  autre.  II  serait  juste  de  Tappeler  spirale  conique  de  Pappus,  vu  que 
c'est  dans  les  Collections  maihématiques  de  ce  célebre  géoniètre  qu'on  en  trouve  la  première 
mention  connue. 

Considérons  un  cone  quelconque  engendre  par  une  droite  OA,  ([fig.  109),  et  supposons, 
comme  au  n."  775,  que  P  soit  la  projeetion  du  point  M  de  la  surface  du  cone  sur  le  plan  XY, 
que  les  axes  des  coordonnées  OX,  OY  et  OZ  soient  orthogonaux,  que  et  et  O  désignent  les 
angles  POX  et  AOZ  et  o  le  seginent  OP,  et  que  'f  =/(6j  soit  Téquation  du  cone.  On  obtient 
l'équation  différentieile  de  la  ligne  qui  coupe  les  génératrices  de  ce  cone  sous  un  angle  cons- 
tant de  la  manière  suivante. 

Les  cosinus  des  angles  que  la  droite  OA  fait  avec  les  axes  des  coordonnées  ont  pour 
expressions 

cos  AOX  =  cos'^  sin  6,     cos  ÂOY  =  sin'i  siu6,     cos  AOZ  =  cos  Ô, 

et  les  cosinus  des  angles  que  la  tangente  à  une  courbe  quelconque  décrite  par  le  point  M  fait 

1  -  .  \    '^■"^       '^'y      ^^2      T^         1  1 

avec  les  memes  axes  sont  egaux  a  —j—,    — ,— ,    -y- .   Donc   la  condition  pour  que   M  décrive 
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une  courbe   qui   coupe   les   génératrices   dii   cone   sous  un  angle  constant  est   exprimée  par 
léqiiation 

cos  tp  sm  o  +  -j^  sin  tp  sm  8  i — -j—  cos  o  =  c, 


ds 


ds 


ds 


qui,  en  tenant  compte  des  égalités 

(1)  «  =  pc.'Stp,     ?/=psincp,     2=  p  cot  6, 

lesquelles  donnent 

dx  =  cos  'sdp  —  p  sin  '^  df,     dy  =  sin  '-p  c/p  +  p  ccs  cp  d-St, 
cZz  =  cot  e  c?p  —  p  -.-^-^  ,     ds-  =     .  '       +  p^  rf-^-  +  -V^-^ '■   3.    c^Ô  í'p 


sin^Ô 


sin 


sin*  6  sin^ 


peut  être  mise  sous  la  forme 
(2) 


d    .    ,  =  crfs^ 
sin  O 


ou 


(3) 


<^p'"     ,«73,       P^      7«-->      2p  cos  b   ,    ,,,    '^ 


sin  O         Lsin^^ô    '  '       '     '    sin*í  sin''6 


En  éliminant  tp  de  cette  équation  aii  moyen  de  réquation  (p=/(6)  dii  cone,  et  en  intégrant 
ensuite,  on  obtient  une  équation  qui  determine  p  en  fonction  de  6;  ensuite  les  équations  (1) 
détenninent  x,  y  et  z. 

La  courbe  peut  être  rectifiée  au  moyen  de  réquation  (2),  qui  donne 


P      ,  X  -\-  V     . 

CS  =  -T^  +  eonst.  = — h  const. 

sm  o  y 


Nous  allons  étudier  maintenant  le  cas  ou  le  cone  donné  est  de  révolution. 
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III. 
Les  hélices  cjiiiKlro-coiiiqucs. 

783.     Clierclions  les  équations  di-s  ligues  qui  coupent  les  génératrices  du  cone  de  róvo- 
lution  sons  un  angle  constant. 

En  siipposant,  poiír  cela,  O  constant  dans  Tanalyse  exposée  an  n."  précédent,  on  obtient 
Téquation 

t?p  c 


P         l/l 

et  ensuite,  en  intégrant, 


sin  d  cf-^, 


Les  équations  de  la  courbe  qui  coupe  les  génératrices  du  cone  de  révolution  sous  un 
angle  "constant  sont  donc 

(1)  a;  =  Ae'"?cos'^,     y  =  Ae"?  sin 'f ,     z  =  he"'f  cot  6 . 

La  courbe  qu'on  vient  d'envisager  a  été  considérée  pour  la  première  fois  par  Guido- 
Grandi  dans  la  lettre  à  Th.  Ceva  mentionnée  au  n."  779,  ou  il  a  fait  voir,  par  un  moyen 
purement  géométrique,  que  la  courbe  qui  resulte  de  Tintersection  du  cone  de  révolution  avec 
le  cylindre  droit  ayant  pour  base  la  spirale  logarithmique,  coupe  les  génératrices  du  cone  et 
celles  du  cylindre  sous  des  angle  constants,  quand  Taxe  du  cone  est  une  génératrice  du 
cylindre.  Plus  tard,  la  mêrae  ligne  a  été  étudiée  par  Th.  Olivier,  sous  le  nora  de  spirale  loga- 
rithmique conique,  dans  les  Développements  de  Géoinéirie  descripiive  (1843,  p.  56-76),  par 
Tissot,  dans  les  Nouvelles  Aniiales  de  Mathémnliqnes  (1852,  p.  454),  par  P.  Serret,  dans 
sa  Thiorie  nouvelle  géométrique  et  mécanique  des  lignes  à  double  courbure  (1860,  p.  101),  etc. 

7S4.     VoÍ2Í  quelques  propriétés  de  cette  courbe. 

1."  L'équation  de  laprojection  de  la  courbe  sur  le  plan  XY  a  pour  équation  p  = /(«"'í ;  donc 
la  projection  de  Vhélice  cylindro-conique  sur  un  pilan  perpendiculaire  à  1'axe  du  cone  est  une 
spirale  logarithmique. 

2.«  L'angle  to  que  la  tangente  à  cette  courbe  à  un  point  quelconque  fait  avec  Taxe  des  z 
est  déterminée  par  Téquation 

dz  a  cos  6 

"*  ~  \/ dx^  +  dt/ ^  dz"-  ~    v/sin^e  +  a^ 
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Donc  la  courbe  qui  coiipe  les  génératrices  d'un  cone  de  révolution  sous  un  angle  consfant, 
coupe  ausii  sous  un  angle  comtant  les  génératrices  d'un  cylindre,  dont  une  génératrice  coincide 
avec  Vaxe  du  cone  et  dont  la  base  est  une  spirale  logarithmique  ayant  le  pôle  sur  cet  axe. 

Cest  le  théorèine  de  Guido-Gcandi  mentionné  ci-de3su3,  et,  à  cause  de  cette  propriété, 
la  spirale  conique  considérée  a  été  iiommée  par  P.  Serret  (1.  c.)  hélice  cylindro-conique. 

3.«  II  resulte  de  la  propriété  dont  jouit  Thélice  cylindro-conique,  d'avoir  pour  projection 
sur  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cone  une  spirale  logarithmique  ayant  le  pólo  sur  cet 
axe,  que  Thélice  (.•onsidérée  fait  un  nonibre  infini  de  circonvolutions  autour  de  Taxe  du  cone, 
en  s'approchant  constamment  et  indétiniment  du  soramet. 

4."  La  transformée  de  la  même  hélice,  quand  on  développe  le  cone,  doit  couper  sous  un 
angle  constant  les  transforraées  de  ces  génératrices,  et  cette  courbe  est  pourtant  une  spirale 
logarithmique.  On  voit  par  la  raéthode  empluyée  au  n.°  779  que  Féquation  de  cette  spirale 
est 

p,  sinÔ  =  Ãe^'"^ 
785.     Les  équations  de  la  tangente  à  Thélice  cylindro-conique  au  point  M  sont 

a  { Y  —  he'^'^  sin  'f )  =  (a  sin  'f  +  cos  -f)  tang  9  (Z  —  Ae"?  cot  6), 
a  (X  —  he^'^  costp)  =  (a  cos  'f  —  sin  '^)  tang  Ô  (Z  —  Ae"'?'  cot  6). 

En  faisant  Z=0,  on  voit  que  cette  droite  coupe  le  plan  XY  au  point  determino  par  les 
équations 

he"''ís\n':^         „  /ie"'í'cos'f 

(2)  A  = '— 1      1= • 

^  '  a  a 

En  considérant  -^  comrae  un  paramètre  variable,  ou  voit,  conime  au  n."  780,  que  ces 
équations  représentent  une  courbe  dont  Téquation  polaire  est 


donc  le  lieu  des  tangentes  à  Thélice  coupe  le  plan  X\'  suivant  une  sjiirale  logarithmique. 

On  constate  aisément  que  les  valeurs  des  différentielles  de  a?,  y,  X  et  Y,  donnéee  par  les 
équations  (1)  et  (2),  vérifient  Téquation 

dxdX  +  dydY=0, 

et  que  par  conséquent  les  tangentes  à  la  courbe  (1)  au  point  '-p  sont  perpendiculaire  aux  tan- 
gentes à  la  courbe  (2)  au  point  correspondant. 


398 


Nous  avons  donc  le  tliéorème  suivant: 

L'hélice  ci/lindro-coniqite  possede  une  développante  plane  située  sur  le  plan  perpendicnlaire 
à  1'axe  dii  cone  pussant  p>"'>'  le  sommet,  et  celte  développante  est  itne  spirale  logarithmique,  dont 
le  pôle  coincide  avec  le  sommet  dii  cone. 

Cette  proposition  a  été  démontrée,  an  inoyen  d'une  analyse  différente,  par  un  auteur 
anoiíyrae  et  par  Vallès  dans  les  Annales  de  Gergonne  (t.  xvil,  1826-1827,  p.  166  et  349). 
lis  ont  inêine  démontré  que  Thélice  considérée  est  lunique  spirale  du  cone  de  révolution  jouis- 
sant  de  la  propriété  mentionnée. 

En  effet,  on  peiít  représenter  les  spirales  du  cone  considere  par  les  équations 

a3=pcostp,     jí=psintp,     2  =  Ap, 

A  représentant  une  constante. 

Les  équations  des  tangentes  à  cette  ligne  coupent  le  plan  XY  aux  points  determines  par 
les  équations 

^^  p*BÍny  ^      y^       p-cosy 
rfp  dp 

d(f  rfcp 

La  condition  pour  que  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  tp  et  la  tangente  à  la  spirale 
conique  au  point  correspondant  soient  perpendiculaires  est 

Or,  il  resulte  de  cette  équation,  en  intégrant, 

p  =  Ce""f, 
C  et  m  étant  les  constantes  arbitraires. 

380.  En  appliquant  aux  équations  (1)  les  formules  classiques  pour  le  calcul  des  rayons 
de  courbure  et  torsion,  on  trouve 

he^^Ua- +  sm^  6)  __    he^f  (a*  +  smH) 

\Ja^  + 1  sin'-'  Ô     '  a  cose  ' 

donc  R  et  ■>■  sont  proportionnels  aux  distances  du  point  donné  au  plan  perpendicnlaire  à  1'axe 
du  cone  passant  par  le  sommet. 

En  désignant  par  (xi,  y\,  zi)   les  coordonnées  du  centre   do   courbure   de   Thélice  relatif 
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au  point  (x,  y,  s),  et  en  appliquant  aux  équations  (1)  les  formules  générales  pour  la  détermi- 
nation  des  coordonnées  des  centres  de  courbure,  ou  obtient  les  équations 

ah  [(a^  +  sin"^  6)  sin  cp  —  a^  cos-  6  cos  cp]        ^,^ 
r;/í  [(a^  +  sin-Ô)  costp  — a^cos^ôsintsl         „,„ 

yi  = ,.,,,.   -«Ã —  *  ■ '    2i  =  ^) 


qui,  en  posant 
prennent  la  furme 


a^  +  sin*  ô  =  a  cos-  6  tang  'ji, 


«'Acot^e        „„        ,         ,,  a^-hcoC-t)       „„   .    ,         ,. 

La  projection  de  la  ligue  representes  par  ces  équations  sur  le  plan  xy  est  une  spirale 
logaritliinique,  ayant  le  pôle  à  Torigine  des  coordonnées.  Donc  nous  avons  le  théorème  sui- 
vant  (Tissot,  1.  c.) : 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  hélice  cylindro-conique  est  une  auire  hélice  cylindro- 
conique,  sifuêe  siir  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  jmralleles  à  celles  du  cylindre  sur 
lequel  est  Vhélice  donnée,  et  sur  un  cone  dont  l'axe  coincide  avec  cclui  du  cone  sur  lequel  est 
cefte  ãerniere  hélice.  Le  point  {x,  y,  z)  et  le  centre  de  courbure  correspondant  sont  sur  un  ])lan 
perjjendiculaire  à  Vaxe  du  cone. 

787.     L'équation  du  plnn  normal  à  la  courbe  au  point  (x,  y,  z)  est 

(a  cos  tp  —  sin  '^)  X  +  (a  sin  o  +  cos  ':>)  Y  +  «Z  cot  6  =  ---s  ,7  e"?. 
'  '  '  sm-  o 

En  dérivant  deux  fois  cette  équation  par  rapport  à  '^  et  en  résolvant  ensuite  les  trois 
équatiuns  qu'on  obtient,  il  vient 

sin-e  ^'  sui-Ô  ^'  (l+a-)sm2e 

Pourtant  (P.  Serret,  I.  c),  larêfe  de  rehroussement  de  la  surface  polairc  de  Vhélice  cylindro- 
conique  est  une  autre  hélice  cylindro-conique,  i>l(tcée  sur  un  cone  ayint  le  même  axe  et  le  même 
sommet  que  le  cone  donné,  et  sur  un  cylindre  ayant  pour  base  la  spirale  lof/arithmique  déjinie 
par  Véquafion 

ha'       g. 
P  =  lin^^'- 
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?88.  On  peut  se  demander  s'il  existe  d'autres  courbes  qui  coupent  les  génératrices  d'un 
cone  et  celles  d'un  cylindre  sons  di.'S  aiigles  constants.  Cette  question  a  óté  considérée  par 
M.  Pirondini  áãns  \e  Journal  de  Crelle  (t.  cxviii,  1897,  p.  61),  ou  il  a  démontré  qu'il  existe 
une  infinité  de  lignes  jouissant  de  cette  propriété.  Nous  allons  chercher  ces  courbes. 

Envisageons  une  hélice  cylindrique  et  un  cone  passant  par  Thélice,  et  supposons  que  les 
équations  de  cette  hélice,  rapportées  à  un  système  d'axes  orthogonaux,  tels  que  Taxe  des  x 
passe  par  le  sommet  du  cone  et  Taxe  des  z  soit  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  sur 
lequel  est  ThéUce,  soient  (n."  763) 

'"  =  ?(»)>     y  =  H«)í     z  =  cs, 

s  représentant  les  ares  de  la  base  du  cylindre. 

Les  cosinus  directeurs  d'iine  tangente  à  Tliélice  et  de  la  génératrice  du  cone  passant  par 
le  point  de  contact  sont  respectivement 

dx       dy       dz  \  íx  —  a      y       z 

d^'  ~ds^'  Is,)  '       \15^  '  1J  '  D 

oíi  a  designe  la  distance  du  sommet  du  cone  à  Torigine  des  coordonnées,  et  ou 

dz 


ãsi  =  [/  dx^  +  c?y-  +  dz^  =  —  v/l  +  c";     D  =  \/{x  —  a)^-  +  y^  +  z^. 


c 


Pourtant  la  condition  pour  que  ces  droites  forment  un  angle  constant  est 


(a;-a)dx  +  ydy  +  zdz^^^^y-^^^j^^ 

[/{x-ay-  +  y'  +  z^ 


ou,  en  intégrant 


ou 


(íC  -  a)2  +  j,2  +  s«  =  [Cz  /l  +  c'  +  Cl]2 

[tp  (s)  -  af  +  ']>'■  (s)  +  cV  =  [Ces  /l+c^  +  C,]^ 


Donc,  la  condition  pour  que  la  courbe  d'intersection  du  cylindre  et  du  cone  coupe  les 
génératrices  des  deux  surfaces  sous  des  angies  constants,  c"est  que  les  fonctions  tp  (s)  et  (]/(«) 
vérifient  cette  équation,  oii  C  et  Ci  désignent  deux  constantes  arbitrairement  choisies. 
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IV. 


Les  hélices  spli6ri(j[ues.  Les  hélices  bicoiiiques. 


589.     On  a  vu  (n."*  740  et  743)  que  les  équations  des  épicycloides  spLériques  rectifiables 
sont 

x  =  o  cos  —  d  cos  d  -f  01  sin  -—  6  sin  6, 
pi  pi 

y  =  p  COS  —  6  sin  ô  —  pi  sin  —  O  cos  6, 
P'  Pi 


;  =  v/p?-p^(l-cos-^ô), 


p  étant  le  rayon  du  cercle  fixe  et  pi  celui  du  cercle  mobile.  On  a  vu  aussi  (n."  743)   que  la 
longueur  des  ares  de  ces  courbes  est  déterminée  par  1'équation 


'  =  — v/p?-p'fcos-^e  +  l 
P  \        pi 


On  a  donc,  en  désignant  par  i  Tangle  que  Ia  tangente  à  une  épicycloíde  sphérique  à  un 
point  quelconque  fait  avec  l'axe  des  :■, 

dz  p 

cos  i  =  ^—  = —  ' 

ds  pi 

L'angle  i  est  donc  constant,  et  répicycloide  est  par  conséquent  une  hélice  cyiindrique. 

On  peut  mettre  les  équations   de   la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  xy  sous  la 
forme 

a'  =  Y[^P-p')'^os(^+l)e  +  (p  +  p,)cos(-Í--l)6j, 

^  =  T  [^P "  '^'^ ''"  ("^  +  O  ^  ~  ^P  +  f^'^ ''"  ( p7  ~  O  *] ' 
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011,  en  faisant  p  +  pi  =  2(Ri  —  rj)  et  pi  — p  =  2r),  (pi  —  p)  6  =  pi  6i, 

a;  =  (Ri  —  ri)co3  9i  —  n  cos 6t,     ?/  =  (Ri  — n)  sinôi  -\-ri  sin 6i ; 

cette  projection  est  donc  une  épicycloide  ou  une  hypocycloide  (n.°  557). 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant : 

L' épicycloide  sphérique  est  Ihélice  d'un  cylindre  ayant  jjour  section  droite  une  épicycloide 
ou  une  hypocycloide  et  jwur  génératrices  des  droites  perpendiculaires  au  plan  du  cercle  fixe. 

Cette  proposition  est,  en  partie,  due  à  P.  Serret  {Théorie  des  lignes  à  ãouble  courbure, 
1860,  p.  53). 

390.     Cherchons  maintenant  Féquation  générale  des  hélices  spliériques. 
Prenons  pour  cela  les  équations 

d'une  hélice  cylindrique,  et  les  équations  (_n.°*  704  et  767) 

l  +  c2 


R  =  cr,     R= j- ,      si=V^l-re*s^ 

ou  R  et  r  sont  les  rayons  de  courbure   et  de  torsion   de  cette  courbe,  et  ou  si  et  .<  sont  les 
ares  de  Thélice  et  de  sa  projection  sur  le  plan  xy. 

Si  cette  hélice  est  sur  une  sphère,    les  rayons    R   et  r  doivent  vérifier  Féquation   intrin- 
sèque  des  courbes  sphériques: 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  precedentes, 

c2(l  +  c2)íís  +  á(R^)  =  0. 


ds 
En  intégrant  deux  fois  cette  équation,  il  vient 

R2  =  _c2(l+c2)s2  +  As  +  A-, 


h  et  k  désignant  les  constantes  arbitraires. 
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En  changeant  Torigine  des  aros  s,  on  peut  mettre  cette  équation  sons  la  forme 

cVou  il  resulte  (n."  563)  que  les  épicycloides  spbériques  sont  les  uniques  hélices  sphériques. 
Lhélice  spliérique  qui  a  pour  projection  siir  le  piau  perpendiculaire  aux  génératrices  du 
cylindre  répicycloíde  à  deiix  rebroussements  (n.°  566),  est  une  courbe  algébrique  unicursale 
du  sixième  ordre,  qui  a  été  étudiée  complètement  par  M.  Angelo  Buffone  dans  le  Journal  de 
Battaglini  (1896,  p.  152). 

791.  Avant  de  terminer  ce  cliapitre,  nous  appelerons  Tattention  sur  deux  questions  de 
la  mêrae  nature  que  celle  qu'on  vient  de  considérer,  étudiées  par  M.  Pirondini  dans  le  mé- 
raoire  mentionné  au  n.°  788.  II  a  démonti'é  qu'il  existe  des  courbes  qui  coupent  en  même 
temps  les  génératrices  de  deux  cones  sous  des  angles  constants,  et  qu'il  existent  des  courbes 
sphériques  qui  coupent  les  génératrices  d'un  cone  sous  un  angle  constaut.  II  a  démontré,  en 
outre,  ces  propositions  remarquables :  1."  si  lon  développe  le  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  la  droite  passant  par  les  sommets  de  deux  cones,  et  dont  la  directrice  est 
une  courbe  coupant  les  génératrices  des  deux  cones  sous  des  angles  constants,  la  transfor- 
mée  de  cette  courbe  est  une  cyclokle ;  2."  si  une  courbe  sphérique  coupe  les  génératrices  d'un 
cone  sous  un  angle  constant,  elle  coupe  aussi  sous  un  angle  constant  les  génératrices  d"un 
autre  cone. 


CHAPITRE  XV. 

SDR  QDELQUES  COORBES  ALGÉBRIQDES  GADCHES. 

I. 
Sur  riioropt^re. 

792.  Une  question  d'Optique  physiologique  considérée  par  Helmholtz  dans  Toiívrage 
admirable  qu'il  a  consacré  à  cette  science,  a  mené  à  l'étude  de  la  courbe  correspondant  aux 
équations 

2r  2rlz 


(1)  «'=T^T^^'     ^ 


l+X^z^  '     ^       l  +  X^z^ 

qu'on  appelle  horopth-e. 

Les  propriétés  de  eette  ligne  ont  été  obtenues  par  des  méthodes  analytiques  et  géomé- 
triques  par  Ludwig,  dans  un  opuscule  intitule:  Die  hovopte.rkurve  etc.  (Halle,  1902);  par 
Schur,  dans  un  écrit  inséré  au  Zeitschrift  fur  Mathematik  (t.  XLVii,  1902);  par  M.  Stuyvaert, 
dans  un  Iravail  publié  dans  Mathesis  (1903,  p.  153);  etc. 

Nous  n'exposerons  pas  ici  les  considérations  d'Optique  et  de  Géométrie  par  lesquelles  on 
arrive  aux  équations  de  Thoroptère,  et  qu'on  peut  voir  dans  les  travaux  qu'on  vient  de  men- 
tionner ;  nous  allons  seulement  indiquer  la  forme  de  la  courbe  et  quelques-unes  de  ses  pro- 
priétés. 

II  resulte  immédiatement  des  équations  (1)  que  le  plan  arbitraire 

ax  -\-  by  -]-  cz  -{-  ã  =  O, 

ocupe  la  courbe  à  trois  points,  correspondant  aux  trois  valeurs  de  z  qui  donne  Téquation  qu'on 
obtient  en  éliminant  x  et  y  entre  cette  équation  et  les  équations  (1);  Thoroptère  est  pourtant 
une  cubique  gaúche.  On  étudiera  plus  loin  ces  cubiques,  et  on  verra  alors  que  toutes  elles 
jouissent  des  même  propriétés  projectives;  et,  par  ce  motif,  nous  ne  considérerons  pas  ici  les 
propriétés  de  cette  nature  de  Thoroptère. 

II  resulte  des  mêmes  équations  (1)  que  la  courbe  est  située  sur  la  surface  du  cylindre  de 


révolution  correspondant  à  réquation 
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2/2  =  x(2r  — a;), 


et  qu'elle  se  projette  sur  le  plan  xz  suivant  une  cubique  d'Agnesi  (n.°  123)  et  sur  le  plan  yz 
suivant  une  anguinea  (n."  111).  Comme  la  construction  de  la  cubique  d'Agnesi  est  três  facile, 
on  peut  employer  cette  ligne  et  le  cylindre  mentionné  pour  construire  Tlioroptère  et  ses  tan- 
gentes. 

Les  mêraes  équations  (1)  font  encore   voir  que  Thoroptère   est   située   sur   la  siirface  du 
paraboloade  hyperbolique  represente  par  I'équation 

y  =  'kxz, 

d'oú  il  resulte  une  autre  manière  de  construire  la  même  courbe.  L'un  dos  systèiues  de  géné- 
ratrices  rectiligaes  de  ce  paraboloide  est  forme  par  des  droites  parallèles  au  plan  xy,  coupant 
la  courbe  et  Taxe  des  z,  et  l'autre  est  forme  par  des  droites  parallèles  au  plan  yz,  coupant 
la  courbe  et  l'axe  des  x. 

Remarquons  eníín  que  la  courbe  est  sur  la  surface  de  révolution  représentée  par  1'équation 


dont  Taxe  coincide  avec  celui  des  z. 

On  voit  aisément,  au  moyen  des  équations  de  la  courbe,  quVlIe  a  la  forme  indiquée  dans 

la  figure  170.  EUe  part  du  point  A,  ou 
elle  coupe  |l'axe  OX,  et  s'étend  indé- 
finiment  dans  le  sens  OZ  et  dans  le 
sens  opposé,  en  s'approchant  constam- 
ment  de  Taxe  OZ,  qui  en  est  une 
asymptote.  Les  cordes  parallèles  au 
plan  YZ  sont  diviséea  en  deux  parties 
égales  par  la  droite  OA,  qui  est  par 
conséquent  un  axe  de  la  courbe,  et  le 
cosinus  de  Tangle  que  la  tangente  au 
point  A  fait  avec  le  plan  XY  est  égal 
à  2rX. 

La  tangente  à  la  courbe  au  point 
(x,  y,  z)  coupe  le  plan  XY  à  un  point 
dont  les  coordonnées  sont  déterminées 
par  les  équations 


Fig.  170 


X  = 


2r(l+3>.V) 


Y  = 


4lh^ 


(1  +  XV)2  ' 


407 
ou,  en  faisant  'Kz  =  ti  et  en  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  {2i-^  0), 

Donc  le  lieu  des  intersections  des  tangentes  à  Vhoropíère  avec  leplan  XY  est  une  cardioide, 
conchoide  du  cercle  de  rayon  égal  à  -^  r  (Stuyvaert,  1.  c). 

703.     En  posant  y  =  a; tangi,  les  équations  de  Thoroptère  prennent  la  forme 

a;  =  2rcos^<^     2^  =  r  sin  2í^     z  =  ^- tangi. 

A, 

En  appliquant  à  ces  équations  Téquation  générale  du  plan  osculateur: 

A(X-a!)  +  B(Y-5,)  +  C(Z-z)  =  0, 
ou 

A-zV-yz",     B  =  a;'z"-z'íc",     G=>y'x"-x'f, 

on  trouve  premièrement 

4r8Ín3<        _        4rcos3í 
A  = , =~,     B=-^; i— -,     C  =  — 8r-, 

et  ensuite 

Y  cos  ?>t  —  X  sin  3í  —  2r\  Z  cos  3í  +  3r  cos  i!  sin  2<  =  0. 

Cest  Téquation  des  plans  osculateurs  de  l'horoptère,  et  elle  fait  voir  que  le  plan  oscula- 
teur à  un  point  (x,  y,  z)  coupe  Taxe  OZ  à  un  point  dout  la  distance  au  plan  XY  est  égale 
à  3z  (Stuyvaert,  1.  c). 

En  appliquant  aux  mêraes  équations  les  formules  classiques  pour  la  détermination  des 
rayons  de  courbure  et  torsion  R  et  T,  on  trouve 

_  (l+4>.^r^eos4<)' _  l  +  4X^r^cos6i 

1'  SXcos^í 

4í-X2co8'<(l  +  4X2j-ícos«<)- 

Ces  formules  font  voir  que  les  valeurs  du  rayon  de  courbure  et  de  torsion  au  point  A 
sont  respectivement 

l+4A.2r='  ]+4>L»r2 

> 


4r).2  'ò\ 

et  que  la  courbe  ne  possède  pas  de  points  réeis  à  plan  osculateur  stationnaire. 
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794.  Cherehona  la  transformée  de  Thoroptère  quand  on  développe  le  cylindre  qui  passe 
par  cette  courbe,  et  supposons  pour  cela  qu'on  rapporte  cette  transformée  à  un  axe  des  or- 
données  correspondant  à  la  génóratrice  OZ  du  cylindre  et  à  un  axe  des  abscisses  perpendi- 
culaire  à  eelui  des  ordonnées,  passant  par  le  point  correspondant  à  O.  On  a  alors,  en  repré- 
sentant  par  X  et  Y  les  coordonnées  du  point  de  la  transformée  correspondant  au  point  {x,  y,  z) 
de  riioroptère,  et  en  remarquant  que  t  est  égal  à  Tangle  BOX  que  la  projection  B  de  ce 
dernier  point  sur  le  plan  XY  fait  avec  OX, 

Y  =  2  =  -^  tangi,     X  =  »-(x-20, 

A. 

et  par  conséquent  la  transformée  de  Tlioroptère,  quand  on  développe  le  cylindre,  est  la  courbe 
représentée  par  Téquation 

„       1  X 

cot- 


\  2r 


En  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  {r.r,  0),  on  voit  que  cette  courbe  coin- 
cido avec  celle  qu'on  a  étudiée  au  n.°  441  sous  le  nom  de  courbe  des  tangentes. 


II. 


L'«'llipsc  logarithmique,  riiyperbolc  logarithmi(iue  et  la  parabole  logaritliuiiquo. 


795.  La  courbe  qui  resulte  de  Tintersection  du  paraboloide  de  révolution  ffg.  171) 
engendre  par  la  parabole  aOh,  en  tournant  autour  de  son  axe  OZ,  avec  le  cylindre  de  base 
elliptiqiie  ayant  pour  axe  celui  du  paraboloide,  a  été  noramée  par  'J.  Booth  ellipse  loga- 
rithmiqtie,  dans  son  Treatise  on  some  neiu  geometrical  Methods  (t.  ii,  1877,  p.  51).  Cest  une 
courbe  ganche  du  quatrième  oi'dre,  dont  les  équations,  rapportées  à  un  système  d'axes  ortho- 
gonaux,  tels  que  Taxe  des  z  coincide  avec  Taxe  du  paraboloide  et  les  axes  des  x  et  des  y 
avec  les  axes  de  la  base  du  cylindre,  sont 
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Les  projections  de  cette  courbe  sur  les  plans  XZ  et  YZ  sont  les  paraboles  représentées 
par  lea  équations 


,.-2  ;.9      "*-    T^    7.-2    2  —  J  í 


1/^ 
2k 


a-/  o- 


Les  tangentes  à  Ia  courbe  aiix  points  qiii 
se  projettent  aiix  sommets  C  et  D  de  la 
base  du  cylindre,  sont  parallèles  à  Taxe 
AB,  et  les  tangentes  aux  points  qui  se 
projettent  aux  sommets  A  et  B,  sont 
parallèles  à  Taxe  CD. 


796.     Les  ares    de  la  courbe    qu'on      v 
vient  de  definir  peuvent  être  representes  pig  ^7/ 

par    des    intégrales    elliptiques,    comme 

Booth  l'a  fait  voir  dans  Touvrage  mentionné,  oíi  il  s'est  occupé  de  cette  représentation   et 
des  propriétés  de  ces  ares  qui  en  rósultent. 

On  a 


Mais,  d'un  autre  côté,  si  Ton  pose 

— l^ —  y p —  {!<'-  +  «-  - ''-)  3/-  -  f^-i^' 

=  ( A  +  By^)  (C  +  B^-^)  =  AC  +  B  ( A  +  C)  /-  +  ^^^ 
les  constantes  A,  B  et  C  peuvent  être  déterminées  par  les  équations 


B=  ^"^./'^   ,     A  +  C  =  A:2  +  a2-i*,     AC  =  -i2^2 


dnnt  la  première  donne  la  valeur  de  B,  et  dont  11  resulte  que  A   et   C    sont   les  racines   de 
léquation 


X2  _  (F  +  «2  _  62-)  X  _  Í2/.2  _  0. 


VOL.    V 


BBB 
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L'une  de  ces  racines  est  négative;  nous  la  désignerons  par  A. 
Nous  pouvons  donc  écrire 


Posons  maintenant 


II  vient 


ou 


k^iy^-b^-) 


7/ =  6  sino,     tang  O  = r tang^tp. 


ds  =  K 


(1  —  a^  sin-  'j')d's 


K 


( 1  —  X  sin-  ff  j/i  _  «2  sin'  (f 
AO  Bb^- 


k^-C{A  +  iib'-) 


A  + 1%2 


B^»^(C-A)       C_ 

C(A  +  B6*)  ~  A 

^  B6-^ 


II  est  à  remarquei-  que,  comme  les  quantités  A  et  B  sont  iiégatives,  K  est  réel,  et  que, 
comme  la  valeur  absolue  de  A  est  inférieure  à  C,  on  a  O <^a' <^\. 

Mais 


1  — a^8Ín-(p         1 


(1  — Xsin-ci)2       "/. 


1  —  K  siii- 


-"/.sin-o)2J" 


Donc 


X  I  ""J    (1— Xsin^cp)  A<p    +(''""■■' J   (1— Xsin^'f)-^A(p 


ou 


Acp  =  l/l  —  a-  sin-  <p. 


On  peut  encore  donner  à  cette  expression  de  s  une  autre  forme.  On  démontre,  en  effet, 
dans  la  tliéorie  des  intégrales  eliiptiques  les  identités  suivantes,  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier 
par  difFérent'ation : 

d'j> 


j  (1  —  /.  sin-  -f )-  A-í       -'  ( l  —  >-)  (X  —  «-)  j       ''' 


(1) 


^/(l-.s.n^,)^ 


do        3a^—2'ka-  —  2'K  +  'k^ 


K^ 


(1  —  Xsin-cp)  A*  r 
/.,->..n.„|t=(l-i-)/Í|^-A/A,.,, 


ou 


Nous  avons  donc  Téquatioii 
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4>=' 


cos  !p  £íL'f 


1  —  A.  sin"^  '^ 


K 


2(1-/.) 


- 1 4. 


,    a-  —  X    r  átp 


k 
do 


m-^i^' 


'í"? 


_/  (1  —  À  sin"^  tp)  Ac5 


qui  exprime  s  par  des  intégrales  elliptiques  de  première,  deuxième  et  troisièuie  espèce. 

L'intégrale  de  troisième  espèce  qui  figure  dans  cette  expressioii,  est  de  nature  logarithmi- 
que,  et  c'est  par  ce  motit"  que  la  courbe  considérée  a  été  appelée  par  Booth  ellipse  logari- 
thmique.  Cette  courbe  est  un  des  premiers  exemples  qu'on  a  rencontrés,  des  ligues  dont  les 
ares  sont  exprimées  par  des  fonctions  elliptiques  de  troisième  espèce  de  nature  logarithmique. 
Booth  a  pris  cette  courbe,  celles  que  nous  alions  considérer  aux  paragraphes  suivants  et 
Tellipse  sphérique  pour  base  d'une  tliéorie  géométrique  des  intégrales  elliptiques. 

Í97.  La  courbe  qui  resulte  de  rintersection  d'un  paraboloide  de  róvolution  avec  un 
cyliudre  droit,  ayant  pour  base  une  hyperbole  dont  le  centre  soit  sur  Taxe  du  paraboloide,  est 
une  autre  des  courbes  employées  par  Bootli  pour  représenter  les  intégrales  elliptiques  de 
troisième  espèce  de  nature  logarithmique,  dans  Touvrage  mentionné  plus  liaut  (t.  11,  p.  76). 
II  a  donné  à  cette  ligne  le  nom  à'hyperhole  logarithmique. 

Les  équations  de  cette  courbe  sont  2. 


2kz^x^  +  y\ 


1, 


et  les  projections  de  la  même  courbe  sur  les 
plans  XZ  et  YZ  sont  des  paraboles. 

L'hyperbole  logarithmique  est  composée 
de  deux  branches  égales,  symétriqueraent 
disposées  par  rapport  aux  plans  YZ  et  XZ. 
Ces  branches  partent  des  points  a  et  h  (fig. 
172),  correspondant  aux  sommets  de  Thyper- 
bole,  et  s'étendent  ju3qu'à  Tinfini.  Les  tan- 
gentes à  la  courbe  aux  points  a  et  h  sont 
parallèles  à  Taxe  des  y.  Les  asyraptotes 
de  riiyperbole  déterminent  deux  plans  per- 


Fig.  172 


pendiculaires  au  plan  XY,    qui  coupent   le  paraboloide  suivant  deux  paraboles,  qui  sont  des 
asymptotes  de  la  courbe  gaúche  considérée. 
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598.  Pour  déterminer  la  longueur  des  ares  de  Fhyperbole  logarithmique,  on  peut 
partir  de  la  formule  qu'on  obtient  en  changeant  b"^  en  —  6-  dans  Tanalyse  exposée  au  n.°  796, 
savoir 


ou 

«2  +  i2 


B: 


et  ou  A  et  B  sont  les  racines  de  Téquation 

X2  _  (/í2  +  «í  +  i2 )  X  +  V-lc^  =  o ; 

ees  racines  sont  positives  et  nous  supposerons  A  >  C. 
En  faisant 

A 

(2)  A  +  By2  =  (C  +  Bí/-2)-^<^ 


ce  qui  donne 


,       AC(í2-l)  ,  AC(C-A)dí 


^(''-^"''        ^B,C-A,,y^§iíiP 


i'expression  de  la  différentielle  de  s  prend  la  forme 

Kf-ãt 


ds  = 


(l_X(2jí^/(l_í2^(l_C(2í2) 


ou 


.A  .      A^(C-B6^)_  A[C-(a^  +  &^)]  A(C-A)^ 

''  ~  C  '     "'  ^  C  (A  -  Bè*)       C  [A  -  (a2  +  ò^)]  '  ],c^Q  /a  -  Bò^ 


Mais 


__j2^  _  j^  r__j^ 1     "I 

(1  _  Xíi)«  ■"  X  L  (1  -  'Kfif        l  -  >^'^  J' 

Donc 

dt  dt 


ds  =  K 


(1  - 'Lt^f- ^{l-f-){i-aV)       (1  -  W)  \/{\  -  f-)  (1  -  aH^) 


Remarquons  maintenant  que  Tégalité  (2)  donne  pour  t-  des  valeurs  positives  inférieures  à 
Tunité,  quand  y-  varie  depuis  zero  jusqu'à  Tinfini,  et  que  nous  pouvons  dono  faire  í  =  sin'^. 
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On  a  donc 


s  =  K 


/ 


(1  — Xain^cp/^Ã^ 


■/ir 


Xsin^ip)  Acp 


ou 


A'^  =  y/l  —  «2  sin-  (f>. 
En  appliquant  maintenant  les  formules  (1),  on  réduit  cette  équation  à  celle-ci: 


K 


—  [-■r^cp+x|A,.z,  +  K^->0/|^  +  (>^---^-)/-,i_,;f„.^),-]. 


Observons  maintenant  que  les  quantités  A  et  B  ont  le  même   signe   et  que  C  — (a^  +  ^") 
et  A  —  (a^  +  6*)  ont  des  signes  contraíres;  pourtant  le  nombre  a^  est  négatif,  et  a  par  consé- 

quent  imaginaire.  Mais,  en  faisant  '■?  =  -:; — 'í')  on  trouve 


K 


2(1  — X)(X- 


ou 


a*)   L           '        .7     ^    ^  'J  A']í       ^             J   (1— /,cos^']j)A'j>  J' 

1         sin  (!)  cos  (!)  A'L         .,  . ; j— 

ã>i=-—L-. 1--!1  Ai  =  l/l  —  a-  cos-  'h  ■ 

^           1  — Acosso    '  T^       •'                      ^' 


et  comuie 


ou 


on  a  enfin 


A'^  =  VI  -  «2  l/l  — 132  sin-'  (}),     1  -  ■/.  cos2  '])  =  (!-  X)  (1  -  h  sin^  -}), 


«2  A(C-a«-&2)         .  X 


^2  _  1       ((j  -  A)  (cr'  +  ò^í) 


X  -1 


a^-?w      p  ò^  X2  — «2  p  </-!) 

V/l-a«  J    A|'j)       (1  _  X)  l/l  _  «2 J    (1  _  >^,  gin2  ,^,  ^,,1, 


ou 


Ai(|)  =  i/l-|33sin2íj). 


La  quantité  |i^,  qui  entre  dans  cette  formule,  est  réelle  et  inférieure  à  Tunité. 

La  formule  precedente  fait  dépendre  le  calcul  de  s  de  celui  des  intégrales  elliptiques  de 
première,  second  et  troisième  espèce.  Ou  peut  voir  que  cette  derniòre  intégrale  est  de 
nature  logarithmique. 
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799.     Nous  allons  envisager  maintenant  la  courbe  qui  resulte  de  Tintersection  d'an  para- 
boloide  de  révolution  avec  un  cylindre  droit  ayant  puur  base  une  parabole  située  sur  un  plan 

perpendicuiaire   à  Taxe   du  paraboloide  et 
Z  dont  le  foyer  coincide  avec  un  point  de  eet 

axe.  Cette  courbe,  nommée  par  Booth  (1. 
c,  p.  110)  paraholelogai-ithmique,  peut  être 
représentée  par  lea  équations 

2kz  =  a:'  +  2/^     y'*  =  Ah"-  ^Ahi ; 


elle  est  symétrique  (fig.  173)  par  rapport 
au  plan  ZX,  et  s'étend  depuis  le  point  a, 
ou  la  génératrice  du  cylindre  passaiit  par 
le  sommet  de  la  parabole  rencontre  le  para- 
boloide, et  oh.  la  tangente  est  parallèle  à 
Taxe  OY,  jusqu'à  Tinfini. 

La  rectification  des  ares  de  cette  ligne, 
obtenue  par  Booth,  dépend  des  intégrales 
elliptiques,  eomme  on  va  le  voir. 

Nous  avons,  pour  déterminer  s,  Féqua- 
tion 


Fig.  113 


qui,  en  faisant 

prend  la  forme 

(3) 


^^  ~  k  \/{x  +  h){x  +  2h)  [lâ^ipii^^h)  {X  +  2h)\ ' 
(a;+2/i)(a;  +  A)  =  Â;2taDg2({,, 


ds  =  k 


d^ 


■hk- 


d'^ 


cos2(|i  cos3  (Jí  i/A"^  +  4A;^  iang2  (J; 

Si  /i  =  2/í,  cette  équation  donne 


J     COS^tjj  J     ( 


d<\> 

!0S*  Ò 


et  la  courbe  considéróe  peut  être  rectifiée  au  moyen  des  fonctions  élémentaires. 
Si  /í>  2/í,  il  resulte  de  la  uiême  équation 


:k  r-4-,-+/c  r ''^    

J   '^«s'^'                      ,,       /,       h"--4k-^   .   ,  , 
J    cos- '];  y/  1 p —  sin'  '\> 


ou 
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0<       ,..       <!• 


La  première  des  intégrales  qui  figure  dans  cette  équation,  peut  être  exprimée  par  des 
fonctions  élémentaires ;  Tautre  represente  un  are  d'une  liyperbole,  et  peut,  par  conséquent, 
être  représentée  par  des  intégrales  elliptiqucs  de  première  et  deuxieme  esptce. 

Si  2kyh,  faisons  dans  le  second  terme  de  Téquation  (3) 


tang'>=^tangv, 


ce  qui  donne 


et  par  suite 


ou 


<_' 


s  =  /c 


8/.-2  cos2  vV/  1 -^^—  sin'  V 


J   cos^i  ^  8/í^  J  cos^váv  "^  '       8F     J    Av   ' 


dono  s  dépend  d'une  intégrale   exprlinable  par   des    fonctions   élémentaires,   d'une   intégrale 
qui  represente  un  are  d'une  hyperbole,  et  d'une  intégrale  elliptique  de  première  espèce. 


III. 
Snr  rintcrscction  do  deux  còiios  de  róvolution  à  axes  parallèles. 

SOO.  La  courbe  qui  resulte  de  Tintersection  de  deux  cones  de  révolution  à  axes  paral- 
lèles est  un  des  exemples  consideres  par  Monge,  dans  sa  Géométrie  descriptive  (5."  ed.,  1827, 
p.  78),  de  la  méthode  pour  le  trace  graphique  des  projections  de  rintersection  de  deux 
surfaces  du  second  ordre.  Plus  tard  elle  fut  considérée  par  Quetelet,  dans  la  Correspondance 
malhématique  (t.  v,  1829,  p.  112),  et  par  Chasles,  àa.ns  \e3  {Nouvelles  AnnaleSj  185G,  p.  52). 
Nous  allons  envisager  ici  cette  ligne,  à  cause  de  la  relation  qui  existe  entre  elle  et  les  ovales 
de  Descartes. 
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Les  ãisiances  de  chacun  ães  points  de  la  courbe  gaúche  résidtant  de  V intersection  de  deux 
cones  de  révolution  à  axes  paralleles  aux  sommets  des  deux  cones  sont  liées  par  une  relatiou 
linéaire.  Par  la  courbe  passe,  en  general,  un  troisieme  cone  de  révolution  jouissant  de  la  même 
propriété,  et  Vaxe  de  ce  dernier  cone  est  parallele  à  1'axe  des  deux  autres  et  est  sur  le  même 
plan . 

Cette  proposition,  diie  à  Cliasles,  a  été  démontrée  géométriquement  par  Lucas  dans  le 
même  recueil  ou  elle  a  étó  énoncée  par  celui-là  (1856,  p.  157).  Nous  en  allons  donner  une 
nouvelle  démonstration  analytique,  plus  siniple  que  celle  de  Lucas. 

Rapportons  les  cones  à  trois  axes  oithogonaux,  tels  que  Taxe  des  z  coincide  avec.i'axe 
d'un  des  cones,  le  plan  xy  passfl  par  son  sommet  et  le  plan  zx  passe  par  Taxe  de  Tautre  cone. 
Les  équations  de  ces  surfaces  prennent  la  forme 

A  {x^-  +  f)  =  z\     B  {{X  -  af  -h  f-\  =  (2  -  h)\ 

a  et  6  représentant  des  coordonnées  du  sommet  du  second  cone;  et  on  a,  en  désignant  par  f< 
et  pi  les  distances  d'un  point  quelconque  de  1  intersection  de  ces  surfaces  à  leurs  sommets, 

p2   =    ^2  ^.  y^.   +  ,-2^  ^^    _   (^  _  «).   -\-f-^{Z-  b)\ 

En  éliminant  x  ei  y  entre  ces  quntre  équations,  on  obtient  celles-ci: 
Ap^  =  (l+A)22,     Bp2_(i_f.BHz-è/, 
d'ou  il  resulte,  en  éliminant  z. 


ViTÃ+^Vi 


B 


En  représentant  par  w  et  loi  les  angles  que  les  génératrices  des  deux  cones  font  respecti- 
vement  avec  leurs  axes,  on  a  A  =  cot-co,  B  =  cot^(oi,  et  Téquation  precedente  pfend  la  forme 

p  cos  CO  -\-  pi  cos  m\  =  h. 

La  preniière  partie  du  théorème  de  Cliasles  est  donc  démontrée;  et  nous  en  allons  démon- 
trer  la  seoonde  partie. 

Pour  cela,  remarquons  que  Téquation  des  cones  de  révolution  passant  par  la  courbe  con- 
sidérée  et  ayant  pour  axes  des  droites  paralleles  aux  axes  de  ces  cones,  placées  sur  le  même 
plan,  est 

A  (x^-  ^f-)  -z^  -^-K\^[íx-  af  -\-  y'-\-[z-lf-\=C[(x-  a^f-^_  y^-]-YÍ{z-h,)\ 
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X,  C,  H,  «I  et  bi  étant  cies  constniitcâ  délerminées  pnr  les  équations 

ou 


X  =  O,     /.  =  cc,     'k  = 


B(Aa-^-S'^) 


C  =  A  +  BX,     H=l+X,     a,  =  -J^-  Z...        ^'^ 


A  +  BX  '       '       1  +  X 

Les  deux  premières  valeurs  de  X  corrcspoudent  aux   deux   cones  employés  pour  definir 

la  courbe  considérée,  et  la  troisiènie  correspond  à  un  nouveau  cone  passant  par  Ia  courbe. 

C 
Les  coordonnées  «i  et  ô|  sont  détenuinóes  par  les  dernières  équations  et  la  constante  -^  ,  qui 

figure  dans  Féquation 

de  ce  cone,  est  déterrainée  par  Téquation 

C  _  A  +  |3X 

TT"  1+x 

Quand  h'^  =  \iiê  ou  J- =  Aa-,  cVst-à-dire  quand  le  sounnet  de  Tun  des  cones  donnés  est 
sur  la  surface  de  Tautre,  le  troisièine  eône  coincide  avec  un  de  ceuxlà. 

D'aprè8  un  théorème  de  Poncelet,  qui  será  déiuontré  bientôt,  il  doit  passer  par  la  courbe 
considérée  quatre  cones  du  second  ordre.  Nous  venons  d'en  trouvei-  trois;  le  quatrierae  se 
rédiíit  au  cylindre  qui  projette  la  courbe  sur  le  plan  xz. 

801.  Désignons  respectivement  par  r  et  >-i  les  projectioiís  sur  le  plan  xy  des  segments 
rectilignes  compris  entre  un  point  de  la  courbe  et  les  sommets  des  cones  donnés.  On  a 
r  =  fj  sin  (1),  »•)  =  rji  siii  oí\  ;  et  par  conséquent 

r  cot  to  +  ''1  cot  coi  =  h ; 

donc  la  projection  de  la  courbe  sttr  un  plan  perpendiculaire  aux  axes  des  cones  est  un  ovale  de 
Descartes.  Nous  venons  de  retrouver  un  théorème  de  Quetelet  démontré  au  n."  248. 

Oa  pouvait,  réciproquement,  déduire  le  théorème  énoncé  ci-dessus  de  cette  proposition  et 
de  la  propriété  des  ovales  de  Descartes  déraontrée  au  n."  242. 
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IV. 

Sur  les  eulúques  gaúches  et  Ics  quartiques  gauehes. 

802.  Les  courbes  étudiéês  dana  le  chapitre  Xii,  les  coiirbes  qu'on  vieiít  de  considérer 
dans  ce  chapitre,  les  lignes  de  courbure  de  Tellipsoide  (Monge,  Apjjlicaiion  de  VAnalyse  à  la 
Géomctrie,  §  xvi),  ete.  appartiennent  à  Ia  classe  des  lignes  qui  résiilteiit  de  Fintersection  de 
deiix  surfaces  de  secoiid  ordre.  Nous  n'exposerons  pas  ici  eii  détail  la  théorie  générale  de  ces 
lignes  importantes;  mais  nous  allons  donner  quelqiies  iiidieations  générales  sur  cette  théorie 
et  quelques  renseignements  succincts  sur  leur  histoire  et  bibliographie. 

Soient  (Si)  et  (Sj)  les  deux  surfaces  données.  Un  plan  arbitraire  determine,  par  son  inter- 
section  avec  ces  surfaces,  deux  coniques,  qui  se  coupent  en  quatre  points ;  dono  la  courbe 
d'intersection  de  (Si)  et  (S-i)  est,  en  general,  une  quartique  gaúche.  Mais,  si  (Si)  et  (Sá)  sont 
deux  surfaces  régiées,  et  ont  une  génératrice  rectiligne  conimune,  un  des  points  d"intersection 
du  plan  considere  avec  ces  surfaces  est  sur  cette  droite,  et  Tintersection  des  deux  surfaces 
doit  se  réduire  à  la  génératrice  coinranne  et  à  une  cubique  gaúche.  En  quelques  cas  parti- 
culiers,  Fintersection  des  deux  surfaces  est  forme  par  des  lignes  planes,  et  elle  se  réduit 
alors  à  des  coniques.  Sur  ces  cas,  on  connait  des  théorèmes  iraportants  dns  à  Monge,  Chasles, 
etc,  mais  nous  ne  les  exposerons  pas  ici. 

Les  quartiques  ganches  qui  résultent  de  Fintersection  de  deux  quadriques  ont  été  nom- 
mées  par  Laguerre  biquaãrafiques  ganches,  et  par  quelques  autres  géoinètres  quartiques  gaú- 
ches de  première  espcce.  Salnion  et  Cayley  [Cambridge  Mathemafical  Journal,  1850)  ont 
remarque  qu'il  existe  des  quartiques  gaúches  par  lesquelles  il  ne  peut  passer  qu'une  quadri- 
que ;  ces  courbes  sont  nommées  quartiques  gaúches  de  feconde  esphce. 

803.  Prenons  pour  origine  des  coordonnées  auxquelles  les  surfaces  (Si)  et  (S2)  sont  i-np- 
portées,  un  point  de  la  courbe  d'intersection,  et  pour  plans  i^z  et  xz  les  plans  tangents  à  ces 
surfaces  en  ce  point.  Les  équations  des  surfaces  prennent  la  forme 


(1) 


(        Si=Áx^  +  Bf-+  Cs»  +  Dxy  +  Exz  +  Fyz  +  Ha;  =  O, 
(S2  =  A,.x'2  +  Bi?/*  +  C,z2  +  Di£c^  +  E,xz  +  F)y3 -L  Kiy  =  0. 


En  faisant  maintenant  y  =  te,  z  =  tix,  ces  équations  donnent 

(A  +  B/2^CV2  +  Dí  +  Eíi  +  F«i)x  +  H=0, 
(A,+B,<H-C,<f  +  Dií  +  E,í,+Fi«,)a;  +  Kií  =  0. 
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En  élirainaiit  x  entre  ces  équatii;iis,  on  obtient  une  équation  de  !a  forme 

{at  +  l)  t]  —  (et'-  -rdt  +  e)  fi  +fi^  +  hl'-  +kt  +  l==0, 
iVuh  il  resulte 

_  cr-  4-  dt  +  e  ±  t/4>('Õ 
'""  '2  {at  +  b)  ' 

ou  4>(0  i"eprésente  une  fonction  entière  du  quatrièine    degré.  Uonc   x,  y  et   z   peuvent  être 
exprimes  par  une  fonction  rationnelle  de  t  et  de  v4'*('''- 
Deux  cas  peuvent  niaintenant  se  présenter. 

I.  Si  Téquation  <l>(í)  =  0  a  deux  ou  trois  racines  égales,  on  peut  «-xprinier  In  radical 
V  cp  (^í)j  ainsi  que  íc,  y  et  z,  par  des  fonctions  rationnelles  d'un  autre  paramètre  í(,  au  nioyen 
d'nne  des  substitntions  classiques  bien  eonnues.  La  courbe  qui  resulte  de  Tintersection  des 
deux  surfaces,  est  alors  unicursale.  Elle  a  un  noeud  ou  tm  reòroussement  au  point  correspon- 
dant  à  la  racine  double  de  "■!>(<)  =  O,  et,  ;i  ce  point,  les  surfaces  (Si)  et  (S-2)  sont  tangentes. 
La  courbe  ne  peut  pas  avoir  deux  points  doubles,  car,  d'après  un  théorème  bien  connu,  si  deux 
quadriques  sont  tangentes  en  deux  points,  leur  intersection  se  réduit  à  deux  coniques. 

II.  Si  les  racines  de  cj>(í)  =  0  sont  inégales,  ou  peut  exprinier  x,  y  tít  z  par  des  fonctions 
doublement  périodiques  uniformes  d'un  paramètre  u. 

En  se  basant  sur  cette  représentation  des  coordonnées  x,  y  et  z,  on  peut  obtenir  de  la 
nianière  la  phis  facile  bien  de  propriétés  des  biquadratiques  correspondantes.  II  suffit  pour 
cela  de  recoiirir  à  la  proposition  suivante,  qu'on  déuiontre  d'uue  nianière  semblable  à  celle 
qu'ou  a  employóe  pour  ótablir  le  tliéorèuie  analogiie  énoncé  au  n."  lò(): 

Le  condition  nécessaire  et  siiffistuite  pour  que  les  quatre  points  de  la  hiquadratique  ou  la 
varlahle  u  prend,  les  valenrs  u\,  u-i,  uz  et  «c»,  soient  placés  sur  un  mrnie  jjlnn,  cest  que  ííi,  u-2, 
113  et  ui,  vérifient  la  relation 

à  des  mulíiples  des  j^ériodes  prés,  c  étant  Tine  constante. 

On  obtient  au  nioyen  de  ce  tliéorème  les  propriétés  suivantes  des  biquadratiques  consi- 
dérées: 

1."  Si  un  plnn  cunpe  une  òiquadrafique  aux  points  A,  B,  C,  D,  le  plan  passant  piar  A, 
R  et  un  autre  point  O  de  la  courbe,  et  le  plan  passant  par  C,  D  et  O  coupent  la  hiqua- 
draiique  à  deux  autres  points  E  et  F,  tels  que  le  plan  qui  passe  ces  derniers  2^óints  et  par  O 
ent  tnngent  á  la  quartique  en  ce  ]íoint. 

En  eíFet,  si  m,  íí^,  «3,  «4,  u\  nl  et  ui  sont  les  valeurs  que  u  prend  aux  points  A,  B,  C, 
D,  O,  E  et  F,  on  a,  à  des  inultiples  des  périodes  prés, 

III  +  íí-2  +  «3  +  llí  =  C,       M|  +  u-2  -(-  u'  -\-  u'i  =  C,       !Í3  +  M4  +  "'  +  "i  =  C, 
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et  par  conséqtient 

2ii'  -\-  u[  +  iii  =  c. 

On  dóduit  de  cette  propositioii  une  construction  du  plan  osciilateur  de  la  biqiiadratiqiie 
à  un  point  qiielconque  semblable  à  celle  qu'on  a  eraployée  au  n."  270  poiír  tracer  les  cer- 
das osculateurs  des  qnartiques  bicirciilaires. 

2."  Si  un  plan  coupe  la  hiquadratique  aux  points  A,  B,  C,  D,  si  un  autre  plan  coupe 
cette  conrhe  aux  j)oints  A,  B,  E,  F,  et  si  un  troisième  plan  coupe  la  même  hiquadratique  aux 
points  C,  D,  G,  H,  les  points  E,  F,  G,  H  sont  situes  sur  un  plan. 

En  effet,  en  désignant  par  ?<i,  ri-2,  U3,  ui,  u'i,  «á,  uj  et  u\  les  valeurs  que  7t  preud  aux 
points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G  et  II,  ou  a 

"I +"2  +  í'3 -f  «'{  =  <•,       Wl  +  ?'2  +  «1  +  "á  ="  C,       «3 +  «4 +  !'3  +  í'4  =  C, 

et  par  suite 

u'i  -\-  U-2  +  «3  +  "4  =  C- 

Cette  proposition  est  une  généralisation  d'un  théorème  de  M.  Darboux  sur  les  cycliques 
spliériques  (^Sur  un  classe  remarquable  de  courhes  etc,  1873,  p.  34). 

3."  Les  plans  osculateurs  d'une  hiquadratique  correspondant  à  quatre  points  situes  sur  un 
plan,  coupent  la  même  courhe  en  quatre  nouveaux  points  situes  aussi  sur  un  plan. 

En  effet,  en  désignant  par  íí),  "2,  «3  ét  m  les  valeurs  que  u  prend  aux  points  donnós 
et  par  ?!|',  mJ,  2(3  et  «4  les  valeurs  que  cette  varia ble  pi'end  aux  points  d'intersection  des  plana 
osculateurs  mentionnés  avec  la  courbe,  on  a 

tti  +  IÍ2  +  tí3  +  Uí  =  C,       'ÒUI  -f  u'i  =  C,       Siíí  +  ÍÍ2  =  c,    ... 

et  par  eonséqueiit 

u[  -j-  u-2  -\-  U-i  -f  iíj  ==  c. 

4."  Les  points  de  la  courbe  oíi  la  torsion  est  nulle  sont  determines  par  l'équation 

4m  =  c  +  /ui)i  -\-kin-2, 

oíi  O),  et  to2  désignent  les  périodes  des  fonctions  considérées,  et  ou  Ton  doit  remplacer  h  et  k 
par  tous  les  nombres  entiers  auxquels  correspondent  des  points  distincts  de  la  courbe.  Ces 
points  correspondent  dono  aux  valeurs  O,  1,  2,  o  de  h  et  de  A:^  et  par  conséquent  Ia  courbe 
possède  16  points  de  cette  nature. 

Soient  Ui,  «2,  «3  les  valeurs  que  u  prend  en  trois  de  ces  points.    On  a,  à  des  multiples 
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des  périodes  prés, 


I         I  3  «í  n 

Mt  +  !<-2  +  WJ  =  —  C  +  -^  lUl  +  —  «2, 


ín  et  11  étant  deux  nombres  entiers  positifs,  qui  doivent  prendre  les  valeurs  O,  1,2,  3.  Donc, 
si  «4  represente  la  valeur  de  u  au  point  de  torsion  niiUe  ou  h  et  k  prennent  respectivement 
les  valeurs  4  —  ni  et  é  —  n,  on  a,  à  des  miiltiples  des  périodes  prés, 

m  +  »Í2  +  M3  +  ?Í4  '=  c, 

oíi  le  nombi-e  «4  peut  être  différent  des  nombres  ui,  «2  et  M3,  ou  coincider  avec  un  de  ces 
nombres. 

Noiís  avons  donc  le  théorème  suivant : 

Le  nombre  des  points  de  la  cowrbe  considérée  ou  la  torsion  est  nulle,  est  égal  à  16,  et  le 
plan  pc.ssant  par  [róis  de  ces  points,  ou  passe  par  un  des  treize  autres,  ou  il  est  tangent  à  la 
courbe  en  l'un  des  trois  points  consideres. 

b.°  La  eondition  pour  qu'un  plan  soit  tangent  à  Ia  qiiartique  aiix  points  ou  u  prend  les 
valeurs  ím  et  11-2  est 

2?<i  4"  2!í2  =  c  +  /ioji  -\-  kmi ; 

et,  par  conséquent,  par  le  point  oíi  m  prend  la  valeur  u\  on  peut  mener  quatre  plans  tangents 
à  la  courbe  en  ce  point  et  en  un  autre.  Les  valeurs  V'2  que  ti  prend  aux  quatre  nouveaux  points 
de  contact,  sont  déterminées  par  Téquation  precedente,  en  donuaut  à  h  et  k  les  valeurs  O  et  1. 
tí."  On  voit  de  même,  au  moyen  de  léquation 

«1  +  «2  +  2it3  =  c  +  hmi  +  kuí$, 

que  par  la  carde  passant  par  les  points  oh  u  jjrend  les  valeurs  u^  et  Ui,  on  peut  faire  passer 
quatre  pjlans  tangents  à  la  biquadratique  considérée. 

7."  Les  valeurs  que  u  prend  aux  points  par  lesquels  on  peut  tracer  un  plan  osculateur 
passant  par  un  point  correspondant  à  une  valeur  u'  attribuée  à  u,  sont  déterminées  par 
Téquation 

3!í  +  ii'  =  c  +  fiMi  +  ^012, 

et  eorrespondent  aux  valeurs  O,  1,  2  de  A  et  k.  Le  nombre  de  ces  points  est  donc  égal  à  9, 
et  on  vérifie  aisément  que  les  valeurs  m,  Ui  et  113  de  «,  correspondant  à  trois  quelconques  de 
ces  points,  vérilient  Téquation 

«1  +  u-2  + 113  +  u'  =  c, 
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à  des  multiples  des  póriodes  prés.  Donc  noas  avons  le  théorèrae  suivaiit,  dfi  en  partie  à 
Chasles  {Aper(^u  historique,  2.'  ed.,  p.  249) : 

Par  un  point  donnê  sur  une  quartique  ganche  on  peut  mener  neuf  plcnis  osculiiteurs  á  cifte 
courbe  en  neuf  autre'í  points,  et  le  plan  qui  pas^e  par  trois  quelconques  de  ces  points,  passe 
aussi  par  le  point  donné. 

Les  méthodes  de  Clebsch  pour  Tétude  des  eourbes  au  moyen  des  fonctioiís  elliptiqties  ont 
été  appliquées  aux  biquadratiques  gauclies  par  cet  éiuinent  géomètre  dans  un  iiiéinoire  funda- 
mental, insere  au  Journal  de  Crelle  (t.  LXiii,  1864,  p.  235),  oii  Ton  trouve  la  plupait  des 
pri)positions  qu'on  vient  d'énoncer.  Plus  tard,  Laguerre,  dans  un  méraoire  inséré  au  Juurnal 
de  Liouville  (1870,  p.  197),  a  étudió,  en  employant  ces  fonctions,  une  construcdon  de  ces 
quartiques  donnée  par  Chasles.  Les  fonctions  elliptiques  ont  encore  été  appliquées  aux  biqua- 
dratiques gaúches  par  Léauté,  dans  une  comuuinication  :\  lAcadémie  de  Paris  (Cumptes 
rendus,  1876),  développée  plus  tard  dans  un  mémoire  publié  dans  le  Journal  de  VÉcolu  Poly- 
technique  (cah.  XLVI,  1879,  p.  65);  par  Harnaek,  dans  un  travail  inséré  aux  Matliematische 
Annalen  (t.  Xii,  1877,  p.  47);  par  Cayley,  dans  un  écrit  publié  eu  1885  dans  ce  même  re- 
cuei! (Mathematical  Papers,  t.  XII,  p.  321);  etc.  Ces  géomètres  ont  déiuontré  de  nouveau 
Jes  propriétés  découvertes  par  Clebsch  et  en  ont  ajouté  d'autres. 

804.  On  peut  oLtenir  au  moyen  de  la  proposition  õ.^  du  n."  précédent  ce  beau  et  iinpor- 
tant  théorème  de  Poncelet :  ^ja?'  une  biquadratique  gaúche  passent  quaire  cones  du  second  or- 
dre,  réels  ou  imagínaires,  distincts  ou  coincidents ;  proposition  dont  nous  avons  déjà  consi- 
dere un  cas  particulier  au  n."  725. 

En  effet,  les  plans  bitangents  à  la  quartique  considérée  ont  pour  enveloppes  quatre  sur- 
faces  développables,  et  chaque  caractéristique  de  ces  surfaees  ne  peut  pas  rencontrer  ciiacune 
des  quadriques  (Sj)  et  (S«)  en  des  points  différents  de  ceux  qui  appartiennent  à  la  ligne  d'inter- 
section  de  ces  quadriques.  Pourtant  la  courbe  d'intersection  C  d'un  plan  quelconque  avec  une 
des  surfaees  développables  doit  couper  cette  surface  suivant  une  ligno  qui  intersepte  en  quatre 
points  la  eonique  résultant  de  l'intersection  du  même  plan  avec  la  quadrique  (Si).  Donc  la 
courbe  G  doit  être  une  eonique,  et  par  conséquent  la  surface  développable  considérée  doit 
être  du  second  ordre. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  precede,  qu'aucune  des  caractéristiques  des  surfaees 
développables  considórées  ne  coincide  avec  une  génératrice  de  (Si)  ni  de  (S2).  Si  une  de  ces 
caractéristiques  coincide  avec  une  génératrice  de  (Si),  le  plan  bitangent  de  la  quartique  cor- 
respondant  est  tangent  à  cette  quadrique  en  deux  points,  et  elle  est  une  des  quatre  surfaees 
coniques  passant  par  la  quatrique. 

Cette  démonstration  fait  voir  que  les  quatre  cones  sont  distincts  quand  la  quartique 
gaúche  n'est  pas  unicursale,  mais  elle  n'est  pas  applicable  aux  quartiques  unicursales.  Pour 
obtenir  une  démonstration  analytique  applicable  à  toutes  les  biquadratiques  gaúches,  il  suffit 
de  remarquer  que  les  quadriques  passant  par  rintersection  de  (Si)  et  (S2)  peuvent  être 
représentées  par  l'équation 

Si-|-XS2  =  0, 


á2'ò 


X  étant  ime  constante,  et  que  la  condition  pour  que  cette  équation  represente  un  cone  est 
exprimée  par  une  équation  du  quatrièrae  degré  par  rapport  à  K,  qui  determine  cette  cons- 
tante, et  par  trois  équations  linéaires  par  rapport  aux  coordonnées  du  sommet  de  ce  cone. 
On  peut  voir  les  détails  de  ce  calciii  et  ia  discussion  de  1'éqHation  qui  determine  \  dana  le 
mémoire  de  Painvin  mentionné  au  n."  72Õ  et  dans  un  écrit  de  M.  Lucien  Levy  publié,  comme 
celui  de  Painvin,  dans  les  Nouvelles  Anuales  (1891,  p.  6õ).  On  y  démontre  que,  si  la  quar- 
tique  a  un  noend,  deux  des  cones  consideres  coíncident,  et  que,  si  elle  a  un  rebroussement, 
trois  de  ces  cones  coíncident. 

Le  théorème  de  Ponceiet  qu'on  vient  de  considérer,  est  la  première  proposition  générale 
8ur  les  biquadratiques  gaúches  qu'on  a  obtenue.  Antórieurement  on  avait  envisagó  quelques 
biquadratiques  gaúches  particulièies,  et  Hacbette,  dans  une  breve  note  publiée  dans  la  Corres- 
pondance  mr  1'Ècole  Polytechniquc  (t.  i,  1804-1809,  p.  368),  s'était  occupé  de  la  construction 
et  forme  de  ia  projection  sur  uu  plan  de  Ia  courbe  d'intersection  de  deux  cones  du  second 
ordre. 

805.  Um  cone  ayant  le  sommet  à  un  point  quelconque  de  la  biquadratique  considérée 
coupe  uu  plan  arbitraire  P  suivant  une  cubique.  En  effet,  tout  le  plan  Pi  passant  par  le 
sommet  du  cone  coupe  la  biquadratique  à  trois  autres  points,  et  la  droite  qui  resulte  de 
Tintersection  de  ce  plan  avec  P  coupe  la  courbe  qui  resulte  de  1'intersection  du  cone  et 
de  P  en  trois  points,  qui  correspondent  à  ceux  ou  le  plan  Pj  coupe  la  quartique;  cette  courbe 
est  donc  une  cubique. 

Supposons  que  le  plan  P  soit  paraiièle  au  plan  yz  et  cherchons  l'équation  de  cette  cubique. 

Les  coordonnées  des  points  oíi  une  droite  passant  par  l'origine  des  coordonnées  et  par  ua 
point  (X,  y,  z)  de  la  biquadratique  représentée  par  les  équations  (1)  coupe  un  plan  paraiièle 
au  plan  yz^  sont  déterrainées  par  les  équations 

(2,  .     A  =  ^.A, 

z  y         X 

X  =  A  étant  Téquation  du  plan  P,  ou 

Z  =  A<i,     Y  =  ht, 
ou 


Ces  équations  déterminent  les  coordonnées  des  points  de  la  cubique  considérée  en  fonction 
du  paramètre  t. 

Si  Ton  remarque  maintenant  que  la  courbe  rósultant  de  Tintersection  du  cone  considere 


424 


avec  un  plan  non  parallèle  au  plan  yz  est  une  perspective  d'une  courbe  résultaiit  de  Tinter- 
section  du  même  cone  avec  le  plan  X  =  A,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant: 

La  persjíective  de,  la  quaytique  considérée  sur  un  plan  quelconque,  vue  d'un  point  de  cefte 
quartique,  est  une  cubique  unicursale,  quand  la  quariique  est  unicursale;  et,  si  les  coordonnêes 
des  points  de  la  quartique  sont  exprimables  par  des  fonctions  elliptiques,  les  coordonnêes  des 
points  de  la  cubique  dépendent  aussi  de  ces  fonctions. 

On  obtient  Téquation  cartésienne  de  la  cubique  considérée  en  élirainant  x,  y,  z  entre  les 
équations  (1)  et  (2),  ee  qui  donne 

(CKiY  -  HCi/í)  Z*  +  [FK,  Y^  +  (EKi  -  HF,)  hY 
-  HE,/í2]  Z  -f- BKiY3  +  (DK,/í  -  HBi)  Y^  +  (AK,  -  HD,)  7r^Y  -  HA,/í3  =  0. 

En  faisant  dans  cette  éqnation 

C  =  0,     E  =  0,     F  =  0,     Bi=0,     D,  =  0,     Ei=0,     F,  =  O,     h=\,     H  =  l,     K,  =  1, 

elle  prend  la  forme 

CiZ2  =  BY3  +  DY2  +  AY  -  A, 

qui  est  Féquation  générale  àes,  imràboles  divergentes  (n."  147).  On  a  vu  que  ces  cubiques  peu- 
vent  représenter  la  perspective  de  toutes  les  autres  cubiques;  et  par  conséquent  toute  cubique 
plane  est  la  perspective  d'une  quartique  gaúche  résultant  de  Tintersection  des  surfaces  repré- 
sentées  par  les  équations 

kx'  +  'Bi/ -{-Dxy  +  «  =  0,      Aia;2-f  Ci£2  +  ^  =  0. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant: 

Toute  courbe  plane  du  troisihne  ordre  est  la  perspective  d'une  biquadratique  (jauche,  vue 
d'un  point  de  cette  courbe, 

La  proposition  qu'on  vient  de  démontrer  est  due  à  Quetelet  et  à  Chasles.  Le  premier  de 
ces  géomètres  a  établi,  dans  la  Correspondance  mathématique  (t.  v,  1829,  p.  195),  que  toute 
cubique  plane  est  la  perspective  d'une  courbe  résultant  de  Tintersection  de  deux  surfaces  du 
second  ordre,  vue  d"un  point  convenablement  choisi ;  Tautre  a  reconnu  que,  pour  obtenir 
ainsi  toutes  les  cubiques  planes,  il  suffit  de  prendre  le  centre  de  projection  sur  une  biquadra- 
tique gaúche  (Aperçu  historique,  2.»  ed.,  p.  249). 

On  peut  obtenir  au  moyen  du  premier  des  théorèmes  démontrés  dans  ce  paragraphe  cette 
autra  proposition  importante: 

Le  rapport  anharmonique  des  angles  des  quatre  plans  tangents  à  une  biquadratique 
gaúche  non  vwcursale,  passant  par  une  corãe  (n."  803,  6.°),  reste  constante,  quand  la  corde 
varie. 

En  efifet,  le  cone  qui  a  pour  somraet  une  extrémité  de  la  corde  et  pour  directrice  la  biqua- 
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dratique  coupe  un  plan  P  perpendiculaire  à  la  corde  suivant  une  cubique,  et  les  intersections 
des  plans  tangents  à  la  biquadratique  passant  par  la  corde  coupent  le  plan  P  suivant  quatre 
droites  tangentes  á  la  cubique,  lesqueiles  passent  par  le  point  oíi  ia  corde  coiipe  le  plan  P; 
et  011  a  vu  au  n."  156  que  le  rapport  anliarnionique  d^s  angles  de  ces  tangentes  est  constant. 
II  suffit  de  remarquer  maintenant  que  ces  angles  sont  égaux  à  ceux  des  quatre  plans  tan- 
gents à  la  biquadratique  consideres,  poiír  obtenir  le  théorème  énoncé. 

Cette  propodition  a  été  démontrée  par  Cremona  daiis  un  inémoire  inséré  au  Journal  dú 
Crelle  (t.  I.xviii,  1868,  p.  133);  elle  joue  un  role  important  dans  les  travaux  de  Léauté  et 
Harnack  inentionnés  ci-dessus. 

S06.  Supposons  maintenant  que  le  centre  de  projection  ne  soit  pas  sur  la  courbe,  et  dé- 
signons  par  (a,  p,  -(•)  les  coordonnées  de  ce  centre.  Alors  les  droites  qui  passent  par  ce  point 
et  par  le  point  (x,  y,  z)  de  la  courbe  considérée  coupent  un  plan  P  à  un  point  dont  les  coor- 
données sont  déterminées  par  les  équations 


■(          Y-,3          h-a 
—  —  > 


z-T        y—^ 


qui  donnent 


(3)  Y=p  +  (A-a)"'— ^     Z  =  Y  +  (/.-a)'""     ^ 


X —  a  X —  a 


Mais,  d'une  autre  cote,  chacun  des  plans  passant  par  le  centre  de  projection  coupe  la, 
quartique  gaucbe  en  quatre  points,  auxquels  correspondent  quatre  points  de  sa  perspective 
placés  sur  une  droite.  Donc  la  perspective  de  la  courbe  gaúche  considérée  est  une  quartique. 

En  remarquant  maintenant  que  les  dernières  équations  et  les  équations  (1)  déterminent  Y 
et   Z    en  fonction    rationnelle   de   t  et  de  /í|>(í),  on  obtient  le  théorème  suivant: 

La  perspective  de  la  quartique  gaúche  qui  resulte  de  Vintersection  de  deux  sui-faces  du  seconã 
Cfdye,  sur  un  plan  quelconque,  vue  d'un  point  non  situe  sur  cette  courbe,  est  une  quartique 
plane  unicursale,  quand  la  courhe  gaúche  est  unicursale,  et  eUiptiqiie,  quand  la  courbe  gaúche 
est  elliptique. 

Corame  conséquence  de  cette  proposition  nous  signalerons  ce  théorème  de  Chaslesd.  c): 

La  perspective  de  la  quartique  ganche  considérée,  vue  d'un  point  non  placé  sur  la  courbe, 
est  une  quartique  à  deux  ou  trais  points  doid>les. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  que  par  un  point  non  placé  sur  la  biquadratique  gaúche  on 
peut  lui  mener  deux  bisécantes,  si  elle  n'est  pas  unicursale,  et  trois,  si  elle  est  unicursale.  En 
effet,  un  cone  ayant  le  soramet  au  point  donné  et  passant  par  la  courbe  coupe  le  plan  P 
suivant  une  quartique  ayant  deux  points  doubles,  dans  le  premier  cas,  et  trois,  dans  le  second 
cas,  et  ces  points  doubles  sont  les  points  d'intersection  du  plan  P  avec  les  génératrices  du 
cone  qui  coupent  la  biquadratique  en  deux  points. 

807.     Considérons   maintenant  le  cas  ou  les  surfaces   (Si)   et   (Sj)    ont  une  génératrice 

VOL.    V  DUD 


426 


commiine.  Alors  l'interseetion  des  deux  surfaces  est,  coranie  on  Ta  dit,  une  cubique  ganche, 
et,  eii  i'aisonnant  comine  au  n.°  80õ,  on  déniontre  le  théorème  suivant: 

La  perspective  d'une  cubique  gaúche,  vue  d'un  point  donné,  est  une  conique,  si  le  point  est 
sur  la  cubique,  et  est  une  cubique  pilune,  si  le  point  n'est  pas  sur  la  cubique  gaúche. 

II  resulte  de  cette  proposition  que  la  cubique  gaúche  peut  être  représentée  par  les  équa- 
tions  de  deux  cones  du  second  ordre,  ayant  les  sommets  sur  la  courbe. 

Pour  trouver  ces  équations,  supposons  qu'on  pr^^nne  pour  axe  des  z  la  génératriee  com- 
mune  de  ces  surfaces,  et  pour  origine  des  coordonnées  le  sommet  d'un  des  cones.  Alors  les 
équations  des  deux  surfaces  prennent  la  forme 

Ax-  +  By^  +  Dxy  +  Exz  +  Yyz  =  O, 

A.^x-  -H  Biy^  +  Diícy  -f  Eia; {z  —  c)-\-  Fiy  (z  —  c)^ O, 

d'ou  il  resulte  le  théorème  suivant  (Ohasles,    i.  c,  p.  403):  Par  six  points  donnês   on  peut 
faire  jjasser,  en  general,  une  cubique  ganche. 

En  eíFet,  si  i'on  prend  deux  de  ées  points  pour  les  sommets  de  deux  cones,  un  de  ces 
sommets  pour  origine  des  coordonnées  et  la  droite  qui  les  joint  pour  axe  des  s,  la  condition 
pour  que  ces  cones  passent  par  les  autre  quatre  points,  est  exprimée  par  les  huit  reiations 
qu'on  obtient  en  remplaçant  dans  les  équations  precedentes  x,  y  et  z  par  les  coordonnées  de 
ces  derniers  points.  Or  ces  reiations  déterminent  les  huit  constantes  distinctes  qui  figurent 
dans  les  équations  precedentes. 

SOS.  On  peut  représenter  la  cubique  gaúche  par  deux  équations  plus  simples  que  celles 
qu"on  a.  écrites  ci-dessus,  en  prenant  pour  plans  zx  et  zy  les  plans  tangents  aux  cones  qui  la 
déterminent,  le  long  de  la  génératriee  commune.  Alors  les  équations  de  cette  courbe  pren- 
nent la  forme 

í  Aa;2  +  B3/«  +  V>xy  +  xz  =  O, 

(4) 

I  Aia;2  +  B,y^  +  V)Kxy  +  2/  (z -  c)  =  O, 

c  étant  la  distanee  des  sommets  des  cones,  et  on  a,  en  faisant  y  =  tx,  z  =  t{X, 

A  +  Dí  +  Bi*  +  h  =  0, 
(A  1  +  Di<  +  Bjí^  +  </,)  X  =  et. 

La  cubique  ganche  peut  donc  être  représentée  par  les  équations 

et  et*-  c(A  +  Dí4Bí-)< 


ou 


A  =  Ai  +Dií  +  Bi<2-(A  +  D<  +  B<2)<, 
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On  voit  au  moyen  de  ces  équations  que  la  cubique  gaúche  est  une  courbe  unicursale. 

On  voit  encore,  en  laisonnant  comine  dans  le  cas  des  biquadratiques,  que  la  perspective 
de  la  cubique  gaúche,  vue  d'tm  point  non  sihté  siir  cette  courbe,  est  une  cubique  imicursale,  et 
que  par  ce  point  2:>asse  une  hisécante  de  la  cubique  gaúche. 

809.  II  resulte  des  équations  (õ)  que  toute  cubique  gaúche  a  trois  points  à  Tinfini,  les- 
quels  correspondent  aux  racines  de  Téquation  A  =  O,  et  que  par  cette  courbe  passent  trois 
eylindres  du  second  ordre,  réels  ou  imagiiiaires,  distincts  ou  coincidents,  dont  les  généra- 
trices  sont  respectivement  parai lèles  aux  trois  droites  que  les  équations 

y  =  tx,     z  +  ( A  +  D<  +  Bi"-)  a;  =  O 

déteriuinent,  quand  on  reraplace  t  par  les  racines  de  A  =  0.  L'un  de  ces  eylindres,  au  moins, 
est  réel. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  la  classitication  suivante  des  cubiques  gaúches,  proposée  par 
Seydevvitz  {Archiv  der  Muthematik,  1847):  1."  la  cubique  gaúche  à  trois  points  réels  et  dis- 
tincts à  Tinfini,  qu'on  appelle  hyperbole  cubique;  2."  la  cubique  gaúche  à  un  point  réel  et  deux 
iraaginaires  à  Finfini,  qu'on  appelle  ellipne  cubique;  3."  la  cubique  ayant  à  Tinfini  deux  points 
coincidents,  appellée  paraboh  hi/perbolique  cubique;  4."  la  cubique  ayant  à  Tintini  trois  poirits 
coincidents,  nommée  parabolc  cubique. 

L'horoptère  (n."  792)  est  une  cubique  elliptique.  Cremona  a  considere,  dans  les  Nouvelles 
Annales  (18Õ9,  p.  198),  une  parabole  cubique  ganche  partioulière,  qui  est  Tarête  de  rebrous- 
sement  de  Tenveloppe  des  plans  abe  qu'on  obtient  en  prenant  sur  trois  segments  rectilignes 
OA,  OB  et  OC  trois  points  a,  b  et  c,  tels  que  les  segments  Oa,  06  et  Oc  aient  des  valeurs 
données.  Les  cubiques  gaúches  par  lesquelles  passent  trois  eylindres  réels,  dont  les  généra- 
trices  soient  parallèles  à  trois  axes  orthogonaus,  ont  óté  spécialement  étudiées  par  M.  Bioche, 
sous  le  nom  de  cubiques  gaúches  équilatères,  dans  les  Proceedings  of  the  Edinburgh  Mathema- 
tical  Societij  (1895,  t.  xiií,  p.  146). 

810.  On  obtient  des  équations  de  la  cubique  gaúche  plus  simples  que  les  équations  (5), 
en  leuiplaçant  la  seeonde  des  équations  (4)  par  celle  d'un  cylindre  réel  du  second  ordre  passant 
par  la  courbe.  Corame  Téquation  de  ee  cylindre  est 

Aia3-  +  Bi?/2+Dia;^  =  j/, 

les  équations  de  la  cubique  prennent  la  forme 

t  <2  í(A+D<  +  B<-^) 

(6)  <^  =  ir^    y  =  -x7^    "■■ 


ou 


A,  '     ^       A,  '     '  Aí 

A,  =  Ai  +  Di<  +  B,<^ 
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On  obtient  encore  une  nouvelle  simplification  des  éqiiations  de  la  cubique  en  prenant  le 
plan  osculateur  de  la  courbe  à  rorigine  des  coordonnées  pour  plan  xy.  Alors  le  plan  3  =  0 
doit  couper  ia  courbe  en  trois  points  coincidents,  et  la  dernière  des  équations  procedentes  fait 
voir  que,  dans  ce  cas,  on  a  A  =  0  et  D  =  0;  pourtant  les  équations  de  la  cubique  piennent 
la  forme 

On  peut  dóduire  de  ces  formules  une  propriété  remarquable  des  tangentes  à  la  courbe 
considérée,  qu'on  va  voir. 

La  tangente  à  la  courbe  à  un  point  quelconque  t  coupe  le  plan  xy  à  un  point  determine 
par  les  équations 

X  =  a;---z,      Y^y-^z, 
x',  y'  et  z'  désignant  les  dérivées  de  a;,  y  et  z  par  rapport  à  f,  ou 
X=— — ^^— —       Y-  '' 


Nous  avons  donc  le  tbéorème  suivant: 

Le  plan  osculateur  d'une  cubique  gaúche  à  un  point  quelconque  eet  coupé  par  les  tangentes 
à  cette  coiirhe  suivant  une  conique. 

Cette  proposition  est  due  à  Mòbius,  qui  Ta  démontrée  dans  son  Barycentrische  Calcul 
(1827,  p.  120j. 


811.     On  a 


2A.  9Uí 

x'y" -  t/^'  =  —3*  ,     x'z<'  -  z'x"  =  ^  (Bif^  -  3A,), 
A,  A, 


y'z"-zy=^ ^3-(3A,+D,í), 

et  par  conséquent  Téquation  du  plan  osculateur  de  la  courbe  est 

A.Z  +  B  (3Ai  -  B,<2)  <y  -  B  (3A,  +  Djí)  t^X  +  Bí^  =  0. 

II  en  resulte  que  j^»''  un  point  (xq,  ?/p,  z^),  placé  hors  de   la  courbe,  passetif   trois  plans 
osculateur»,  dont  les  points  de  contact  correspondent  aux  valeurs  de  t  qui  vérifient  Téquation 

Atsg  +  B  (3Ai  - B,<»)  <3/o - B  (3Ai  +  D,<)  t^-x^^  ^  Bi^  =  0. 
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Les  óquations  (7)  donnent 


Aia;  ^,_  Aiy  ^j^  A,z 


et,  en  remplaçant  dans  Téquation  precedente  /,  t-  et  t^  par  ces  valeurs,  il  vient  celleci: 
(SBAi^o  -  D,0,)  ít -  (3BAia-o  +  Biz„)  ?/ -  (1  -  B,?/o  -  D,r„) z  +  2o  =  O, 

qui  represente  le  plan  qui  passe  par  les  points  i!e  contact  des  trois  plans  osculateurs  consi- 
deres. Cette  équation  est  vérifiée  qiiand  on  pose  x  =  x,^,  y  =  y^,  z  =  z^^\  poiírtant  ce  plan  passe 
par  le  point  (X(,,  ?/„,  Zj,).  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant,  dfi  à  Chasles  [Journal  de 
Liouvillej  1857,  p.  404): 

Les  points  de  contact  des  plans  osculateurs  dune  cubique  ganche,  issiis  d'un  point  donnê, 
sont  sur  un  plan  qui  passe  par  ce  point. 

En  éliminant  t  entre  Téquation  du  plan  osciilateur  et  celle  qu'on  obtient  en  la  dérivant 
par  rapport  à  t,  on  obtient  une  équation  du  troisième  degré  par  rapport  à  X,  Y  et  Z.  Donc 
le  lieu  des  tangentes  à  la  cubique  gaúche  est  une  surface  du  quatrihne  ordre  (Chasles,  1.  c). 
Le  tliéorème  de  Mõbius  énonc-é  ci-dessus  est  une  conséquence  de  celui-ci.  En  effet,  tout  plan 
osculateur  de  la  cubique  est  tangent  à  cette  surface,  et  la  courbe  du  quatriènie  ordre  qui 
resulte  de  son  intersection  avec  elle  doit  se  léduire  à  deux  droites  coincidentes  et  à  une 
oonique. 

S12.  Si  Ton  vent  représenter  la  cubique  ganche  par  des  équations  plus  simples  que 
celles  qu'on  a  obtenues  précédemment,  il  faut  recourir  aux  coordonnées  tétraédriques,  comme 
on  va  le  voir. 

Rapportons  la  courbe  à  un  tótraèdre  de  référence  ABC  D  et  supposons:  1."  que  AB  coin- 
cide avec  la  génératrice  comniune  aux  deux  cones,  et  que  A  soit  le  sommet  du  cone  (A) 
et  B  celui  du  côna  (B) ;  2."  que  le  plan  ABC  soit  tangent  au  cone  (A)  et  que  le  plan  ABD 
soit  tangent  au  cone  (B) ;  3."  que  le  plan  ACD  passe  par  une  génératrice  AD  du  cone  (A) 
et  soit  tangent  à  ce  cone  le  long  de  cette  génératrice;  4."  que  le  plan  CBD  passe  par  une 
génératrice  BC  du  cone  (B)  et  soit  tangent  à  ce  cone  le  long  de  cette  génératrice;  5.°  que 
Xi,  x<2,  X3,  xj  soient  respectivement  les  distances  d'un  point  aux  plans  ACD,  ADB,  ABC, 
BCD. 

Cela  pose,  on  peut  représenter  tout  le  cone  ayant  le  somiuet  à  A  par  Téquation 

Axl  +  Bxj  +  Cxj  +  Dxixj  -I-  Eri£C3  +  Fxaícs  =  O, 

et,  en  observant  que,  pour  que  cette  équation  represente  le  cone  (A),  il  faut  qu'elle  donne 
pour  Xi  deux  valeurs  nulles  quand  a;i  =0  et  pour  xt  deux  valeurs  nulles    quand  0-3  =  O,  on 
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voit  que  ce  cone  peut  être  represente  par  Téquation 

Bxl  +  Ex^X3=0. 
De  mêiue,  le  e^ône  (B)  peut  être  represente  par  Téquation 

Cix^M-Fia?i£ei  =0. 

Donc  1.1  cubique  peut  être  représentée  par  les  équations 

adiara  =  h  x|,     x-2  Xi  =  kx"^. 


XI         ,    X-y         j    X3 

0-2  a-3  a'4 

Les  propriétés  prqjectives  de  celte  courbe  ne  difFèrent  pas  de  celles  de  la  courbe  détinie 
par  les  équations 

XI  x-2  Xz 

x-i        Xz        a'4 

au  nioyen  desquelles  on  peut  retrouver  les  propositions  qu'on  a  obtenues  ci-dessus,  d'une 
uianière  moins  élémentaire,  mais  en  employant  une  analyse  plus  simple,  comnie  on  peut  le 
voir  dans  une  leçon  de  M.  Stuyvaert  sur  les  propriétés  plus  essentielles  des  courbes  consi- 
dérées,  publiée  dans  Mathesis  (1903,  p.  5). 

813.  Les  équations  paramètriques  des  cubiques  gaúches,  rapportées  à  un  tétraèdre  de 
réféience  quelconque  sont 

x\        X2        a?3        a.'4 

oíi  P,  Q,  R  et  S  désignent  des  fonctions  entières  du  troisièrae  degré  du  paraniètre  t.  Nous 
en  ailons  signaler  encore  deux  cas  particuliers. 

1."  Supposons  qu'on  prenne  pour  plans  des  coordonnées  les  plans  osculateurs  en  quatre 
points  de  la  courbe.  Comme  chacun  de  ces  plans  doit  couper  la  cubique  en  quatre  points 
euincidents,  les  équations  precedentes  prennent  la  forme 

a{Xi  ff2a"2  «3a"3  o^xí 
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d'ou  il  resulte,  par  rélimiiiation  de  /,  ces  autres 

v)^+(f)^+(?f=«.  &^&)^+(v)^=>' 

qui  représentent  deux  cones  ayant  pour  sorninets  respectifs  les  sommets  (xi  =0,  x^  =  0,  Xí  =  0) 
et  (a;i=0,  «3  =  0,  a;4=0)  dii  tétraèdre  de  référeiíce  et  pour  directrices  deux  eourbes  trian- 
gulaires  symétriques  (n.°  645).  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant: 

La  perspective  de  la  cubique  ganche  sur  un  plan  oscidateur  quelcovqiie  P,  vkb  d'un  point  O 
non  situe  srir  la  courbe.  est  une  courhe  triangulairc  symétrique,  rapportée  an  triangle  qui  resulte 
de  Vintersection  du  plan  P  avec  les  trois  plans  osculateurs  qui  passent  par  O. 

2."  Preniions  maintenant  pour  tétraèdre  de  référence  un  tétraèdre  quelconque  ayant  les 
soinmets  sur  la  cubique.  Les  équations  de  cette  courbe  sont  aloi's 

Xl  X-i  Xi  Xl 

(<  _«)(<_  y)  (í  _  ã)  =  (7_  «)  (<  _  l-i)  (t  _  -f )  ^  (í  -  a)  (t  -  Pi)  (t  -  í )  ^  (<  -  p)  ^í  -  Y)  (t-l)' 
En  éliminant  í,'  on  oblient  deux  équations  de  la  forme 

Xl  «2  X!t  Xl  X3  Xi 

qui  représentent  deux  cones  du  second  ordre.  On  retrouve,  au  nioyen  d'une  de  ces  équations, 
que  la  perspective  de  la  cubique  gaúche,  vue  d'un  point  de  la  courbe,  est  une  conique.  On 
verra  plus  loin  une  application  importante  de  ces  équations. 

S14.  Les  cubiques  gaúches  ont  été  étudiées  pour  la  première  fois  par  Mõbius,  dans 
Touvrage  mentionné  plus  liaut,  et  ensuite  par  Chasles,  dans  la  Note  de  r.4j)erçw  historique 
qu'on  a  aussi  déjà  citée.  Dans  cette  Note  Térainent  géomètre  donne  quelques  propriétés  de 
ces  eourbes,  expose  une  nianière  de  les  construire  et  indique  plusieurs  questions  de  Geometria 
et  de  Mécanique  oii  ces  lignes  se  présentent.  Plus  tardie  mêrae  géomètre  sVst  occupé  de 
nouveau  des  cubiques  gaúches  dans  un  mémoire  inséré  au  Journal  de  Liouville,  qu'on  a  déjà 
aussi  mentionné.  Ces  travaux  ont  été  la  source  de  plusieurs  reeherches,  parmi  lesquelles  nous 
signalerons  celles  de  M.  Appell  sur  une  tliéorie  des  pôles  et  des  plans  |iolaires  de  ces  eourbes 
analogue  à  celle  des  pôles  et  des  polaires  des  coniques,  tbéorie  que  Tillustre  géomètre  a 
développée  dans  un  mémoire  important  inséré  aux  Annales  scientifiques  de  V École  Normale 
supérieure  (1876,  p.  245).  Parmi  les  premièrs  travaux  consacrés  aux  cubiques  mentionnées 
nous  signalerons  encore  un  mémoire  de  Schroter,  publió  dans  le  Journal  de  (Jrelle  (t.  Lvi, 
1859,  p.  27),  et  les  importants  travaux  de  Cremona,  piibliés  dans  les  Annali  di  Matemática 
(t.  I,  1858;  t.  II,  1859),  dans  le  Journal  de  Crelle  (t.  i.viii,  1861,  p.  138),  etc.  Une  famille 
remarquable  de  cubiques  gaúches   a  été  étudiée  par  M.   Leiieuvre  dans  les   Comptes  rendus 
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de  VAcadémie  das  Sciences  de  Paris  (t.  CXVIJ,  1893,  p.  537  et  616).  Dans  la  pliipart  des 
travaux  inentionnés,  on  a  employé,  pour  l'étude  des  cubiques  gaúches,  les  méthodes  de  la 
geoinétrie  projeclive.  Dans  Tétude  de  quelques  questions  sur  les  mêmes  courbes  on  a  appli- 
quó  avee  leaucoiip  de  succès  les  méthodes  algébriques,  et  en  particulier  celles  qui  dérivent 
de  la  théorie  des  formes  binairt-s.  Ces  méthodes  ont  été  employées  par  Beltrami  en  1868» 
dans  un  travail  inséré  aux  Rendiconli  dei  Instiíiiio  lombardo  (Opere,  t.  i,  p.  353),  par  La- 
guerre  en  1872,  dans  le  Bidletin  de  la  Sociéié  philomathiqne  (Oeuvres,  t.  ii,  p.  277),  par  M. 
d'Ovidio,  dans  un  méinoire  presente  en  1876  à  TAcadéinie  des  Sciences  de  Turin  et  piiblié 
en  1877  dans  les  Mevioires  de  cette  Académie,  par  M.  Appell,  dans  le  mémoire  mentionné 
ci-dessus,  etc. 

81Õ.     Considérons  maintenant  les  quartiques  gaúches  définies  par  les  équations 

Comine  Téquation  générale  des  quadriques  contient  neuf  paraniètres  distincts,  on  peut 
faire  passer  par  neuf  points  de  cette  courbe  une  quadrique  (S|),  et  n'en  on  peut  faire  passer 
qu"iLne  seul.  Mais,  d'un  autre  côté,  en  éliminant  t  entre  les  équations  precedentes  et  Téquation 
générale  des  quadriques,  on  obtient  une  équation  du  huitième  degré,  qui  determine  les  huit 
points  ou  chacune  de  ces  surfaces  coupe  la  quartique ;  et  par  conséquent  la  quadrique  qui 
passe  par  les  noeuf  poinis  de  la  quartique,  est  sur  cette  surface.  Donc  par  la  quartique 
détinie  par  les  équations  (8)  passe  une  quadrique  (S|),  et  nVn  passe  qu'une. 

Cette  conclusion  n'a  pas  lieu  quand  la  courbe  déíinie  pqr  les  équations  (8)  a  un  point 
double.  Alors  la  quadrique  qui  passe  par  le  point  double  et  par  sept  autres  points  de  la  quar- 
tique, contieut  cette  courbe,  et,  conime  par  luiit  points  on  peut  faire  passer  une  infinité  de 
quadi-iques,  on  conclut  que  par  la  courbe  considérée  il  passe  une  infinité  de  ces  surfaces. 

Donc  la  courbe  déjinie  par  les  équations  (8)  est  une  quartique  gaúche  de  second  espèce, 
quand  elle  na  pas  de  point  double,  et  est  une  biquadratique  unicursale,  si  elle  a  un  point  double. 

On  voit  aiséiueiit,  par  des  considérations  analogues,  que  par  une  quartique  de  seconde 
espèce  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  de  troisième  ordre.  Chacune  de  ces  sur- 
faces coupe  une  quadrique  quelconqiie  suivant  une  ligne  du  sixième  ordre,  qui,  quand  cette 
quadiique  coincide  avec  (S|),  doit  se  réduire  à  une  conique  et  à  la  quartique  détinie  par  les 
équations  (8). 

Donc  par  la  quartique  (8)  il  passe  une  infinité  de  surfaces  de  troisième  ordre,  qui  coupent 
encore  la  quadrique  (Si)  suivant  une  conique, 

816.  Transportons  lorigine  des  coordonnées  auxquelles  la  quartique  (8)  est  rapportée> 
à  un  point  (j^q,  ?/q,  z^,),  qui  será  ensuite  determine.  On  a 
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Considérons  maintenant  uii  plan  qiieleonqae  represente  par  Téquation 

AX  +  BY  +  CZ  +  D  =  0, 

et  reiíiarquons  que  ce  plan  est  rencontré  par  la  quartique  aux  quatre  points  correspondant 
aux  valeurs  de  t  déterminées  par  Téquation  qui  resulte  de  rélimination  de  X,  Y,  Z,  x,  y,  z 
entre  cette  équation,  celles  qui  précèdent  et  les  équations  (8),  savoir 

[A  («4  +  hxf,)  +  B  [h  -L  hy^)  +  C  (C4  4-  hzo)  +  Dh]  <^  -l  . .  . 
+  A  (ao  +  ^o^o)  +  B;6o  +  k^yo)  +  C  (co  -f  /'o?o)  +  D^„  =  0. 

Déterminons  maintenant  Xq,  y^  et  z,,  par  les  équations 

h  (cq  J-  A^Zq)  =  /íQ  (C4  -j-  Ai?,,)- 
Léquatiou  precedente  prend  la  forme 

h  [A  (ao  +  h,x,)  +  B  (6o  +  h,y,)  ^  C  (Co  +  ^o^o)  +  D^ol  <*  +  ••• 
+  ^0  [A  ("o  +  ^o^o)  +  B  (òo  +  ^oyo)  +  C  (Co  +  ^o^o)  +  '^K]  =  O- 

En  désignant  par  f.i,  t^,  i'3,  ti  les  quatre  raeines  de  cette  équation,  on  a  donc 

hl 

Pourtant,  c'esí  une  condi',ion  nécessaire  et  stiffisante  pour  qn'iin  plan  passe  par  qii ai i-e  points 

donnés  sur  la  courbe  (8),  qite  le  produit  dts  valeurs  que  t  2)rend  à  ces  points  soit  égal  à  la 

hf. 
constante  — ,-^  • 
"4 

Cette  proposition  est  semblabie  à  une  proposition  sur  les  biquadratiques  non  unicursales 
établie  au  n."  803,  et  on  en  peut  déduire  des  conséquenees  analogiies  à  celles  qu'on  a  démon- 
trées  à  ce  paragraphe.  On  voit  ainsi  que  les  trois  preuiières  propriétés  des  biquadratiques 
non  unicursales  énoncées  au  paragraphe  mentionné  subsistent  dans  le  cas  des  courbes  détinies 
par  les  équations  (8).  On  voit  aussi  que  les  autres  propositions  doivent  ètre  remplacées  par 
celles  ci : 

1."  Les  points  de  la  courbe  délinie  par  les  équations  (8)  ou  la  torsion  est  nulle,  sont  deter- 
mines par  Féquation  /?'.<,' =  /io;  le  nombre  de  ces  points  est  donc  égal  à  quatre. 

2."  Par  chaque  point  ^3  d'une  courbe  (8)  passent  deux  plans  tangents  à  la  courbe  à  ce 
point  et  un  autre,  determine  par  Téquation  ]ii,(]tl=,h^^. 

VOL.    V  EKK 
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3.°  Par  deux  points  /a  et  tu  de  la  niême  courbe  passent  denx  plans  taiigents  à  la  courbe. 
Les  valeurs  que  t  preiíd  aux  points  de  eontact  respeetifs  soiit  déterminées  par  i'équation 
h!,  t\t-ití  =  h(^. 

4."  Par  uii  point  donné  ii  sur  ia  qiiartique  (8)  on  peut  iiiener  trois  plans  osculateurs  en 
(ruis  autre  poinls.  Les  points  de  eontact  sont  determines  par  Téquation  /íj  ff  í/,  = /íq.  Le  plan 
qui  passe  par  ces  points,  passe  aussi  par  le  point  donné. 

817.  Clierclions  les  cordes  de  la  courbe  considéiée  teiles  que  le  plan  osculateiir  à  runs 
des  extrémités  passe  par  1 'autre. 

En  représentant  par  ti  et  ^^  les  valeurs  que  t  prend  aux  extrémités  de  chacune  de  ces 
cordes,  on  a,  pour  les  déterminer,  les  équations 

(,9)  hitill  =  hQ,     /ii<?f-2  =  /ío. 

Ces  équations  sont  satisfaites  par  les  soiutions  des  équations  /í4<J  =  ^(,,  ti^tt,  mais  à 
ces  soiutions  correspondent  les  points  à  torsion  nulle.  Les  équations  (9)  sont  aussi  vériHées 
par  les  soiutions  des  équations  /íííÍ  =  — /í,,,  f-,  =  — 'i,  et,  en  représentant  pari',  —t',  t" ,  —t'' 
les  racines  de  la  première  équation,  on  voit  que  les  points  correspondant  à  íi  =t',  ti  =  —  t', 
et  les  points  correspondant  à  f j  =  í",  ti  =  —  t"  sont  les  extrémités  de  deux  cordes  jouissant 
de  la  propriété  mentionnée.  Les  équations  (9)  adiuettent  encore  les  soiutions  íi  =  O,  tt  =  cc, 
et  à  ces  valeurs  correspond  une  troisième  corde  jouissant  de  la  mênie  propriété. 

Donc  la  courbe  (8)  posxède  trois  cordes  teUes  que  le  jj?a?i  osculateur  à  rime  des  extrémités 
passe  par  Vautre. 

Les  propriétós  de  ces  cordes,  nommées  cordes  principales,  ont  été  exposées  par  Bertini, 
en  1<S72,  dans  les  Rendiconti  dei  Instituto  Lombardo.  Avaut  cela,  les  courbes  correspondant 
aux  équations  (8)  avaient  été  étudiées  par  Cremona  dans  les  Annali  di  Mathematica  (t.  iv, 
1861),  par  Chasles  dans  les  Comptes  rendus  de  VAcadémie  des  Sciences  de  Pari»  (t.  LIII,  1861, 
p.  767),  par  Em.  Weyr,  qui  s'en  était  occupé  dans  un  écrit  inséré  en  1871  aux  Mathematische 
Anncden  et  dans  plusieurs  Communications  faites  en  1871,  1875,  1876,  1878  à  TAcadémie 
des  Sciences  de  Vienne. 

81S.  Le  nombre  des  propriétés  des  courbes  gaúches  du  troisième  et  du  quatrième  ordre 
qu'on  a  découvertes  jusquà  présent  et  le  nombre  des  problèmes  dont  elles  ont  été  Tobjet 
sont  três  eonsidérables.  On  peut  voir  plusieurs  de  ces  propriétés  dans  le  précieux  Repor- 
tório di  Matematiche  superiori  (t.  ii,  19(tO,  p.  353-374)  de  M.  Pascal.  Les  travaux  qu'on 
a  consacrés  à  ces  courbes  sont  aussi  três  nombreux,  et  nous  en  avons  dejà  mentionné  plusieurs. 
On  en  peut  voir  les  titres  de  plusieurs  autres  et  i'iudication  des  reeueils  ou  ils  ont  été  publiés 
dans  riniportant  ouvrage  de  M.  Leria:  II  passato  ed  il  presente  delle  principali  teorie  geome- 
triche  Çò."  ed.,  1907,  p.  132-140  et  379-382).  Parmi  les  ouvi-agos  didactiques  oíi  ces  courbes 
sont  envisagées,  nous  mentionnerons :  A  Treatise  on  the  analytic  Geometrie  of  three  dimen- 
sions  de  Salmon ;    Pie   Geometrie  der  Lage  de   M.   Reye,    la   Teoria  geovietricn  de  las  lineas 
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alabeadas  de  M.  Ed  Torroja  et  le  Grundzuge  einer  rein-geometrichen  Theorie  der  Raumcuvven 
vierter  Ordenung  erster  Species  de  Schroeter,  spécialement  consacré  à  Tétude  des  biquadratiques 
gaúches.  M.  Dumont  a  consacré  aux  cubiques  gauclies  quelques  pages  de  son  Introdnction 
à  la  Géométrie  du  troisihne  ordre. 


Coiirbe  (rAvchitas. 


$19.  Soient  OBA  fjig.  174)  une  demi-circonférence  donnée,  OZ  une  tangente  à  OBA 
au  point  A,  et  OCA'  une  autre  demi-circonférence 
égale  à  OBA  et  placée  sur  un  pian  perpendiculaire 
à  OZ.  On  doiine  le  nom  de  courbe  d'Architas  à  la 
ligne  qui  resulte  de  Tintersection  du  tore  engendre 
par  le  cercle  OBA,  en  tournant  autour  de  OZ,  avec 
le  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle  OCA',  car  cette 
courbe  a  été  considérée  par  Architas,  géomètre  qui 
a  vêcu  vers  400  ans  avant  J.  C,  lequel  Ta  employée 
pour  résoudre  le  problème  de  Délos,  c'est-à-dire  pour 
construire  deux  nioyennes  proportiunnelles  entre  deux 
segments  rectilignes  donnés. 

En  prenant  pour  axe  des  x  la  droite  qui  passe 
par  le  point  O  et  par  le  centre  du  cercle  OCA',  les 
équations  de  la  courbe  d'Arcliitas  sont 


Fig.  114 


(a.2  +  yi  J^  2-2)2  _  „-2  (aj2  +  yij^       ^.2  ^  ^2  _  „^  _  y, 


dont  la  première  represente  le  tore,  et  l'autre  le  cylindre  considere. 

La  raétbode  employée  par  Architas  pour  résoudre  le  problème  de  Délos,  est  connue  par 
une  passage  d'Eudemus,  reproduite  par  Entocius  dans  son  Commentaire  au  livre  11  d'Archi- 
viede,  publié  dans  Archimedis  Opera  omnia  (éd.  Heiberg,  t.  iii,  p.  99).  Nous  allons  Texposer. 

Supposons  que  C  soit  le  point  oíi  la  demi-circonférence  OCA'  eoupe  la  droite  O  A,  que  B 
soit  le  point  de  la  demi-circonférence  OBA  qui  se  projette  sur  le  plan  XY  au  point  C,  et  que 
CD  soit  la  perpendiculaire  baissée  de  C  sur  OA'.  Le  point  B  appartient  à  la  courbe  d'Archi- 
tas,  quelle  que  soit  la  droite  OA.  Or  on  peut  donner  à  cette  droite    une  position    telle  qu'on 

ait       >,-  =  — ,  oíi  h<^a,  en  détcrniiuanl  B  par  Tintersection  de  la  courbe  irArchitas  avec  le 
OB         a  '■ 
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cone  de  révolution    dont  Taxe   est  OX   et   dont   la  génératrice  fait  avec  cet  axe  un  angle  6, 

donné  par  réquation  cos  6=  — .  Les  segments  OB  et  OC  sont  les  deux  moyennes  cherchées. 
On  a,  en  effet, 

OC'-  =  a.OD,     0B2  =  a.0C, 
et,  en  éliminant  OD  au  moyen  de  la  relation  écrite  cl-dessus, 

OC2  =  6.0B,     0B-2  =  a.0C, 

ou 

a         OB        OC 


OB        OC 


Cette  niéthode  pour  la  solution  du  problème  de  Délos,  purement  théorique,  est  três  remar- 
quable,  car  elle  est  le  pliis  ancien  exemple  comui  de  la  résolution  d'iin  problème  de  Géométrie 
plane  au  moyen  d'iine  courbe  gaúche. 

820.  La  courbe  qui  resulte  de  Fintersection  du  cone  qui  figure  dans  la  construetion  pre- 
cedente avec  le  tore,  est  représentée  par  les  équations 

5-2  (^S  +  ^-2  +  ^S)  =  «-2^.2^       (^2  +  ^S  +  ^^.y.  ^  a'.  (^2  _|.  ^^2)^ 

et  réquation  de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  XY  est 

(1)  a^x'^  =  b''(x^-  +  f), 

ou,  en  coordonnées  polaires, 

0  = s-í,  • 


On  obtient  au  moyen  de  la  courbe  représentée  par  cette  équation  une  autre  solution  du 
problème  de  Délos.  En  effet,  le  vecteur  pi  du  point  d'intersection  de  cette  courbe  avec  la 
circonférence  représentée  par  Téquation  p  =  a  cos  6,  est  determine  par  Tégalité  pj=«6'^,  et 
par  conséquent  on  a 

b        pi        i;  / — 

—       —  — ,      t-  =  V«pi. 


Pi 


V        a 


II  resulte  dune  lettre  d'Eratosthène  à  Ptolémée  iii,  publiée  dans  le  Commentaire  d'Euto- 
cius  mentionné  ci-dessus,  quEudoxe  a  eniployé,  pour  résoudre  le  problème  de  Délos,  une 
courbe  plane  avec  des  points  d'iiiflexiou,  qu'il  a  désignée  sous  le  nom  de  kampile.  On  ne  sait 
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pas  quelle  était  la  courbe  que  les  ancMens  géomètres  connaissaient  sous  ee  nom  :  mais  la  cir- 
constance  crEudoxe  avoir  úté  élève  d'Architas  et  celle  de  la  courbe  représeiUée  par  léqua- 
tion  (1)  figurer  dans  la  múUiode  de  c-e  deniier  géoniètre  pmir  la  soliition  du  problème  de 
Délos,  ont  menó  P.  Tannery  à  considerei-  conime  probable  la  coincidenee  de  la  kampile  avec 
la  ligne  correspondant  à  Téquation  (1)  (Mémoires  de  la  Société  des  tíciences  physiques  et  natii- 
relles  de  Bordeaux,  2."  série,  t.  ii,  p.  277  ;  Bulletin  des  Sciences  malhématiques,  1884,  p.  101). 


VI. 
Sur  Ics  courbes  tótraédralcs  symétriques. 

821.     Considérons  maintenant  les  courbes  gauclies  détiiiies  par  les  équations 

OU  7)1  designe  le  nombre  positif  ou  négatif  — ,  y  et  g  étaiit  deux  enliers  preiuiers  entre  eux. 

Ces  courbes  résultent  de  Tintersection  de  deux  cylindres  ayant  pour  directrices  deux  coiirles 
de  Lamé  {n."  640). 

La  projection  de  la  courbe  (1)  sur  le  plan  yz  est  représentée  par  Téquation 

«lie  est  donc  formée  par  q  conr?jes  de  Lamé,  qui  correspondent  anx  q  valeurs  de  A. 

m  q  est  iuipair,  une  seule  des  valeurs  de  A  est  réelle,  et  ))ar  conséquent  une  seide  des 
courbes  de  Lamé  représentées  par  l'équation  (2)  est  réelle.  Si  q  est  pair,  deux  des  valeurs 
de  A  sont  réelles,  ainsi  que  deux  des  courbes  de  Lamé  représentées  j)ar  cette  équation. 

On  determine  aisément  Tordre  des  courbes  dófinies  par  les  équations  (1).  Remarquons, 
pour  cela,  que,  si  m  est  positif,  une  droite  arbitraire  y  =  Ax,  passant  par  l'oiigine,  coupe 
la  courbe  définie  par  la  premiòre  des  équations  (1)  %n  pq  polnts,  qui  correspondent  aux  racines 
de  Téquation 


XT 


1+1^^' 


av. 


et  que  par  conséquent  cette  courbe  est  de  Tordre^Jj'.  Si  »i  est  négatif,  et  si  Ton  fait  p  =  — /n, 


les  éqiiatious  (1)  preniieiU  la  forme 
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(3) 


ab) 


íl 

X 

\V 

(  ^ 

\  — 

/  a-2 

«1 

)      + 

^67 

9    __ 

/ 

Vai  bl 

et,  en  faisant  ?/  =  Ãx,  on  a 


1  + 


Aa 

b 


ab 


X 


et  par  conséquent  les  droites  passant  par  Torigine  coupent  la  coiirbe  représentée  par  eliacune 
des  équations  (3)  en  2pig  points,  ãont  piq  t-oincident  avec  Torigine  des  coordonnées. 

II  resulte  de  ce  qiii  precede  qa'un  plan  queleonque  coupe  chaeun  des  cylindres  rei)résen- 
tés  par  les  équations  (1)  suivant  deux  courbes  d'ordre  7^9,  quand  711  est  positif.  Si  m  est 
négatif,  chaeun  des  cylindres  representes  par  les  équations  (3)  est  coupé  par  un  plan  passant 
par  Forigine  des  coordonnées  suivant  deux  courbes  d'ordre  égal  à  2piq,  et  par  conséquent 
ces  courbes  se  coupent  en  4;)-ç-  points.  Mais,  coranie  jj*ç^  de  ces  intersections  coinci- 
dent  avec  Forigine  des  coordonnées,  et  la  courbe  détinie  par  les  équations  (1)  ne  passe  pas 
par  ce  point,  le  nombre  de  points  ou  le  plan  considere  coupe  cette  courbe  est  égal  à  Sp-q^. 
Nous  avons  dcnc  le  thcoròine  suivant: 

Uorãre  de  la  licjne  Jvjinie  par  les  équations  (1)  est  égal  à  p^q',  quand  m  est  positif,  et  il 
est  égal  à  'òp-q^,  quand  m  est  négatif.  Dans  le  jívemier  de  ces  cas,  cette  ligne  se  dédoiible  en  q 
courbes  dont  Vordre  est  égal  à  p-q ;  et,  dans  le  second  cas,  elle  se  dédoiible  en  q  courbes  doni 
Vordre  est  égal  à  5p-q. 

Sã2.  Considérons  un  systénie  de  valeurs  de  x  et  z  vérifiant  la  deuxièrae  des  équations  (1). 
La  parallèle  à  Taxe  des  y  passant  par  ce  point  coupe  la  surface  représentée  pai-  la  preniière 
de  ces  équations  à  j^Q  points,  situes  à  distance  finie,  correspondant  aux  valeurs  quelle  deter- 
mine pour  y.  Donc  la  génératrice  da  cylindre  represente  par  une  des  équations  (1)  coupe  cha- 
cune  des  courbes  qui  forment  Vintersection  des  deux  surfaces  déjinies  par  ces  équations,  en  p 
points. 

833.  Envisagpons  raaintenant  la  courbe  délinie  par  les  équations  suivantes,  rapportées 
à  un  niéine  tétraèdre: 


(4) 


+    - 


X-2 


-(t)  -«. 


+ 


^1  =»• 


Chacune  de  ces  équations  rejirésente  une  surface  conique  ayant  pour  soniniet  un  des  som- 
niets  du  tétraèdre  de  référence  et  pour  diiectriee  une  courbe  triangulaire  syniétrique,  dont  le 
triangle  correspondant  est  une  face  du  trétraèdre.  Ces  surfaces  et  les  ligues  qu'elles  détermi- 
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nent  par  leur  intersection  ont  été  étiidiées,  ainsi  que  celles  que  iious  venons  de  coiisidérer  au 
paragraplie  próeédent,  par  De  la  Gournerie,  dans  ses  iinportants  Eecherches  sur  les  surfaces 
régies  tétraédrales  sijmétriques  (Paris,  1867),  et  plns  tard  par  M.  Jauiet,  dans  un  Thèse  répro- 
duite  dans  les  Ann(de'<  de  VÉcole  Norinale  supérieure  de  Paris  (1887).  Dans  ees  travaux, 
déjà  raentionnés  au  n.°  63U,  ces  géoniètres  ont  étudié  aussi  les  courbes  de  Lanié  et  les  courbes 
triangulairfis  symétriques,  dont  la  tliéorie  est  liée  à  celle  des  courbes  ganches  que  nous  con- 
sidérons  à  présent.  De  la  Gournerie  a  designe  sous  le  noni  de  cone  triangiãaire  le  cone  defini 
par  chacune  des  équations  precedentes,  et  sous  le  nom  de  courbe  tétraédrale  symétrique  la 
iigne  qui  resulte  de  Tintersection  des  deux  cones. 

La  cubique  gaúche  est  comprise  entre  ces  courbes.  Elle  peut  être  considérée  cmnnie  une 

courbe  tétraédrale  (n."  813)  à  exposant  -^    ou  h.  exposant  —  1. 

824.  Les  équations  precedentes  prennent  Ia  forme  (1),  quand  on  pose  =  £c,  — '-  =  y-, 

=  2/  donc  la  courbe  définie  par  les  équations  (1)  est  une  transformée  hoinographique  de 

íl'4 

la  courbe  détinie  par  les  dernières  équations.  II  en  resulte  le  tliéorème  suivant: 

Uordre  de  la  coítrhe  définie  par  les  équations  (4)  est  é<jal   à  p^q,  quand  Ves.posant   m  est 

positif,  et  il  est  égal  à  3p-q,  i-i  m  est  négatif. 

Chaque  génératrice  d'un  des  cones  coupe  la  courbe  à  p  points  non  situes  au  sommet  du  cone. 

Si  m  est  négatif,  elle  passe,  en  outre,  par  ce  sommet. 

825.  Considérons  les  cubiques  gaúches  déíinies  par  les  équations  (n."  813) 

031  X-2  Xi  Xl  X3  Xi 

rapportées  au  même  tétraèdre  de  référence  que  les  équations  (4).  Ces  cubiques  passent  par 
les  sommets  du  téti-aèdre,  et,  en  déterniinant  convenablement  les  quatre  pararaètres  distincts 
qui  figurent  dans  ces  équations,  on  obtient  une  cubique  particulière  passant  par  un  point 
donné  M  sur  la  courbe  tétraédrale  (4)  et  ayant  à  ce  point  le  même  plan  osculateur  que  cette 
dernière  Iigne. 

Rappelons  raaintenant  que  le  rapport  des  rayons  de  eourbure  de  deux  courbes  tangentes 
à  un  point  et  ayant  à  ce  point  le  même  plan  osculateur,  relatits  au  point  de  contact,  et  le 
rapport  des  rayons  de  eourbure  des  transforniées  par  homographie  de  ces  courbes,  relatifs 
au  point  correspondant  à  celui-là,  sont  égaux.  Cette  proposition  générale,  obtenue  première- 
ment  par  Peaucellier  pour  le  cas  des  courbes  planes,  a  été  étendue  par  M.  Fouret  aux  cour- 
bes ganches,  dans  un  écrit  raentionné  au  n."  647,  ou  nous  Tavons  déjà  mentionnée. 

Tout  cela  pose,  considérons  deux  cones  ayant  pour  sommet  commun  un  des  sommets  du 
tétraèdre  auquel  la  courbe  tétraédrale  (4)  et  la  cubique  ganche  mentionnée  sont  rapportées, 
et  pour  directrices  ces  deux  lignes.  Les  interseetions  de  ces  cones  avec  la  face  du  tétraèdre 
opposée  au  sommet  des  cones  sort   une  courbe   triangulaire   à   exposant    m   et    une  coniqne 
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passant  par  les  sommets  de  son  triangie,  et  ces  deux  ligues  sont  tangentes  au  point  corres- 
pondant  au  point  M  de  la  courbe  tétraédrale.  D'apiès  un  théoròine  démontré  au  n."  647,  le 
rapport  des  rayons  de  courbure  de  ces  courbes,    relatifs  au  point   de   contact,    est  egal  à  la 

valeur  nbsohie  de ~,    et   par    suite,    en   tenant  -compte   du    tliéorème    general    qu  on   a 

?)i  —  1 

rappelé  ci-dessus,  on  peut  énoneer  la  proposition  suivante: 

Par  un  point  quelconque  M  dune  courbe  tétraédrale  et  par  les  sovwhík  du  tétraedre  de  réfé- 

rence  on  peut  faire  passer  une  cubique  gaúche  ayant  au  point  M  le  méme  plan  osculaieur  que 

la  courbe  tétraédrale.  Le  rapport  du  rayon  de  courbure  de  cette  derniere  courbe  et  de  celui  de  la 

2 

cubique,  relatifs  au  point  de  contact,  est  égal  à  la  valeur  absolue  de  — -— -  • 

Cette  proposition  est  dne  à  M.  Jamet  (1.  c).  La  démonstration  qu'on  en  vient  de  donner, 
a  été  indiquée  par  M.  Fouret  dans  Técrit  mentionné  au  n.°  647. 

826.     Considérons  inaintenant  la  courbe  déíinie  par  les  équations 


(5) 


+ 


^j  +ld  +\-^]  +U- 


0, 


rapportées  à  un  méme  tétraedre. 

En  éliminant  ocz  on  obtient  Téquation 


aci 


+ 


bci 
cbi 


mm^['-i 


dc\ 
cdi 


O, 


qui  represente  q^  cones  triangulaires  distincts,  correspondant  aux  q  valeurs  distinctes  de 
cliaque  coefficient  de  eelte  équation.  Le  sommet  de  ce  cone  coincide  avec  un  des  sommets 
du  tétraedre  auquel  les  équations  precedentes  sont  rapportées.  En  éliminant  x^,  era  et  «i 
antre  les  mêmes  équations,  on  obtient  des  resultais  analogues.  Nous  pouvons  donc  énoncer 
la  proposition  suivante: 

La  ligne  déterminée  par  les  équations  (Õ)  est  composée  de  q''  courbes  létraédrales,  et  par 
chacune  de  ces  courbes  passent  quatre  cones  triangulaires. 

Les  surfaces  représentées  par  cbaenne  des  équations  (5)  ont  été  étudiées  par  De  la  Gour- 
nerie  et  par  M.  Jamet  dans  les  mémoires  nientionnées  ci-dessus,    sons   le  nom    de   surfaces 

2 
tétraédrales  symétriques.   Dans   cette  étude,    les  courbes  tétraédrales  à  exposant   —  2   et  -^ 

jouent  un  role  iniportanf,  et,  par  ce  motif,  elles  ont  été  spécialement  considérées  par  le  pre- 


mier  de  ces  géomètres. 


CHAPITRE  XVI. 

SOR  DIYERSES  CLASSES  DE  CODRBES  GADCHES. 


Les  courbes  à  courburc  constante. 


827.  L'hélice  tracée  sur  le  cylindre  de  révolution  est  un  cas  particulier  des  courbes  à 
courbure  constante,  nommées  par  Cesàro  cercles  ganches  (Lezioni  di  Geometria  intrínseca,  1896, 
p.  144).  Le  problème  de  la  détermination  de  ces  courbes  est  indetermine.  On  le  rend  deter- 
mine en  donnant  une  surface  sur  laquelle  la  courbe  soit  placée.  Alors  la  solution  du  pro- 
blème dépend  de  Tintégration  d'une  équation  du  second  ordre,  qu'on  obtient  en  égalant  à  une 
constante  lexpression  du  rayon  de  courbure  des  courbes  gaúches.  On  peut  encore  le  réduire 
immédiatement  à  des  quadraturas,  comme  on  le  verra  plus  loin. 

Nous  allons  exposer  quelques  propriétés  communes  à  tous  les  cercles  gaúches. 

En  appliquant  à  ces  courbes  la  formule  générale  bien  connue 

oíi  R  designe  le  rayon  de  courbure,  r  celui  de  torsion  et  Rj  le  rayon  de  la  sphère  oscula- 
trice  d'une  courbe  gaúche  quelconque,  on  voit  que  le  rayon  de  la  sphère  osciilatríce  d'un  cercle 
ganche  est  égal  au  rayon  de  courbure. 

En  appliquant  à  la  même  courbe  les  formules  générales 

Xg-x  =  Kb-r-^c,     y^-y  =  Rb'-r-^c',     z^- z  =  Rb"  —  r  —  c", 

oh  b,  b',  b"  désignent  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  principale  fait  avec  les  axes 
des  coordonnées,  c,  c',  c"  les  angles  que  Ia  binormale  fait  avec  les  mêmes  axes,  et  a-^,  y^^,  Zg 
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les  cooidonnées  du  centre  de  la  sphère  osculatrice,  on  trouve  les  équations 

(1)  XQ-x  =  Rb,     yo-y  =  R6',     Zo-2=R6", 

d'ou  il  resulte  que  le  centre  de  la  sphere  osculatrice  au  point  (x,  y,  z)  est  sur  lanormale  jjrin- 
cipale,  à  la  ãistance  R  dti  j)oint  {x,  y,  z). 

828.  Désignons  par  Sq  la  longueur  d'un  are  quelconque  du  lieu  des  centres  des  sphères 
osculatrices  de  la  courbe  considérée,  par  R^  et  r^  ses  rayons  de  courbure  et  torsion,  et  par 
Xq,  y^,  Zq,  Sq',  x,  y',  z',  ete.  les  dérivées  de  Xq,  y^,  Zg,  s^,  x,  y,  z,  par  raport  à  s. 

Oa  a 

Mais  les  formules  de  Frenet 

da  _  b         da'  _  b'         da"  _   b" 
^  ^  ds~R'ds~R''di'"R 

et  les  équations  (1)  donnent 

x,  =  x  +  Wx",     ^„=^  +  RY',     z„  =  2  +  RV'. 
Donc 

s'l  =  1  +  R2  (x"'2  +  y'"*  +  z"'2)  +  2R2  (x'x"'  +  y'y"'  +  z'z"'). 

En  teiiant  compte  maintenant  de  Ia  relation  x'^ -^  y'- -\- z'- =  1  et  d'une  expression  de  R 
bien  connue,  on  trouve  d'abord 

£c'x-"+yy'  +  z'z"  =  o, 

et  ensuite 

x'x"'  +  y'y"'  +  z'z"'  =  -  (x"2  +  y"*  +  z'")  =  -  R-2. 

Pourtant 

si  =  R*  (a/"2  +  y"'2  -f  z'"*)  -  1. 

En  observant  maintenant  que  la  formule  connue 

r-  2  =  RS  (x"'«  -f  ?/"'2  +  z"'2)  -  R-  2  -  R  ^^L^  , 

ds 

donne,  quand  R  est  eonstant, 

r-2  =  R2  (a;'V2 -|.y//2  _^  J.///2)  _  R-2^ 


on  trouve  la  relation 
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dsQ       R 


ds 


On  dédiíit  de  cette  équation,  en  tenant  corapte  des  formules  générales  de  la  théorie  des 
courbes  gaúches  (P.  Serret,  Théorie  nouvelle  des  lignes  a  douhie  covrhure,  1860^  p.  18; 
Laurent,   Traifé  d'Analyse,  t.  II,  p.  380): 

ds        R         /■ 
les  relations  remarquables  suivantes: 

(3)  Eo  =  R.     R*  =  "o. 

qui  déterininent  les  rayons  de  courbure  et  torsion  da  lieu  des  centres  des  sphères  oscula- 
trioes  d'une  courbe  à  courbure  constante  quelconque  donnée. 

On  peut  voir  encore,  en  comparant  les  formules  (1)  à  celies  qui  déterminent  les  coordonnées 
du  centre  du  cercle  osculateur  d'une  courbe  gaúche  quelconque,  que,  dans  les  courhes  à  cour- 
bure constante,  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  à  un  point  coincide  avec  le  centre  du  cercle 
osculateur  au  même,  point. 

II  resulte  encore  d'une  proposition  générale  (P.  Serret,  1.  c.)  que  les  normales  principales 
de  la  courbe  primitive  et  du  lieu  des  sphères  osculatrices  sont  parallèles,  et  on  voit  par  suite, 
en  tenant  compte  des  formules  (1),  que  chacune  de  ces  courbes  est  le  lieu  des  centres  de 
courbure  de  Tautre. 

On  voit  enfin,  en  remarquant  que  le  plan  osculateur  du  lieu  des  centres  de  la  sphère 
osculatrice  de  la  courbe  donnée,  relatif  au  point  fír-g,  ?/j|,  Zq),  est  normal  à  cette  courbe  au 
point  (x,  y,  z),  que  les  plans  osculateurs  des  deux  courbes  aux  points  correspondants  sont 
perpendiculaires. 

On  peut  résumer  tout  ce  qui  precede  dans  le  théorème  suivant: 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  ligne  à  courbure  constante  est  une  autre  ligne  à  cour- 
bure constante,  et  êgale  à  celle  de  la  première.  Chacune  de  ces  courbes  est  le  lieu  des  centres  de 
courbure  de  Vautre.  Les  plans  osculateurs  des  deux  courbes  aux  points  correspondants  sont 
perpendiculaires  Vun  à  Vautre. 

Cette  proposition  a  été  donnée  par  Monge  dans  un  mémoire  insere  aux  Mémoires  de  V Aca- 
démie  des  Sciences  de  Paris  (1784,  p.  536). 

La  seconde  des  équations  (3)  est  attribuée  par  P.  Serret  (1.  c.)  à  Bouquet. 

S29.  Le  problème  de  la  détermination  des  courbes  à  courbure  constante  a  été  réduit  à 
trois  quadrntures  par  J.  Serret,  dans  une  lettre  à  Liouville,  qui  a  été  insérée  par  ce  géo- 
mètre  à  Tédition  qu'il  a  publiée   en  18Õ0   de   l' Application   de   VAnalyse  à  la   Géométrie  de 
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Monge  (p.  558).  M.  Darboux   donne,   pour   le  même  but,    dans  ses  fameuses  Leçons  sur  la 
théorie  générale  ães  surfaces  (t.  I,  1887,  p.  43),  d'autres  formules,  qu'!!  obtient  par  une  ana- 
lyse  plus  simple.  Nous  allons  déduire  les  formules  de  Serret  de  celles  de  M.  Darboux. 
Les  relations  (2)  donnent 


1  ,     .         dx  dy         I     dz  ,1  \       c 

et  par  conséquent,  en  tenant  compte  oes  relations  — p  =  a,  —— =  a  ,  ——  =  a  ,   on  a  les  lor- 

inules  de  M.  Darboux  : 


dx  =  Ra  s/da^  +  áa'^  +  dd'\     dy  =  Ra'  \/da}  +  da!^  +  da"^-,      .  .  . 

En  posant  a  =  (p(<),  a'  =  ']>{t),  a"  =  t(í),  o,  ^  et  x  représentant  trois  fonctions  quelconques 
véritiant  la  condition  cp^  (<)  +  (|)^  (í)  + 1- (í)  =  1 ,  et  en  intégrant,  on  obtient  les  équations  des 
courbes  à-  courbure  constante. 

Pour  déduire  les  formules  de  Serret  de  celles  qui  précédent,  nous  poserons 

siní               ,           cosi               ,,           tp(í) 
a  <=  — =^=  ,     a  =  =  ,     « 


v/i  +  cp^(0  ^/i  +  =?*(o  v^i  +  ?n<) 


ce  qui  donne 


Pourtant 


^da^  +  daf^  +  da-'^=  v/lj_^(0+^  . ,, 


,,  =  Rl^i±ZSisin.rf.,     dy^R^''^^'Y\o.tdt,     dz  =  Ryi±t+J^,dt. 

{!+<?')'  a+ff  (1+?')' 

Ce  sont  les  formules  de  Serret.  Elles  ont  lieu  quand  R  est  constant   et  quand   ce  rayon 
est  variable.  Si  R  est  constant,  ces  formules  déterminent,  en  intégrant,  les  eercles  gaúches. 
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II. 
Les  courbes  à  torsioii  constante. 

830.  Le  problème  de  Ia  recherche  des  courbes  à  torsion  constante  est,  comme  celui 
qii'on  vient  de  considerei-  aux  paragraphes  précédents,  indetermine.  On  peut  le  rendre  deter- 
mine en  ajoutant  la  condition  de  que  la  courbe  soit  sur  une  surface  donnée.  Alors  on  le  réduit 
à  rintégration  d'une  équation  du  troisième  ordre,  qu'on  obtient  en  égalant  à  une  constante 
Texpression  classique  du  rayon  de  torsion.  Mais  on  peut  aussi  le  réduire  iramédiatement 
à  trois  quadratures,  comme  J.  Serret  Ta  fait  voir  dans  la  lettre  mentionnée  au  n."  829.  Les 
formules  de  Serret  ont  été  obtenues  par  M.  Darboux  par  une  analyse  phis  simple,  dans  les 
Leçons  siir  la  théorie  des  sitrfaces  (p.  42),  comme  on  va  le  voir. 

Prenons  les  formules  de  Frenet 


et  les  relations 


de        b 

de'       b' 

de"       b" 

ds         r 

ds         r 

1   — r—  —  —  ) 
ds         r 

a  =  b'c"  —  e'b",     a'  =  cb"-bc",     a"^be'-cb', 


ou  (a,  b.  c),  (a',  i',  c'),  (a",  i",  c")  sont  les  cosinus  des  angles  que  la  tangente,  la  normale 
principale  et  la  binormale  au  point  (a-,  y,  z)  font  respectivemente  avec  les  axes  des  x,  y  et  z, 
et  ou  r  est  le  rayon  de  torsion. 


II  en  resulte 

,,  de' 

a  =  r  I  c"  -^- 

ds 


,de"\         ,         I    de"        „de\         „        /,  de  de'\ 


dx        ,       dy  dz 

et  par  consequent,  puisque  a=— =— ,  a  =  -j-,  a"  =  —z~, 

dx  =  r(c"  de' —  c' de"),     dy  =  r(cdc"  —  c"de)     dz  =  r  (c' de  — edc'). 

On  obtient  les  équations  de  toutes  les  courbes  à  torsion  constante  en  remplaçant  c,  c'  et  c" 

par  trois  fonctions  arbitraires  de  s  vérifiant   la  condition   c^ -{- e'^ -{- e"'^  =  í ,   et   en  intégrant 

ensuite. 

En  posant 

c        c'       c"  1 


h        k        l        ^/A2^^2^;l' 
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M.  Darboiíx  a  déduit  des  équations  precedentes  les  équations  de  Serret,  mises  sons  une  forme 
symétrique : 

Idk-Ml         ,  hdl  —  ldh         ,  kdh  —  hãk 

par  lesquelles  on  determine  toutes  les  eourbes  à  torsion  constante  en  remplaçant  deux  des 
variables  h,  k,  l  par  des  fonctions  arbitraires  de  la  troisième  et  en  intégrant  ensuite  les  trois 
équations. 

Nous  allons  donner  à  ces  expressions  une  nouvelle  forme,  qui  será  appliquée  plus  loin  à 
une  question  importante. 

Je  remarque,  pour  cela,  que  les  quantités  p,  q&íl  sont  proportionelles  aux  coeffieicnts  de 
l'équation  du  plan  osculateur,  et  que  par  conséquent  ou  a 

,,da'         ,  da"        ,  da"        ,.  da         ,         ,  da  da' 

dt  dt  '  dt  dt  ^  dt  dt 

Je  pose  ensuite,  coniuie  au  n.°  829, 

siní  ,  cosi  „  'f(í) 


v/i+í^í)'       i/l +?'(<)'        /rT?"(o 


II  vient 


íc  cos  t       ,  1 


»'  cos  í  +  tp  sin  í  t5  sm  í  —  íc  cos  t 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  x,  y  et  z,  on  trouve  les  formules 

fe  +  tp")  sin  t   ,         ,  (tf  + !?")  cos  t  ((f  +  tp")  (p 

l-t-(p2  +  (p'2  -^  l+'f5  +  cp'^  14-'|-^+!p'2 

qui  déterminent  les  eourbes  à  torsion  constante.  II  suffit,  pour  cela,  de  remplacer  'f  par  une 
fonction  quelconque  de  í  et  d'intégrer  ensuite  les  trois  équations. 

!M.  Darboux  a  appelé  Tattention  sur  Tintérêt  qu'offre  la  recbercbe  de  eourbes  algébriques 
jouissant  de  la  propriété  considérée,  et  cette  question  a  été  ensuite  étudiée  par  divers  géo- 
mètres.  Ainsi  M.  Lyon,  dans  une  Thè^e  pabliée  dans  les  Annales  de  Venseignement  supérienr 
de  Grenohle  (t.  II,  1890,  p.  353),  M.  Fouclié,  dans  les  Annales  scientifiques  de  la  Faculte  des 
Sciences  de  Paris  (1890,  p.  33õ),  M.  Fabry,  dans  ce  même  recueil  (1892,  p.  177),  M.  Tan- 
nenberg,  dans  les  Compfes  rendas  de  V Académie  des  Scimces  (t  cxxxvii,  1903,  p.  692),  ont 
donné  des  méthodes  pour  obtenir  des  eourbes  en  nonibre  illimité  dont  la  torsion  est  constante. 
M.  Fabry,  qui  a  suivi    la  voie  la  plus   élémentaire,  a  represente  les  quantités  h,  k  et  l,  qui 
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figurent  dans  les  formules  de  Serret,  par  des  expressions  de  la  forme 

a  +  6  sin  >.6  +  c  cos  kO  +  d  cos  ;i.S  +  e  sin  |).6, 

et  il  a  ensuite  determine  les  coefficients  et  les  multiplicateurs  de  ces  expressions  de  manière 
que  la  somme  h^ -\- Ic^ -\r  l-  soit  constante,  et  que  les  tennes  constants  des  expressions 
Idk  —  kdl,  hdl  —  Idh,  etc.  disparaissent.  II  a  obtenu  ainsi  di verses  courbes  algébriques  réelles 
à  torsion  constante,  parmi  lesquelles  nous  signalerons  celle  qui  est  représentóe  par  les  équa- 
tions  les  plus  simples,  savoir  (1.  e.,  p.  189): 


ou 


?Va    .       _        r\/Ap 
x^  . rSinpo- 


y  = 


A-1 


coapO- 


(A+iy- 

r^Ap 


A-1     ^      (A  +  iy^ 

2rAp 


{A  +  ir-q 


í-  sin  qd, 


q-p 

A 

2- 


-sm(q—2})0-\ j--s,\n(p  +  q)6   , 

--cos(q—p)6-\ ■ — cos  (» -1-0)  6   , 

p  p  +  q  J 


Les  courbes  à  torsion  constante  ont  été  encore  étudiées  par  M.  Koenigs,  dans  les  Annales 
de  la  Facidté  des  Sciences  de  Toxdouse  (t.  i,  1887),  ou  il  s'est  occupé  de  la  forme  de  ces 
lignes,  par  M.  Le  Vasseur,  dans  le  Bulletin  de  VAcadémie  des  Sciences  de  Toulouse  (1898), 
ou  il  a  démontré  Texistence  de  lignes  sphériques  à  torsion  constante,  etc. 


III. 


Courbes  (Ic  Bortraud. 


831.  Bertrand  a  démontré,  dans  un  mémoire  publié  á&na  \e  Journal  de  Liouville  {\%bO, 
p.  332),  qu'il  existe  une  classe  de  courbes  telles  que,  à  cliaeune  de  ces  courbes,  on  peut 
associer  une  autre  ayant  les  mêmes  normales  principales.  Ces  courbes  sont  appelées  courbes  de 
Bertrand. 

Soient:  (C)  et  (C)  deux  courbes  de  Bertrand  associées;  (x,  y,  z)  et  (scj,  ?/i,  z\)  les  coor- 
données  de  deux  points  correspondants ;  R  et  r  les  rayons  de  courbure  et  torsion  de  la 
courbe  (Cj   au  point  (*,  y,  z)  ;  (a,  a',  «''),  (i,  è',  t"),  (c,  c',  c'')  les  cosinus  des  angles  que  la 
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tangente,  la  normais  principale  et  ia  binormale  au  point  mentionné  font  respectivement  avec 
les   axes   des  coordonnées ;  et  l  la  distanee  des  points  (a;,  y,  z)  et  (xi,  yi,  zi). 
Les  quantités  mentionnées  sont  liées  par  les  relations  de  Frenet: 

(1) 

(2) 

(3) 

Désignons  par  («i,  a[,  ai)  les  cosinus  des  angles  que  ia  tangente  à  la  courbe  (C)  a>i  point 
(xi,  ?/i,  Z))  fait  avec  les  axes  des  coordonnées,  et  remarqiions  que  les  cosinus  des  angles  que 
Ia  normale  principale  au  même  point  fait  avec  ces  axes  sont  égaux  à  b,  b'  et  b".  Nous  avons 

(4)  xi=x  +  lb,     7ji=y+lb\     zi=z  +  lb", 

(5)  bai  +  b'ai'+b"ai"  =  0, 


da        b 

da'       b< 

da"      b" 

ds^  R' 

ds"  R' 

ds  ^R' 

de        b 

de'       b' 

de"      b" 

ds         r 

ds        r 

ds         r 

db            a 

c         db' 

a'        c' 

db" 

a" 

c" 

ds^       R 

r         ds 

=  -R— T' 

ds 

R 

r 

(6) 


dai         b  dat'         b'         dai"       b 


'     — i —  =  "í=í~  ' 


dsi       R|  dsi        Ri         dsi        R| 


Si  étant  la  longueur   de   Tare   de   ia   courbe   (C)   compris  entre   un   point   fixe  et   le    point 
(xi,  yi,  zi),  et  Ri  étant  ie  rayon  de  courbure  de  cette  même  courbe  au  point  (o?),  yi,  Zi). 
II  resulte  de  Téquation  (5)  celle-ci: 

bdxi  -\-  b'dyi  +  b"dzi  =  O, 
qui,  en  éiiminant  íC),  t/i  et  zi  au  moyen  des  équations  (4)  et  en  tenant  compte   des  relations 

bdx  +  b'dy  +  b"dz  =  0,     b'^  +  b'^+b"^=l,     bdb  +  b'db'  +  b"ãb"=^0, 
donne  dl  =  0.  On  voit  donc  que  l  est  constant  et  que,  par  conséquent,  on  a 

_  dxi  _  /  dx  db\  ds  ,  _  í  dy  db'\  ds 

dsi        \  ds  ds  /  dsi  ^  \ds  ds  /  dsi  '      ' '    ' 

et,  en  tenant  compte  des  relations  (3), 


«   -[(■-i)"-'v]a.  «■■=[('-i)"'-4] 


ds 
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En  substituant   maintenant  dans  les  équations  (G)  les  valeurs  de  íIi,  ai',  a\''  données  pal- 
ies dernières  équations,  et  en  tenant  conipte  des  relations  (1)  et  (2),  on  olttient  cellesci: 

Aa  +  Bè  +  Cc  =  0,     Aa'  +  Bi+Cc'  =  0,     Aa'  +  Bè"  +  Cc"  =  0, 


ou 

B  = 
d'oú  il  resulte. 


A=(,-1).|L_„(^), 


i('-^)-^]Í<'-i-'.     --T^£-'"(l). 


A  =  O,     B  =  O,     C  =  O, 

vu  que  le  détenninaut  des  coefficients  a,  l,  ...  n'est  pas  nui. 
La  première  et  la  deinière  de  ces  équations  donnent 

et  par  suite,  en  intégrant,  on  a 

h  désignant  la  constante  arbitraire. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  que  les  courbes  de  Bertrand  sont  caractérisées  par  une  rela- 
tion  linéaire  entre  les  rayons  de  courbure  et  torsion  (Bertrand :  1.  c.j. 

La  méthode  que  nous  venons  d'employer  pour  démontrer  ce  résulíat,  est  due  à  J.  A.  Serret 
(Journal  de  Liouville,  1851,  p.  499j.  M.  Darboux  a  suivi  pour  le  même  but  une  méthode 
cinématique  três  remarquable,  dans  ses  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (t.  \,  p.  13). 
P.  Serret  a  traité  la  même  question  par  une  méthode  plus  géométrique  que  eelle  qu'on  vient 
d'exposer,  dans  sa  Théorie  nouvelle  des  lignes  à  doulle  courhure  (p.  109). 

832.     Les  équations  (7)  est  celles-ci : 

aí  +  a'*  +  a"2=l,     b^  ^h'^ +  h"^  =\,     c'-!  +  c'*  +  c"^  =  1 ,     ac-\- a'c' +  a"c"  =  0 
donnent 


i^)  S=í>-'^''"  "+"■• 


K/    '    7-«  ?•« 


> 


et  par  suite,  en  remarquant  que  (C)  est  une  courbe   de  Bertrand  qui    satisfait   à   l'équation 
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qu'on  obtient  en  changeant  dans  léquation  (Sj  l  ea  —  l, 

d^         l^  +  h* 

-7X= i ' 

dsi  ri 

Ti  étant  le  rayon  de  torsion  de  (C)  au  point  (xi,  yi,  zi). 

On  a  donc  ?■;•)  :=  l*-\-h}]  ce  qui  exprime  que  le  jirodidt  des  rat/oiis  de  torsion  des  coiirhes  (C) 
et  (C)  rtliififs  aiíx  points  (x,  y,  z)  tt  {xi,  y\,  Z{)  est  constant. 

833.      Si  Ton  designe  par  m  Tangle  des  tangentes  aux  courbes   (C)    et  (C)   aux   points 
(«,  ?/,  z)  et  (,r(,  ?/i,  zi),  on  a 

cos  (I)  =  aai  +  o'ai'  -(-  a 'ai", 
et  par  conséquent,  en  vertu  des  formules  (7), 

l  \  ds  h 


cos  (0=1 


RJ  dsi       \^h^.J^li 


Donc  Vangle  des  tangentes  des  courbes  (C)  et  (C)  ai(x  j^^ints  correspondants  (x,  y,  z)  et 
(xi,  7/1,  Zi)  esí  constant. 

On  volt  aisément  que  cet  angle  est  égal  à  celui  des  plana  osculateurs  des  courbes  (C)  et 
(C)  relatifs  aux  points  (a;,  y,  z)  et  {xi,  yi,  zi).  Donc  Vangle  des  j)lans  osculateurs  des  courbes 
(O)  et  (C)  en  deux  points  correspondants  est  constant. 

Cette  proposition  est  due  à  O.  Bonnet,  qui  Ta  pubiiée  dans  le  Journal  de  1'École  Poly- 
technique  de  Paris  (cah.  XXXil,  p.  134). 

834.     L'équation  B  =  O  donne,  en  tenant  corupte  des  relations  (8)  et  (9), 

ás2  hr  —  lR 


R,     LrI      r 


l_ 

'7-\  ds\~  'R(h'-  +  r-) 


On  determine  par  cette  formule  la  courbure  de  (C),  quand  on  connait  la  courbure  et  la 
torsion  de  (C) ;  ensuite  la  relation 


h__   l    _ 
n      Ri 


donne  la  valeur  de  la  torsion  de  (C). 


835.  Le  problèrae  de  la  détermination  des  lignes  qui  vérifient  Téquation  (8)  a  été  réduit 
aux  quadratures  par  M.  Darboux,  dans  Fouvrage  mentionné  cidessus  (p.  44),  au  moyen  d'une 
analyse  três  elegante.  Nous  allons   le  résoudre   ici   d'une   manière  iramédiate   au  moyen  des 
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formules  suivantes,  obtenues  aux  n.°*  829  et  S30: 


lesquelles  ont  lieu  mêrae  quand  R  et  r  sont  vari;ibles.  On  a,  eu  effet,  en  remplagant  dans  la 
formule  (8)  R  et  >•  par  les  valeurs  déterminées  par  ces  équations, 


/  4  j  i  +  cp-  +  'f- 


De  même 


,y  =  Z 


;  =  Z 


'  i/l  + 

CO*  +  aí'"^ 

(1  + 

3 

'  \/l  + 

CS-  +  cp'- 

^   v/1+cs^  +  cp'*        ,     ,    ,     f      <?  +  ?"  ,, 


ou  Cp  est  une  fonction  arbitraire  de  t.  Ces  formules  ont  été  données  par  M.  Bioche  dans  le 
BuUetin  ãe  la  Société  malhématique  de  France  (t.  xvii,  1889,  p.  109).  II  en  resulte  que  les 
courbes  envisagées  peuvent  être  représentées  par  les  équations 

{x{,  y\,  zi)  et  («á,  ^-2,  z-2)  étant  respectivement  les  coordonnées  du  point  t  d'une  courbe  à 
courbure  constante  et  d'une  courbe  à  torsion  constante,  correspondant  à  la  même  fonction  cp  (t). 
Comme  Ton  a 

âxi         sin  <        <7a?2  dy[         cos/!        dy-i 


dzi  Cp  dzi  dzi  (p  rfs-2 

on  volt  que  les  tangentes  aux  deux  courbes  aux  points  correspondant  à  une  même  valeur  de 
t  sont  parallèles. 

836.  Les  courbes  de  Bertrand  ont  été  Tobjet  de  plusieurs  autres  travaux,  que  nous  ne 
signalerons  pas  ici.  Elles  sont  un  cas  particulier  des  courbes  représentées  par  Téquation 
intrinsèque 

R  ^  Rr  ^  K''  ^  r^         ' 
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rencontrées  par  M.  Deraoulin  dans  une  question  de  Cinéraatique  {Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matiqiie  de  France,  t.  XXI,  1893,  p.  8).  Ce  géoinètre  a  encore  tait  voir  que  la  mêine  éqiiation 
represente,  quand  0=^0,  des  courbes  telles  que,  si  par  un  point  quelconque  d'une  de  ces 
fourbes  oii  niène  une  normale  N  faisant  un  angle  eonstant  avec  la  normale  principale  en  ce 
point,  la  droite  N  est  la  binormale  d'une  autre  de  ces  courbes. 


IV. 
Siir  les  lignes  géodésiíxncs  et  les  lignes  de  courbure  de  rellipsoide. 

83".  On  a  étudié  un  grand  nombre  de  courbes  spéciales  dont  limportance  provient  du 
role  qu'elles  représentent  dans  la  théorie  des  surfaces  sur  lesquelles  eiles  existent.  Telles  sont 
les  lignes  de  courbure,  les  lignes  asyniptotiques,  les  lignes  géodésiques,  etc.  des  surfaces 
spéciales  remarquables.  Nous  ne  nous  occuperons  pas  ici  de  ces  courbes,  pour  n'allonger  plus 
cet  ouvrage.  II  est  à  désirer  que  bientôt  un  traité  soit  consacré  aux  surfaces  spéciales,  et  c'e8t 
dans  un  ouvrage  de  cette  natiire  que  les  courbes  nientionnées  doivent  être  étudiées.  Nous 
ferons  une  exception  pour  les  lignes  géodésiques  de  Tellipsoide,  à  cause  de  Timportance  que 
ces  lignes  ont  dans  la  Géodésie,  et  pour  les  lignes  de  courbure  de  cette  luême  surface,  à 
cause  des  relations  qui  existent  entre  elles  et  celles-l<à. 

Les  lignes  de  courbure  de  rellipsoide  ont  été  considérées  par  Monge,  Tinventeur  de  la 
théorie  générale  des  lignes  de  courbure,  premièrement  dans  un  luémoire  inséré  au  Journal 
deVÉcole  Polyteàinique  (cah.  i,  1794,  p.  14õ)  et  plus  tard  dans  V Ajyplicatiun  de  VAnalyse  à 
la  Géomttrie  (|  xvi).  La  théorie  de  ces  lignes  fut  continuée  par  C.  Dupin  dans  ses  Dévelop- 
pemcnts  de  Géométrie,  parus  en  1813. 

En  appliquant  à  Téquation 

o  •*  í> 

(1)  ^+f+il^l 

'  w         o-         C^ 

l'équation  classique  générale  des  lignes  de  courbure,  on  obtient  celle-ci: 

(2;  a»  (Ò2  _c2)  xyy'^^  +  [h^  (a^  - c^j  x"-  -  «^  (i^  -  c')  y^  -a'-b^  (a«  -ò^)]  y'-},""-  («2  _  ^-)  xy  =  O, 

qui  est  Téquation  différentielle  des  projections  des  lignes   de  courbure   de  rellipsoide  sur  le 
plan  xy. 

Pour  intégrer  cette  équation.  Monge  elimine  a-  —  b''  entre  elle   et  celle   qu'on   obtient  en 
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la  diíFérentiant,  ce  qui  donne 


'^d^y  +  dj-dy  =  0; 


ensuite,  en  intégrant  deus  fois,  on  a 


71' 

ydy  +  — ^  xdx  =  0. 


et 


m  et  n  étant  les  constantes  arbitraires. 

Après  avoir  obtenue  cette  óquation,  l'éininent  géomètre  fait  remarquei-  que,  comme  Féqua- 

tion  (2)  est  du  premier   ordre,    Tune   des   constantes   m  et  n  doit  dépendre  de  Fautre.  Pour 

dy 
détenuiner  la  relation  entre  les  deux  constantes,  il  elimine  y  et  -y-  entre   la   dernière  équa- 

tion,  celle  qu'on  obtient  en  la  diflerentiant  et  Téquation  (2),  ce  qui  donne 

h^i  («S  _  c2)  ^2  -^  „"2  (52  _  c2^  „í  _  «252  («2  _  hl), 

II  resulte  de  tout  ce  qui  precede  que  les  projections  stir  le  plan  xy  des  deux  lignes  de 
courhure  qui  passent  par  un  même  point,  sont  une  ellipse  et  une  hyperbole. 

Les  lignes  de  courbure  de  rellipsoíde  résultent  donc  de  Tintersection  d'un  cylindre  de 
base  elliptique  ou  hyperbolique  avec  Tellipsoide,  et  par  conséquent  elles  appartiennent  à  la 
classe  des  courbes  étudiées  au  ehapitre  XV  sous  le  nom  de  hiquadratiques  yauches. 

En  éliminant  x^  ou  y-  entre  Téquation  (3)  et  celle  de  Tellipsoide,  on  voit  que  les  pro- 
jections  des  lignes  de  courbure  considérées  sur  les  pians  yz  et  xz  sont  aussi  des  ellipses  et 
des  hyperboles.  En  éliminant  a-,  3/  et  3  entre  les  mêmes  équations  (1)  et  (3)   et  les  équations 

X  _  Y  _  Z 

X         y  z    ' 

on  voit  que  le  cone  ayant  le  somraet  au  centre   de  rellipsoíde   et  passant   par   une   ligne  de 

courbure  est  du  second  ordre.  Dono  il  passe  par  cette  courbe  trois  cylindres  et  un  cone  du 

aecond  ordre,  ce  qui  est  d'accord  avec  le  théorème  de  Poncelet  énoncé  au  n.°  804. 

L'équation   des   projections   des    lignes   de   courbure   sur   le    plan  xy   prend    une   forme 

.,       ,    l^-{u-h-)                          ,                ,       a^-íu  —  a^)  ,^     ^ 

symétnque  en  laisant  n-  =  + — 5 — -^ — ,    et  par  conséquent  ??(-  =  — ^ ^ — ,    u   étant  une 

constante  arbitraire.  II  vient  en  eíFet 

c2  _  i2  c^  —  a- 
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838.     L'éqiiation  des  quadriques   ayant  les  mêmes  fuyers    que  IVUipsoide   considere   et 
passant  par  le  poiut  (a-,  ?/,  z)  de  cette  surface  est 

X2  Y-^  Z- 


X  représentant  les  raeines  de  Téquation 


;/*     ,      z^ 


a"-  —  K        L-  —  X         c-  —  X 
ou 


1-0, 


II  est  facile  de  voir  que  les  rauines  de  cette  équation  sont  comprises  respectivement 
entre  c^  et  h-  et  entre  l-  et  «*.  Donc  les  surfaces  liomofocales  avec  rellipsoide  considere  sont 
un  hyperboloide  à  une  nappe  et  un  hyperboloide  à  deux  nappes. 

En  désignant  par  u  et  v  les  racines  de  La  dernière  équation,  on  a 

x'        ,        ;/2        ,       c2  ^_  X(X-«)(X-i;) 


„-2_),  ^   6-J-X     '    z-X  (a«  — X)(ò«-X)(c^— Xj 

En  multipliant  les  deux  nombres  de  cette  identité  par  X  — a^,  X  — i-  et  X  — c-  et  en  íai- 
sant  ensuite  X=a"^,  X=ò^  et  X  =  c^,  respectivement,  dans  les  trois  identités  obtenues,  on 
trouve  les  équations 

,      aHa'--rO{a'-v)         ^  _hHb^- -  u)  (b^  -  v)  ,_    c»{c^ -u){c'^-v) 

Ces  équations  déterminent  les  coordonnées  des  points  de  Fellipsoide  en  fonction  des  para- 
mètres  «t  et  v ;  et,  si  u  =/(?(),  elles  déterminent  les  coordonnées  dos  points  de  la  coiirbe 
définie  par  cette  équation,  rapportée  aux  coordonnées  curvilignes  %i  et  v. 

En  supposant  qu"une  des  quantités  m  ou  i;  est  constante,  les  équations  precedentes  repré- 
sentent  respectivement  les  lignes  d'intersection  C  et  C  de  Tellipsoide  avec  Tun  ou  Tautre  des 
hyperboloides  bomofocales. 

Supposons,  par  exemple,  que  u  soit  constant,  et  éliminons  v  entre  les  deux  premières 
équations.  On  obtient  une  équation  identique  à  Téquation  (4).  En  supposont  v  constant  et  en 
éliminant  u  entre  les  mêmes  équations,  on  obtient  la  même  équation  (4). 

Donc  les  quadriques  ayant  les  mimes  foyers  que  VelUpsoide  (1)  cotipent  ce' te  surface  suivant 
ses  lignes  de  courlure  (Dupin). 
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Les  équations  (õ)  représentent  donc  les  deux  syslèines  des  lignes  de  courbure  de  IVHi- 
psoide;  Tun  des  systèmes  correspond  à  prendre  u  constant  et  v  variable,  l'autre  correspoad 
à  prendre  v  constant  et  u  variable. 

On  peut  changer  dans  Fanalyse  exposée  à  ee  paragraphe  et  au  paragraphe  précédent 
h-  en  —  è-,  ou  6*  en  —  í''  et  c-  en  —  c^,  et  on  voit  que  diacune  des  trois  surfaces  à  centre 
homofocales  de  seeond  ordre  considérées  est  coupée  par  les  deux  autres  suivant  ses  lignes  de 
courbure. 

839.  Représentons  par  «i  et  s-i  les  longueurs  des  ares  des  deux  lignes  de  courbure  qui 
passent  par  le  point  (a;,  y,  z),  et  cherchons  les  expressions  des  différeiítielles  de  ces  quan- 
tités,  dont  nous  aurons  besoin  phis  loin.  Pour  cela,  nous  allons  employer  une  métliode  suivie 
par  M.  Appell  dans  son  Traité  de  Mécanique  (t.  i,  p.  29). 

Supposons  premièrement  ;/  constant,  et  dérivons  les  logarithmes  des  valeurs  de  x,  y  ai  z 
données  par  les  équations  (5),  par  rapport  à  v.  On  trouve 

„  dx  dv  ,,  du  dv  „  dz  dv 


et  par  conséquent 

ds']  =  dx^  +  dy'-  +  dz'-==^\ ,     '^\,, +  ,     ^",axa  +  ,     ^    ...1^"^- 
1  i     ^     1  4  L  (v  —  a*)*       (w  —  b^f       {V  —  c^f  J 

Mais,  en  dórivant  par  rapport   à   'L  les   deux  niembres  de  Téquation  (A),   et   en  faisant 
ensuite  'K  =  v^  il  vient 

x^  y^  z^  v{v  —  m) 


{v-a^f-       (v-òV       {v-c-f       {a*  —  v){¥--v){c''-v) 
Donc 

De  même,  en  supposant  v  constant,  on  trouve 

^       4       {a^  —  u)  (è*  —  u)  (c-  —  u) 

840.     En  passant  à  Tétude  des  lignes  géodésiques  de  rellipsoíde,  nous  allons  considérer 
premièrement  rellipsoíde  de  révolution  represente  par  Téquation 

X^  -r-  1/^  Z- 

(6)  -^  +  -^-1- 
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En  appliquant  à  cette  surface  réquation  générale  des  lignes  géodésiques,  il  vient 


d-y  d-x       _ 

et,  ensuite,  en  intégrant, 

du  dx       , 

k  étant  la  constante  arbitraire. 

dx      dv       dz        ^  ,,     .        ,■         í       11        • 

Eliminons  maintenant  -p,  -^ ,  -j-  entre  cette  equation  et  celles-ci: 

dx^-      dy^       d^__.         X     dx]        V     dy         z      dz  ^ 
Is^  "^  ds^  "^  ds2  -  ^'       «2    (^s  "^  a''     c^s  '^  c^     ds 

on  trouve,  en  tenant  compte  de  réquation  (6), 

/T -.  U-+-^^)dz 

l/a-— c-                     \          a^  —  c^/ 
(8)  ds= 


\/{"^i^W'^-') 


Désignons  maintenant  par  tp  et  p  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  du  puint 
(a;,  y,  z)  de  Ia  ligne  géodésique  considérée  sur  le  plan  xy.  L'équation  (7)  donne,  en  faisant 
03  =  p  cos  tp  et  ^  =  p  sin  'f , 

lids  =  p-  d'^  =  fí* 5 —  c/'f . 

Donc 


ou 


X=U2  +  ^^)(c2^^--.^ 


L'équation  (9)  et  la  relation 

(10)  P*  =  ^2-('^*-2'' 


2 


dóterminent  les  coordonnées  polaires  de  Ia  projection  dii  point  (x,  ?/,  z)  de  la  courbe  consi- 
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dérée  sur  le  plan  xy.  II  en  lésulte  que,  si  c<ia  (t-llipsoide  aplati),  il  faut  qii'on  ait  k<^a 
poiír  que  la  courbe  considérée  soit  réelle,  et  que,  dans  ce  cas,  les  points  réels  de  la  oourbe 

«^  —  /v'^       c  «■  —  ^'       -T     r\ 

correspondent  aux  valeurs  de  z  compnses  entre ^ c-  et 5 c  C^uand  z  varie 

depuis  la  première  de  ces  valeurs  ju8qu'à  Tautre,  le  plan  passant  par  Taxe  de  rotation  de 
rellipsoide  et  par  le  point  décrivant  tourne  autour  de  cet  axe  dans  un  sens  constant,  et  ce 
point  parcourt  un  are  tangent  aux  parallèles  correspondant  aux  valeurs  extremes  de  z.  La 
courbe  est  composée  d'une  suite  d'arcs  égaux  à  oelui  qu'on  vient  de  considérer. 

Si  c>a  (eliipsoide  allongé),  les  points  réels  de  la  courbe  correspondent  aux  valeurs  de  z^ 

inférieures  à  c'  et  comprises  entre  les  nombres  —= ^  et » —  c^. 

^  c*  —  a^  a^ 

II  resulte  de  Féquation  (9)  que  tp  peut   être  represente  par   des  fonctions  elliptiques.  En 

faisant,  pour  cela  z=cz\,  il  vient 


(li: 


_       kVa^^  —  c^  r   dzi  a-  dz, 


ou 


X, 


{4- 


,2  _  -,-2 


a-  —  /c- 


En  faisant  z'  =  í-f /«  et  en  posant 


k\/d^-c^ 


K  =  ""  "  •     "    ^      a  =  -^--—^,      1^=  "        •"    ,     k  =  -^ia  +  ?), 


,í  ' 


r*2  —  n^ 


a^--k^ 


Téquation  (11)  prend  la  forme 


ã'f  =  Kt 


[ 


dt 


dt 


V^4fi—git—gt 


7*  _  ^2 


{t  +  h-l)^át^-git 


=1 


ou 


gi  =  -  [3A2  _  2  (a  -f- 13)  A  +  a,3],     g.,=.—k{h  —  a)  (A  -  ^i). 

Faisons  maintenant  <  =  pít,  et  supposons  que  «i  soit  une  racine  de  Téquation  pí<  =  l— A. 
II  vient 

a^  du 


d-f  =  —  Kl 


(/tt  ■ 


a'^  —  c-     píí  — piíi 


Pour  intégrer  cette  équation,  appliquons  une  formule   déjà  employée   au  n.°  750,    savoir 
/ =  — ; —  log  — ^ +  2?(  í?q  . 

J     píí  — Pítl  pWj    [  0(M+tíi) 


VUL.    V 


HHH 
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Pour  déterrainer  p'wi,  remarquons  qu'on  a 

1                i[/(i^^'? 
lim 7-=-  =- -. ' 

et,  d'un  autre  côté,  en  faisant  tt  =  1  —  h, 

1  1  í  2i 

lim -=.  =  —  2i  lira  —  =^  =  2i  lim  — ,—  =  —7—  • 

Donc 

1     _       lAa2-'c^ 
p'i(,  2Â; 

On  a  par  conséquent 

i  a(M  — Hl) 

Cp  —  9,1=  (JTÍÍ  —  -^  lOJÍ  -     7 ; r  J 

^       ^"  -  2       "^   a(íi  +  !M) 

oíi  G  =  {Zui  —  K){. 
On  a  aussi 

p2  =  -?!.  (c2  _  3Í)  =  a2  (1  -  2?)  =  «2  (1  -  A  -  <)  =  «2  (<,  -  <)  =  C.2  (pu,  _  pu) 

:  (m  "1-  Jíi)  a  (ít  —  Ml) 


a- 


•9  '4 


Donc 


et  par  suite 


De  même 


^  •"  '  (3*U0-!íl 


3(«  +  wO_i,'f„+G«) 


a;  +  «3/  =  « «' 


a  ÍM  —  ?ti)        ,  ,„    .  ,.,.1 
OM  a!íi 


Ces  équations  déterminent  a?  et  3/  en  fonction  dii  paramctre  u  à  Taide  des  fonctions 
elliptiques. 

II  resulte  de  la  formule  (8)  qu'on  peut  aussi  calculer  s  au  raoyen  des  fonctions  elliptiques. 
On  a,  en  effet,  en  faisant  z  =  cz^  et  ensuite  3i=t  +  h, 


J 


a-  —  c- 


ds  =  V/c2  -  «2  . 

V4:í*  —  ffi  —  gi 
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et,  en  faisant  t  =  pw, 

ds  =  \/c-  —  a-  fpit  +  ^  H 5 r  )  dii> 

et,  en  intégrant, 


c- 

u 
c 


841.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  rétiide  des  autres  surtaces  de  révoliition  da  seeonJ 
ordre.  Nous  remarquerons  seulement  que  de  Tanalyse  qu'on  vient  d'employer  pouv  Tétude 
de  rellipsoide,  on  déduit  les  formules  applicables  à  riiyperboloíde  à  une  nappe  en  rempla- 
çant  c^  par  — c*,  et  celles  qui  ont  lieu  dans  le  cas  de  Fhyperboloíde  à  deux  nappes  en  rem- 
plaçant  a*  par  — a-. 

Les  lignes  géodésiques  du  cone  de  révolution  peuvent  être  obtenues  au  uioyen  d'une 
uiéthode  tout-à-fait  élémentaire,  en  reniarquant  que  les  transformées  de  ces  lignes,  quand  on 
développe  le  cone,  sont  des  droites.  Supposons  que  Téquation  du  cone  soit 

et  que  ]'équation  polaire  de  la  droite  D  eorrespondant  à  une  géodésique,  rapportée  au  point  O 
correspondant  au  sommet  du  cone,  coinme  origine,  et  à  la  parallèle  à  D,  menée  par  O, 
comme  axe,  Si)it  pisin'f)  =  A.  En  appliquant  les  formules  de  transformation  indiquées  au 
n."  779,  et  en  observant,  pour  cela,  (\\\e  p  =  coib,  6  étant  Tangle  que  les  génératrices  du 
cone  font  avec  son  axe,  on  trouve  que  Téquation  de  la  projection  sur  le  plan  xy  de  la  ligne 
géodésique  correspondant  à  cette  droite  est 

1 


pv  1 -|-p^8Ínpi'5  =  A,    ^1  = 


V^l+i?^ 


Donc  les  géodésiques  du  cOne  de  révolution  sont  identiques  aux  lignes  étudiées  au  n."  631 
sous  le  nom  d'épis. 

842.  L'équation  (7)  est  applicable  à  toutes  les  surfaces  de  révolution,  et  ii  en  resulte  une 
conséquence  remarquable  qu'on  va  voir. 

Considérons  le  triangle  infinitesimal  fornié  par  un  are  de  la  géodésique  conipris  entre  le 
point  (a;,  y,  z)  et  un  point  infiniraent  voisin,  par  le  parallèle  passant  par  le  premier  point  et 
par  le  méridian  passant  par  le  second.  On  a,  en  désignant  par  m  l'angle  de  la  tangente  à  la 
courbe  au  point  («,  y,  z)  et  de  la  tangente  au  parallèle  au  mème  point,  p  cí-^  =  cos  (o . f/s ;  mais 
Téquation  (7),  en  posant  x  ^-  p  cos  'f ,  y={'  sin  cp,  prend  la  forme  p-  (/'^  =  k  ds;  donc  p  cos  lo  =  A". 

Pourtant  le  produit  du  rayun  du  parallèle  qui  passe  par  un  point  d'une  ligue  géodésique 
d'une  surface  de  révolution  et  du  r.osinus  de  Vangle  que  ce  parallèle  fait  avec  la  ligne  géodé- 
sique est  constant. 
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Cette  proposition  a  été  donnée  par  Clairaut  en  1733  dans  les  Mémoires  de  VAcadémie  des 
Sciences  de  Paris. 

843.  Le  problèiue  de  la  détermination  des  lignes  géodésiques  des  surfaces  de  révoliition 
a  été  proposé  par  Jean  Bernoulli  en  1697,  et  il  a  été  résolu  en  169S,  d^ns  les  Acta  eruditorum 
{Opera,  t.  II,  p.  706  et  1023),  par  son  frère  Jacques  Bernoulli,  qui  a  donné  Téquation 
différentielle  de  ces  lignes.  Jean  Bernoulli  [Opera,  t.  iv,  p.  108-128)  a  trouvé  plus  tard, 
vers  1728,  Téquation  différentielle  des  géodésiques  d'une  surface  quelconque,  et  a  reconnu 
que  leurs  plans  osculateurs  sont  normais  à  la  surface;  et,  comme  application  de  lequation 
obtenue,  il  a  retrouvé  la  solution  que  son  fròre  avait  donné  pour  le  cas  des  surfaces  de  révo- 
lution.  La  niême  question  a  été  étudiée  par  Clairaut  dans  le  mémoire  raentionné  ci-dessus, 
et  par  Euler  dans  le  tome  iii  des  Comin.  Acad.  Petrop.  La  pnblication  de  ces  travaux  est 
antérieure  à  eelle  de  la  publication  des  travaux  de  Jean  Bernoulli  sur  ee  sujet,  lesquels 
ont  paru  seulenient  en  1742,  dans  le  tome  iv  de  ses  Opera. 

Les  lignes  géodésiques  de  i'ellipsoide  de  révolution  ont  été  étudiées  par  Legendre  en  1806 
dans  les  Mémoires  de  VAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  et  plus  tard  dans  son  Traifé  des 
fonctions  tUiptiques  (t.  i,  1825,  p.  360).  II  a  donné  des  séries  pour  le  calcul  de  Tangle  s  et 
de  la  longueur  s  des  ares  de  la  courbe,  et  il  a  exprime  ces  quantités  par  des  intégrales  elli- 
ptiques  de  seeonde  et  troisième  espèce.  Les  fonctions  elliptiques  ont  été  appliquées  aux  mêmes 
courbes  par  Jacobi  (Werke,  t.  ii,  jx  410). 

844.  Les  lignes  géodésiques  de  rellipsoide  à  trois  axes  inégaux  ont  été  aussi  Tobjet  de 
beaux  et  importants  travaux.  Nous  allons  exposer  la  partie  la  plus  essentielle  de  la  théorie 
de  ces  lignes. 


En  appliquant  à  Téquation 

(12) 


w        O-        c' 


les  équations  générales  des  lignes  géodésiques,  on  obtient  celles-ci : 

Différentions  niaintenant  deux  fois  Téquation  (12)  et  posons 

«^    '  7-*"^  c*  '  a^  \ds)    ^  h-^   [dsl  ^  c^  \ds 

II  vient 

X   /d^x\        y   (d-i/  \         z   /d-. 


^ ^  +  JL  ( «:•'/ )  ^  _  ^  «-lU  D  =  o 
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d'oc      d' V         cl''z 
et  ensuite,  en  éliminant  — r^,  — jv  et  —r^  eiu  moyen  des  équations  (13), 

(Is-       ds-         db- 


(14) 


..P  +  D-=0. 


X     dx       y      dy 


Multiplions  maintenant  les  équations  (13)  r^spectivement  par  — ^ — p  ,  -jj- 


dz 


ds  '    i*     ds  '    é     ds  ' 


et  ajoutons  les  équations  resultantes,  membre  à  membre.   On  trouve  Téquation 

|i.F  =  D', 

P'  et  D'  désignant  les  dérivées  de  P  et  D  par  rapport  à  .«. 
En  éliminant  [>.  entre  les  dernières  équations,  il  vient 


et  par  conséquent,  en  intégrant, 
(15)  PD=(|Í+|;  +  ^^, 


PD'  +  DP'  =  U, 


1  [dxY     i  [dijY     1  /dz 


ds  I  b^  \  ds 


..5   l    ,;„    i        '       7,-2   \    J„    /      "t"    „í    \    ,7» 


ds 


h  désignant  une  constante. 

Cest  Féquation  diíTérentielle  du  premier  ordre  des  lignes  géodésiques  de  i'ellipsoide.  Elle 
a  une  signification  géométrique  trèa  remarquable,  quon  va  voir.  Observons  premièrement 
que  Ia  distance  Pi  du  centre  de  Tellipsoide  au  plan  tangent  .à  ce  solide  au  point  (x,  y,  z)  d'une 
de  ces  courbes  a  pour  expression 


1 

r     O              9 

í 

x-  y 

L«»  ^  b'' 

(j 

"^' 

v/p 


et,  en  second  lieu,  que  Féquation  qui  determine  la  longueur  Di  du  demi-diamètre  parallèle  à 
la  tangente  à  la  mêrae  courbe  au  point  (»;,  y,  z)  resulte  de  Télimination  de  X,  Y  et  Z  parmi 
les  équations 

d^^dy       <h        X^      Yl      Z3^_,       D-^  =  x^^Y^  +  Z^ 


li  d 


ui  donne 


D! 


dx'  +  dy^-  +  dz- 


a-  o'  c' 


Donc  le  produit  P)Di  de  la  distance  du  centre  de  Vellipsoide  au  plan  tangent  en  un  point 
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d'une  iigne  gêodésiqiie  et  du  demi-diametre  parallUe  á  la  tangente  á  cette  courbe  au  memo 
point  est  constant,  qnelle  que  soit  la  position  du  j^oint. 

Cette  interprétation  géométrique  de  l'éqiiation  différentielle  des  lignes  géodésiques  est  due 
à  Joachimsthal,  qui  l"a  publiée  dans  le  Journal  de  CreJle  (t.  xxvi,  1843,  p.  15Õ).  En  éta- 
blissant  directement  cette  proposition  par  la  Géométrie,  on  en  peut  déduire  ensuite  inimé- 
diatement  Téquation  diíFérentielle  des  lignes  géodésiques.  Parmi  les  démonstrations  de  cette 
nattire  qu'on  en  a  données,  nous  en  inentionnerons  une  de  Cliasles,  publiée  dans  le  Journal 
de  Liouville  (1S46,  p.  13),  une  autre  de  Hart,  publiée  dans  le  Cambridge  and  Dublin  mathe- 
tnatical  Journal  (t.  iv,  p.  84),  et  une  autre  donnée  par  Graves  dans  le  Journal  de  ( 'relle 
(t.  XLii,  p.  279). 

11  resulte  de  la  proposition  qu'on  vient  de  démontrer,  comme  coroUaire,  que  le  produit 
PD,  ainsi  que  PiD),  sont  constants  pour  toutes  les  courbes  passant  par  les  oinbilii^s  de 
Tellipsoíde.  Pour  voir  cela,  il  suffit  de  tenir  conipte  de  la  signitícation  de  P,  D,  Pj  et  Di,  et 
de  rappeler  que  les  plans  parallèles  aux  plans  tangents  à  rellipsoide  aux  ombilics,  et  passant 
par  le  centre,  coupent  ce  solide  suivant  des  cercles. 


845.  Le  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  a  été  étendu  par  Joachimsthal  aux  lignes 
de  courbure  de  lellipsoíde. 

Désignons  par  P  et  Q  les  mêmes  expressions  considérées  au  n."  844,  mais  supposons 
que  a",  y,  z  reprósentent  maintenant  les  coordonnées  d'un  point  d'une  Iigne  de  courbure  de 
rellipsoide.  On  a,  en  dérivant  les  deux  membres  de  Tidentité  (A)  du  n."  838  par  rapport  à  \ 
et  en  faisant  ensuite  'k  =  O, 

«2  yl  2-2  „j, 


a*    '     ò*    '     c*  aVJ^c^ 


Les  équations  (5)  du  mêrae  paragraphe  donnent,  en  supposant   u  constant   et   en   tenant 
conipte  de  Texpression  de  c/si, 


«2  \dHl         i^  \dsj    "^  c^  Ws, 


V  («  —  u) 


il  —  a' 


u-b'^ 


(è2_a^)(c^_a2)(v-«2)    '    (a2_è-2j(c2_62')(„_i-i^ 

u  —  c* 


(a*  —  c2)  ( è2  —  c'^)  (V  —  c2) 


En  tenant  compte  maintenant  de  lidentité 


H  —  V 


■02 


u  —  C^ 


-t- 


(a»_c2)(ò2-c2)(i;-c2)  ■ 
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dont  le  second  nierabre  resulte   de    la  décomposition    de   la   function  qui    figure   au   premier 
meinbre  en  des  fraetions  simples,  on  trouve  D=y~',  et  par  conséquent 


P.D, 


ahc\     ~ 

V   11 


Donc  le  pi-oãuit  PjDi  est  consfant  en  tous  les  poiuts  d'une  ligne  de  courbure. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  que  les  ligues  de  courbure  et  les  lignes  géodésiques  de  Tel- 
lipsoide  vérifient  la  mêine  équation  différeutielle  de  premier  ordre,  et  elles  sont  pourtant 
tangentes.  En  tenant  compte  de  la  signification  de  Pi  et  D|,  on  voit  encore  que  le  produit 
PiD|  est  constanl  pour  toutes  les  lif/nes  géodésiques   tavgentes  à  une  même  ligne  de  courbure. 

846.  Liouville  a  mis,  dans  son  Journal  (18-14,  p.  401),  l'équation  différentielle  des 
lignes  géodésiques  de  rellipsoide  sous  une  aulre  forme  remarquable,  qu'on  va  voir. 

Désignons  par  R  le  rayon  de  courbure  d'une  de  cea  lignes,  relatif  au  point  (x,  y,  z).  On 
trouve,  en  tenant  compte  des  équations  (13)  et  (14), 


-11-)'-^©)'+©'''      '      ''    ""' 


■=[(í) 


iVP         ^         P. 


Cette  équation  determine  le  rayon  do  courbure  des  lignes  géodésiques  de  Tellipsoide,  et, 
<i\\  même  temps,  elle  fait  voir,  en  tenant  compte  de  la  relation  (15),  qu'on  a 

P^  =  /im*. 

D'un  autre  côté,  comme  le  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  («,  ?/,  z)  est  normal  à 
la  surface  de  rellipsoide,  le  théorcme  d'Euler  sur  la  courbure  des  sections  normales  des  sur- 
taces  donne 

V/P3  _  v/pí       ,  l''P^   .  , 

— jj—  ~    jj  -  cos-  (I)  4-  sm''  10  =  «, 

K  n  1  K-2 

iíi  et  Ra  désignant  les  rayons  de  courbure  des  sections  piincipales   et  m  Fangle  que  le  plan 
osculateur  de  la  ligne  géodésique  fait  avec  un  des  plans  de  ces  sections. 

On  peut  ealculer  R|  et  Ra  au  moyen  d'une  formule  génórale  connue  (Serret:  Calcul  dif- 
fêrentitl,  187'J,  p.  476),  d'ou  il  resulte  que  R|  et  Ri  sont  les  racines  á-t  Téquation 


l/p  p  +  aWc'-  P2  =  O, 
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qui,  en  faisant   Xo  =  a-6-c^i/p-*,  prend  Ia  forme 

"''■'•(?r  +  -fr  +  ^)  -  ('^»'+^*=  +  ^-«')-'.  +  ^=  =  0. 

En  éliminant  z-  entre  cette  équation  et  Téquation  (I2j,  on  obtient  une  autre  qui  coincide 
avec  la  troisième  équation  du  n.°  838. 
Donc 

et  par  conséquent 

(IG)  u  cos^  w  +  V  sin"^  o)  =  a-b-c-  h  =  hi. 

Cest  Téquation  de  Liouviile.  L'éminent  géomètre  i'a  obtenue  par  des  considérations  de 
Mécanique.  La  déraonstration  que  nous  venons  de  donner  est  nouveile,  croyons-nous.  Nous 
Tavons  publiée  dans  les  Annaes  da  Academia  Polytechnica  do  Porto  (t.  iv,  1909). 

847.  Considérons  ie  triangle  intinitésimal  forme  ))ar  une  ligne  géodésique  passant  par 
uri  point  (a;,  ^,  z)  et  par  une  ligne  de  courbure  passant  par  un  point  infiniment  voisin.  On  a 
(n."  839) 


tang'  CO 


dsiV'  «(a2  — «)(&*  — «)íc2-u)  (dvV^ 


(dsi 
\ds-2. 


u  (a'^  —  v)  {b^  —  v)  (c^  —  v)    \  du 
Mais,  d'un  autre  cGté,  Téquation  (16)  donne 

tang-  (O  = zr-  • 

"  v  —  ln 

Donc  on  peut  mettre  Téquation  des  lignes  góodésiques  sous  la  forme 

/ v{v  —  hi) / u{u  —  hi) 

V   (aí  _ ,,)  (62  _  „)  (c-2  _  „)  '^^  ^  V  («-  -  u)  (62  -  u)  {c'  -  u)       "    ' 

ou  les  variables  «  et  v  sont  séparées,  et  qui  est  intégrable  par  les  fonetions  hyper-elliptiq\tes. 
Cette  réduction  de  la  détermination  des  lignes  géodésiques  de  rellipsoide  aux  quadra- 
tures  est  due  à  Jacobi,  qui  Ta  donnée,  sous  une  forme  trigonométrique,  dans  un  mémoire 
publié  en  1839  dans  le  Journal  de  Crelle  (t.  XIX,  p.  309),  reproduit  dans  le  Journal  de 
Liuuville  (1841,  p.  267).  L'éininent  géomètre  n'a  pas  développé  la  démonstration  de  ce  re- 
sultai, mais  il  a  indique  la  voie  qu'il  a  suivie.  Liouviile  (1.  c.)  en  a  donné  une  déraonstration 
et  a  géneralisé  cette  methode  d'intégration  aux  géodésiques  d'une  classe  remarquable  de 
surfaces. 
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L'innvention  de  Jacobi  a  attiré  siir  le&  lignes  géodésiqiies  et  ies  liguts  de  L-ourbure  de 
rellipsoide  à  trois  axes  inégaiix  rattention  des  géomètres.  Aiiisi  Joachimsthal  et  Liouville  se 
sont  occupés,  peu  de  teraps  après  cette  invention,  de  ees  lignes,  coinme  ou  a  déjà  vu;  et 
ensuite  Michael  Roberts  a  consacré  à  leur  théorie  iin  méiuoire  publié  dans  le  Journal  de 
Liouville  (1846,  p.  1),  oíi  il  a  indique  diverses  propriétésiiiiportanles  de  ces  courbes,  et  Chasles 
uii  autre,  publié  daiis  le  même  volume  de  ce  recueil  (p.  5),  oii  il  a  démoiitrc  par  des  méthodes 
purement  géométriques  les  propriétés  des  mênies  courbes  obtenues  par  Its  géomètres  men- 
tionnés  et  en  a  ajouté  d'autres.  Parmi  ees  propriétés  il  convient  de  remanpier  colles  qui 
suivent : 

1."  Toutes  les  lignes  géodésiques  qui  passent  par  un  omliilic  passent  aussi  par  Tombilic 
diaraétralement  opposé,  et  tentes  ces  lignes  ont  la  même  longueur  (Roberts,  1.  c  ). 

2.°  Les  géodésiques  passant  par  uu  puiut  de  rellipsoide  et  par  deux  ombilics  non  oppo- 
sés  forment  des  angles  égaux  avec  les  ligues  de  courbure  relatives  au  point  considere  (Ruberts). 

3.°  La  souime  des  distanees  géodésiques  des  points  d'un';  ligne  de  couibure  à  deux  om- 
bilics non  opposés  est  constante  (Roberts,  1.  c). 

4."  Les  plans  osculateurs  aux  points  d"une  ligue  géodésique  de  rellipsoide  (ou  d"uue  autre 
surface  du  second  ordrej  sont  tangents  à  un  autre  surface  du  second  ordre  ayant  les  mêmes 
foyers  (Cliasles,  1.  c). 

5."  La  surface  développable  tangente  à  un  ellipsoide  (ou  à  un  autre  surface  du  second 
ordre)  le  long  d'une  ligne  géodésique  a  Tarête  de  rebroussement  sur  une  autre  surface  du 
second  ordre;  et  cette  dernière  surface  est  la  même  pour  toutes  lignes  géodésiques  tangentes 
à  une  même  ligne  de  courbure  (Chasles,  1.  c). 

6."  Le  cylindre  ayant  pour  génératrice  une  droite  parallèle  à  Taxe  minimum  de  Tellipsoide 
et  pour  directrice  une  ligne  de  courbure  coupe  les  plans  des  sections  circulaires  de  la  surface 
suivant  des  coniques  ayant  pour  foyers  les  projections  des  ombilics  sur  ces  plans.  Cette  pro- 
position  est  attribuée  par  Roberts  (1.  c.)  à  Mac-Cullagli. 

Parmi  les  travaux  consacrés  aux  lignes  considérées,  nous  signalerons  encore  un  raémoire 
de  Cayley  publié  en  1872  dans  les  Memoirs  of  the  Royal  astronomical  Society  (^Mathematical 
Paptrs,  t.  VII,  p.  493),  ou  Fillustre  géomètre  s'e5t  occupé  principalement  de  la  forme  et  du 
trace  de  ces  lignes. 

La  théorie  des  lignes  géodésiques  des  hyperboloides  à  une  nappe  et  à  deux  nappes  à  axes 
arbitraires  est  analogue  à  celle  des  lignes  géodésiques  de  rellipsoide.  En  changeant  dans  Tana- 
jyse  exposée  aux  paragraphes  précédents  b^  en  —  i-,  ou  en  même  temps  h-  en  —h-  et.c-  en 
—  c^,  on  obtient  les  équations  applicables  aux  lignes  géodésiques  des  deux  hyperboloides. 
La  forme  de  ces  lignes  a  été  Tobjet  d'uu  mémoire  remarquable  de  M.  lladamard,  inséré  au 
Bulletin  de  la  Suciété  mathématique  (t.  XXVI,  p.  195). 


VUL.    V  itl 


CHAPITRE  XVll. 

Li  POLHODIE  ET  L'HERPOLHODIE. 


848.  On  déiuontre  dans  la  Jlécanique  (*)  que  le  mouvement  d'un  solide  autour  d'iin  point 
fixe  est  équivalent  au  mouvement  du  même  solide  autour  d'un  axe  qui  se  déplace,  en  déL-ri- 
vant  un  cone  elliptiqiie  ayant  le  sommet  au  point  fixe  considere.  Alors  1'ellipsoíde  d'inertití 
du  corps  tourne  autour  du  point  fixe,  en  restant  toujours  tangent  à  un  plan  invariable  P, 
perpendiculaire  à  Taxe  du  moment  des  quantités  de  mouvement,  sur  lequel  il  roule.  Le  lieu 
des  points  de  contact  de  ce  plan  et  de  rellipsoide  est  une  courbe  plane  auquelle  Poinsot, 
Tinventeur  de  cetie  théorie,  a  donnó  le  nom  <\'herpolhodie,  dans  sa  célebre  Théorie  nouvelle 
(le  la  rotation  des  corps,  mémoire  presente  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  1834  et 
publié  dans  le  Journal  de  Liouville  (18Õ1,  p.  9).  L'éminent  géomètre  a  appelé  polhodie 
Ia  courbe  gaucbe  qui  resulte  de  Tintersection  du  cone  meutionnó  avec  rellipsoide  d'inertie. 
Cette  dernière  courbe  est  le  lieu,  sur  Fellipsoide,  des  points  de  contact  de  sa  surface  avec  le 
plan  de  Therpolhodie. 

On  démontre  encore  dans  la  Mécanique  que,  si 

est  réquation  de  Fellipsoide  d'inertie,  Téquation  du  cone  raentionné  est 


(«'-'i^)f-J  +  (6^->s')|!-  +  (c'-V)^=0, 


Yj  désiguant  la  distance  du  centre  de  Tellipsolde  au  plan  P.  Cette  distance  véritie  la  condition 
«  >  ^í  >  c. 


(')  Appell :  Traité  de  Mécanique  rationnelle,  t.  n,  1896,  p.  211-230. 
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8-10.     Cela-posé,  iious  alloiis  étudier  quelques  propriótés  de  la  polhodie. 

Keiiiarqiions  premièreiíient  que  cette  courbe  peut  être  représentée  par  les  deiix  dernières 
éqnations,  et  que,  en  élimiuant  entre  elles  successivenient  a;,  y  et  2,  on  voit  que  ses  pro- 
jections  sur  les  plans  yz  et  xy  sont  des  ellipses,  et  que  sa  projection  sur  !e  plan  xz  est  une 
hyperbole. 

Soit  r  la  distance  du  centre  de  rellipsoíde  au  point  (.x,  y,  z)  de  la  polhodie.  On  a 

«■+2/"  +  2-  =  r-, 
et,  en  résolvant  cette  équation  et  celles  qui  précèdent  par  rapport  à  a;-,  y^  et  2-, 
(1)  ír2  =  P(,-í-a2),     ^2=  Q  0-2-, 3-^),     22  =  R(r2-Y'), 


a'  o  h^  ^ 


m 


„-2  =  i2^.c-2_^^       P2==a2  +  e2_^,       .^-2  =  a-2  4.J2_i^, 

"l"  r,-  /;- 


équations  qui  déterrainent  les  coordonnées  x,  y  et  z  des  points  de  la  polhodie  en  fonction  du 
paramètre  r.  II  est  à  remarquer  que  les  quantités  P,  Q  et  R  sont  liées  par  les  relations 

(3)  P  +  Q  +  R=l,     Pa2  +  Q,3-^  +  Rf  =  0, 

qu'on  déduit  de  Téquation  x--\-  y-  -\-  z^  =  r-,  en  remplaçant  x-,  y-  et  z^  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  r  et  en  égalant  ensuite  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  r  dans  les  deux 
membres. 

850.     Dans  la  question  de  MécaniqTie  rapportée    ci-dessus,    les  constantes    a,    ò  et  c  ne 

sont  pas  tout-à-fait  arbitraires:  elles  doivent  vérifier  la  condition  c-> — — — ;  et  on  a  dono 

a-b^^  .  .  .  a^-  +  b' 

"'i"  > — ,,  ,   ,.,    ,  et,  en  vertu  de  la  troisième  des  relations  (2),  •j'->0. 

Remarquons,  en  outre,  que  des  expressions  de  P,  Q  et  R  il  resulte  qu'on  a  P>0,  Q^O, 
R;>0,  et  que  les  deux  premières  relations  (2)  et  Tinégalité  "/j  >  c  donnent  a->0,  ,3->0, 
d'ou  il  i'ésuUe  que  les  quantités  a  et  p  sont  réelles. 

Remarquons  enfin  que  les  équations  (2)  donnent  ces  autres: 

«5  _  fy2  =  (J2  _  „2 1  (1  -  ^)  ,     p-^  -  f  =  (c^  -  6-^)  (1  -  ^),     V-  -  «^  =  l «'-  -  c2)  (1  -  -^) , 
d'ou  il  resulte  qu'on    a  P  >  "í  >  ^   quand   "'i  >  i,    et    p>a>-f    quand  r,  <  í» ;    et  que  les  rela- 
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tions  (1)  font  voir  que  les  quantités  x,  y  et  z  sont  rcelles  quand  rS[i  et  r^-fj  ^i  "'i  >  ^j  et 
quand  í'^|5  et  ''^a,  si  'q<ô,  et  im;if!;inaires  dans  les  autres  cas.  Quand  ces  iiiégalilés  ont 
lieu,  Texpression 

est  négative. 

On  déduit  encore  des  fuiinules  precedentes  les  lelations  suivantes,  qiii  seront  appliquées 
plus  loin : 


rr  —  a-  = -2 ,     1-  — p-  = -5 ■,     1-— r  = Ti » 

1  'i  'i    • 

(4)  A  =  ±  v^ir^  -  a^)  (.^  -  p^J  (.^^^^  ^  ^^^  "  "^^  ^^^ "  ^^'  ^^^  '  --^)   , 


ou  lon  doit  employer  le  signe  supérieur  quand  -q  <b,  et  le  signe  infcrieur  quand  ■/)>&. 

851.     On  obtient  aisément  Texpression  de  la  difFéientieile  des  ares  de  la  polliodie.  Nous 
avons,  en  effet, 


ds-  = 


et  par  suite,  en  éliminant  P  et  R  au  moyen  des  équations  (3), 

ds^'  =  [r*  -  («2  +  p^  +  ^2)  ^2  +  Q  (,32  _  „2)  (^3-2  _  f.)  4.  „2  ,32  +  p2  .^2j  j!|rÍ  . 

On  peut  mettre  cette  expression  sous  une  a.itre  foinie,    en  remplaçant   Q  par   sa  valeur 
en  fonction  de  a,  p  et  "f,  conime  on  va  le  voir. 
Les  équations  (2)  donnent 

et,  en  substituant  ces  valeurs  de  «',  J'^  et  c-  dans  Texpression  de  Q,  on  a 


Q  = 


et  par  suite 

Q  = 


2yí*  -  y;  V«^  +  P^  +  t')  +  «' P' -  2A-/Í 


,l3-^_^-i)(P_„í) 


470 

En  remplaçant  Q  par  cette  valeiír  dans  Texpression  de  ds-,  on  obtient  la  formule 

d.2  =  :^  [r*  -  («-^  +  p2  +  .^-ij  r'2  _  .^i  („2  +  p->  +  ^-2)  +  2V  -  2A-,)  +  «2^-^  +  a^-f  +  PVJ, 

laquelle  fait  voir  qu'.-  s  dépend  des  intégrales  elliptiques. 

853.  Considérons  maintenant  Therpolhodie.  Pour  cela,  rapportons  cette  courbe  à  des 
coordonnées  polaires  p  et  6,  prises  sur  le  plan  de  la  courbe,  et  ayant  pour  pôle  le  pied  de  la 
perpendiculaire  baissée  du  ceutre  de  Tellipsoide  sur  ce  plan.  Le  triangle  forme  par  le  vecteur 
d'un  point  de  la  courbe,  par  le  segment  rectiligne  coinpris  entre  ce  point  et  le  centre  de 
l'ellipsoíde  et  par  la  perpendiculaire  qu'on  vient  de  mentionner,  donne 

Quand  rellipsoíde  tourne  autour  du  centre,  la  polhodie  roule,  sans  giisser,  sur  Therpo- 
Ihodie,  et  par  conséquent  les  différentielles  des  ares  des  deux  courbes  sont  égales,  et  nous 
avons 

ãs-^  =  rfp2  +  p-2  cf^p-^  =  -^  +  p^  df-, 

ou,  en  remplaçant  ds  par  sa  valeur,  trouvée  ci-dessus, 

r-  dr'^ 

+  («2  P2  ^  «2  ^2  +  p2  ^2)  .,^  _  («2  +  p2  +  ^í')  ^»  +  2r^«  -  2Ayi3  _  «2  p2  ^2]. 

(ri3  -  ^r-  =  -/jfi  _  2A-/i3  +  (r^  -  a^)  (^^  _  p2)  (^2  _  ^2) 

=  («2  p2  +  „2  -^2  +  p2  ^2)  ^2  _  (,,2  ^  p2  +  ^2)  ^*  +  2r,6  -  2^r^'  -  «2  ^'2  ^2. 

,.2  ^„2 

T  =  (p-^  +  Ti^  -  «2)  (p2  +  r^  -  p2)  (p2  +  ^2  ..  ^í). 


Mai 


Donc 


ou 


(5) 


ou 
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II  resulte  de  la  formule  qu'on  vient  d'obteni:-,  que  'f  dépend  des  fonctions  elliptiques.  Mais, 
avant  de  nous  oecuper  de  la  représentation  de  cet  aiigle  par  ces  fonctions,  nous  allons  déduire 
directement  de  léquation  (õ)  quelques  propriétés  de  Iherpolhodie,  en  parcourant  la  veie  suivie 
par  Resal  dans  le  chapitre  vi  du  tome  vii  de  son  Traíté  de  Mécanique  générale,  et  par  M. 
Barbarin  dans  un  éerit  inséré  aux  Nouvelles  Annales  (188Õ,  p.  538). 

853.  Pour  déterminer  la  forme  de  la  courbe  représentée  par  1'óquation  (5),  remarquons 
premièreraent  que  Tégalité  p-  =  r-  —  yj-  fait  voir  que  p  et  r  prennent  en  même  temps  leurs 
valeurs  máxima  et  minima;  donc  nous  avons,  en  tenant  eompte  de  ce  qu'on  a  dit  au  n."  8õO 
sur  les  limites  de  r,  p^V^  P'^  — "1"  et  p>V^T"^  — vj^  quand  yi>6,  ^^\/a?  —  -q^  si  ■/i<J.  Donc  la 
courbe  est  covtpvise  entre  ãettx  circonférences ,  1'une  extérieure  de  rayon  égal  à  v8'^ — ''i^j  ^^ 
1'autre  intérieure  de  rayon  égal  à  v  f-  —  vj-  ou   Vo?  —  'if. 

En  désignant  par  V  Tangle  que  la  tangente  à  la  courbe  au  point  A  (Jig.  175)  fait  avec 
le  vecteur  OA,  nous  avons  la  relation 


dro         Tip2  +  A 
tangV^p^^    'P  + 


V/_T 


d'ou  il  resulte,  en  faisant  p=  v  ^^ — t)^,  tang  V= —  co, 
Donc  Vherpolhodie  est  tangente  à  la  circonférence 
extérieure  au  point  oil  elle  la  rencontre.  De  même, 
la  courbe  est  tangente  à  la  circonférence  intérieure 
au  point  ou  elle  la  rencontre. 

851.     En  prenant  pour  axe  des  coordonnées 
polaires  la  droite  OA,  nous  avons 


Fig.    115 


■=/' 


/p2 


pV/^T 


{■/ip5  +  A)c7p. 


Si  -/j  <^b,  la  quantité  A  est  positive,  ainsi  que  la  quantité  rjp-  + A.  Si  yi>6,  A  est  négative, 
mais,  en  donnant  à  p-  sa  valeur  minima  '{'  —  -q-,  la  quantité  -/jp"'  +  A  est  positive;  en  effet, 
rinégalité 


équivaut  à  Tinégalité  vi*>(-/j2  — c^)^,  ou  ■rf  —  c-<^Tf.  Le  binome  rip-  +  A  est  pourtant  en  tous 
les  cas  positif,  si  Ton  donne  à  p-  sa  valeur  minima. 

L'égalité  (5)  fait  voir  que  'f  eroít,  quand  p  varie  depuis  \/'^-  —  if  jusqu"à  V^a^  — -/j"^  ou 
VY"  — "/j"^.  L'arc  correspondant  de  ia  courbe  s'approche  alors  constarament  de  Ia  circonfé- 
rence intérieure. 
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Les  aiitres  ares  de  l'herpolhodie  sont  égaux  à  celui  qu'on  vient  de  considerei-  et  sont 
aussi  tangents  aux  deux  circonfórences;  ils  fornient  une  courbe  continue  fermée,  composée 
d'un  nonibre  tini  de  ces  ares,  ou  une  courbe  ouverte,  composée  d'un  noinbre  iníini  des  ares 
consideres. 

Poinsot  supposait  que  son  lierpolliodie  avait  des  points  d'inflexion.  Mais  fless  a  démontré, 
dans  un  opuscule  intitule;  Das  Rollen  einev  Flãche  ziceiten  Grades  auf  eiiier  invariabeln  Ebene 
(Munich,  1880),  que  ce  nest  pas  exacte.  La  raême  remarque  a  été  faite  plus  tard  par  M. 
de  Sparre  dans  les  Comptes  rendus  de  VAcadhnie  des  Sciences  de  P(ins(1884,  2."  sem.,  p.  'JOG) 
et  dans  un  mémoire  insere  aux  Antudes  de  la  Sociéié  scientifique' de  Bruxelles  (t.  ix,  1885, 
p.  49).  M.  de  Sparre  s'est  base,  pour  démontrer  cette  proposition,  sur  la  représentation  des 
coordonnées  do  la  courbe  par  des  fonctions  elliptiques;  mais  nous  allons  employer  pour  le  même 
but  une  méthode  plus  élémentaire  suivie  par  Kesal  (1.  c). 

L'équation  (5)  donne 

+ if + V  -  «O  (f- +r:--  f) + (f + -f-^  - «')  if + v^  -  m \  • 

Mais,  en  désignant  par  R  le  rayon  de  courbure  de  Therpolhodie  et  en  posant 


N  = 


=  T(3-/jp=  +  A)-(r.p'+A)3 

- '/  i-r.f  +  A)  [;p=  +  rc  -  p'0  {f  +  V  -  -í^)  +  {f  +  -/i'  -  o?)  {'/  +  V  -  V), 

+  (p' +  7^^ -«■-')  ir +  f-P^i], 


d[i 
R=       -  ^^ 


,2- 


_  p[(r,p'^  +  A)=-T]^ 


En  ordonnant  Texpression  de  N   suivant   les  puissances  de  p,    on  peut   la  mettre  sous  la 
forme 

N  =  [2-/i3_-/i(«^  +  p2  +  Y*)-2A]p6 

+  1 2r<  (r,2  -  «2)  (r,2  -  p"^)  +  (r,*  -  o?)  (n^  -  f)  +  {r;--  p^')  (-^^  _  .^2)  _  ^  ^6.,^  -  a^  -  S"^  _  f) [  p4,  . 
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ou,  en  vertii  des  formules  (2)  et  (5), 

N  =  [oT-  i2  (c2  -  -/i^)  +  a^  c*  (62  _  r,2;  -  V-  c^  r,^]  -^  "  ^  («^  ^^  +  '*'<='  +  ^^  ^^^  P*' 

Cela  pose,  remarquoiis  qu'il  resulte  de  Texpression  de  R  que  les  points  d'inflexion  de  la 
courbe  doivent  vérifier  Téquation  N=0,  laquelle  donne 

^       (y^2  _  a2)  (.^2  _  5-2 ,  (^2  _  c2)  (a^Ã^  +  gSç-^  +  ò-^c"^) 

Si  r,  >ò,    le  second  merabre   de  cette   égalité   est  positif,    vu  qu"on   a   aussi  alors  «>■/], 

c<-/).  Mais,  comine  le  minimum  de  [?  est  égal  à  "f^  — rj-,  et  par  conséquent  à ^ , 

cn  a 

011  par  suite 

^^a^  +  b^ 

Donc,  Tellipsoide  correspondant  ne  coincide  pas  avec  celui  qui  a  été  envisagé  jjar 
Poinsot. 

Soit  maintenant  r,  <ò.  Alors  le  numérateur  de  Texpression  de  p-  est  positif,  et,  pour 
que  p  soit  réel,  il  faut  que  le  dénominateur  de  la  même  expression  soit  aussi  positif,  c'est-à- 
dire  qu'on  ait 

„  ^  2a2ò2c2 


a-^é-^  +  aV  +  èV 

Mais,  comme  alors  la  valeur  de  p^  doit  être  inférieure  à  son  maximum  p^  — r,-,  c'est-à-dire 
'—— ■"  ,  nous  avons  1  inegalite 

(a2-r(2)(J2_vj2)(-^2_c2)(a252.^a2c2  +  è»c2)  (a2--/j2)(-/j2-c») 


r(2[2«26V-yi«(a262  +  aV  +  6V)j      ■  t;^ 

et  par  suite 

VOL.    V  JJJ 
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Or  cette  inégalité  est  incompatible  .avec  riiypothèse  r^<b,  car,  comme  vj>c  et  par  con- 
séquent  l' >  — õjIT  '  ''  1'ésulte  de  Tinégalité  precedente  •/i>6. 

Démoiitrons  maintenant  que  Tlierpolhodie  iie  peut  pas  avoir  de  points  de  rebroussement. 
Pour  cela  il  siiffit  de  remarquer  que  le  numérateur  (7;o'+A)-  —  T  de  l'expres9Íon  de  R  iie 
peut  pas  être  nul,  vu  que  T  est  nógatif,  et  que  le  dénominateur  de  la  même  expression  ne 
peut  pas  étre  infini. 

85Õ.     La  représentation  de  ^  par  les  foiíctions   elliptiques  peut   être  obtenue  au  moyen 
d'une  analyse  semblable  à  celle  qu'oii  a  exposée  au  n."  840,  eomrae  on  va  le  voir. 
Posons  dans  l'équation  (5)  p-  =  í  +  /i,  et 


il  vieiít 


{M  =  ri^-u-,     oi  =  -q^  —  P,     p:,  =  r|^-v',     '' =  - yípi  +  p2  +  pa); 


ãt  . .  dt 

df  = i/j =^=:^^^= Al  - 


ou 

gi  =  -  [{h  -f  p,)  (h  +  p,)  +  {h  -i-  p.)  (/í  j-  p3)  +  (h  -f  p.)  (h  +  p3)], 

FaisoDS  maintenant  <  =  pM  et  désignons  par  iti  une  racine  de  Téquation  pit  =  —  Ji.  On  a 

du 


ddji  =  r^idu  -\-  Ai 


pzt— p?íi 


Mais 


í     du  1     r,       <j(u  —  Ml)        ^  1 

jpjt  — pit)       p'?(i  L    ^  a(M  +  i(i)  'J' 

,.        1         1  1 

hm  — ^  =  —  ~  =  —  > 

12  2 

lim — -^=  lim  =—  Hm 


p=o  v/T       (=-''  v/4í3  — 5f|<  — ^2  „_„j  p'?(  p'íí, 


Dono 


'■?  —  'f  o  =  Git  —  ^  log  — ■ '-r  > 

l)- 
On  a  encore 


aiti  +  ui) 


ou  G-  =  i(r,  —  Í!(()- 
core 

o  (m(  +  u)  o  (ií|  —  íí) 


p^  =  <  +  Ã  =  pM  —  pi<l 


a-t(  o-«( 


et  par  conséqnent 


Donc 


De  méme 
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^+,•„^,•°("-"'),■(fo-^G»). 


=  j_^^"±!^le-i('í„+G„)_ 


03  —  lU 

Gil  -jííl 

Ces  formules  détenninent  les  coordonnées  x  et  y  des  points  de  1  herpolhodie  en  function 
uniforme  de  m  à  Taide  des  fonctions  elliptiques. 

La  théorie  des  intégrales  elliptiques  a  été  appliquée  au  problème  de  !a  rotation  des  corps 
par  Legendre,  dans  son  Traité  des  fonclions  elliptiques  (t.  i,  1825,  p.  36G).  Les  fonctions 
elliptiques  ont  été  appliquées  à  la  iiiêine  question  par  Jacobi,  dans  un  écrit  inséré  au  Journal 
de  Crelle  (t.  xxxix,  1849,  p.  293  et  299,  et  Werlce,  t.  ii,  p.  291-352),  par  Hermite,  dans  son 
mémoire  Sur  quelques  ajyplications  des  fonctions  elliptiques  (Paris,  1885),  par  M.  de  Sparre, 
dans  les  Annales  de  la  Société  scieniifique  de  Bruxelles  (t.  IX,  1885,  p.  49),  par  Halplien,  qui 
a  consacré  à  cette  doctrine  deux  longs  et  importants  chapitres  du  tome  n  de  son  Traité  des 
fonctions  elliptiques,  par  M.  Greenhill,  dans  Touvrage  mentionné  au  n."  759,  par  MM.  Klein 
et  Sommerfeid,  dans  le  remarquable  traité  Utier  die  Theorie  des  Kreiaels  (1898),  par  M. 
Marcolongo,  dans  les  Annali  di  Matemática  (série  2.'',  t.  xii,  1894;  série  S/',  t.  vii,  1902), 
etc.  MM.  J.  Tannery  et  J.  Molk  ont  exposé  cette  application  des  fonctions  elliptiques  dans 
les  Eléments  de  la  Théorie  des  fonctions  ellipitiques  (t.  iv,  1902,  p.  192). 

$56.  L'équation  (õ)  est  intégrable  par  des  fonctions  óléraentaires  quand  v;  =  h.  On 
obtient  alois  une  spirale  qui,  pour  avoir  été  considérée  par  Poinsot  dans  le  mémoire  mentionné 
plus  haut,  est  nommée  spirale  de  Poinsot.  Dans  ce  cas,  on  a  a  =  Y  =  vj,  et  par  conséqnent 

T  =  pnp-  +  vi^-p')  =  P*(p--:>í),    ?,=W-^^- 

Donc  Téquation  (5)  se  réduit  à  celle-ci: 

d:^        ^^P 


qui,  en  intégrant,  donne 


et  par  conséqnent 


p»/po-p^ 


e  ■'i  =  — C 


V^Po-p--Po 


1/  P 
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Po?o 
ou,  en  faiaant  C  =  e   1    , 


P 


2pn 


Po(?-?o)  Pol?-'f«) 


ou,  en  changeant  la  direction  de  l'axe  des  coordonnées  polaires, 

p= ?Po 

foi.        -Po?. 
e   'i    +e     '' 

Cest  réquation  de  Ia  spirale  de  Poinsoty  qiii  a  été  étudiée  au  n.°  481. 

857.  La  doctrine  precedente  a  été  généralisée  par  diveis  géomètres.  On  a  considere 
l'ellipsoíde  dont  les  axes  ne  vérifient  pas  la  condition  posée  au  n."  850,  et  on  a  considere  aussi 
le  cas'  ou  rellipsoíde  est  remplacé  par  une  autre  surface  du  second  ordre  à  centre.  L'analyse 
exposée  aux  paragraphes  précédents  est  applicable  au  premier  cas,  mais  quelques-unes  des 
conséquences  varient;  dans  Tautre  cas,  il  suffit  de  remplacor  dans  la  même  analyse  h-  par 
—  b^  et  c-  par — c^,  ou  seulement  &*  par  — i^,  pour  obtenir  les  formules  respectiveiiient 
applicables  à  rhyperboloide  à  deux  nappes  ou  à  une  nappe.  On  peut  voir  dans  un  mémoire 
de  M.  Darboux,  insérée  au  Journal  ãe  Liouville  (1885,  p.  403),  le  role  raécanique  des  nou- 
velles  polhodies  et  herpoihodies. 


ADDITÍONS. 


Podaircs  (le*i  coiiíques. 

Oa  a  vil  aux  n."'  30  et  2G6  que  les  podaires  de  la  parabole  sont  des  cubiques  circnlaires 
et  que  les  podaires  des  coniques  à  centre  sont  des  quartiques  bicirculaires.  II  est  bon  de 
remarquei'  que,  si  le  pôle  coincide  avec  le  foyer  de  la  parabole,  la  cubique  se  réduit  à  une 
droite  tangente  à  la  parabole  au  somiuet  et  à  un  cercle  de  rayon  nu! ;  et  que,  si  le  pôle  coin- 
cide avec  un  foyer  réel  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole,  la  quartiqiie  se  réduit  à  un  cercle 
de  rayon  nul  et,  respectivement,  à  un  cercle  ayaut  pour  diamòtre  le  grand  axe  de  Tellipse 
ou  l'axe  réel  de  Thyperbole. 

Les  podaires  des  coniques  furent  considórées  jiour  la  pi-eraière  fois  par  Maclaurin  dans  la 
Geometria  orgânica  (1720,  p.  101).  II  a  reconnu  que  la  podaire  de  la  parabole,  par  rapport 
au  soramet,  est  la  cissoide  de  Dioclès,  et  que  la  pudaire  de  Thyperbole  équilatère,  par  rapport 
au  centre,  est  la  lemniscate  de  Bernoulli  (1.  c,  p.  llGi. 


II. 
Lemniscate  de  Keriioiilli. 


Le  problèine  considere  au  n."  212  a  été  étudié  pour  la  première  fois  par  Euler  dans  sa 
Mecânica  (t.  ii,  1736,  p.  16G).  L'éminent  géomètre  a  obtenu  Téquation  de  la  courbe  qiti 
satisfait  et  en  a  determine  la  forme,  mais  il  n'a  pas  remarque  qu'elle  est  identique  à  la  lemnis- 
cate considérée  antérieurement  par  Jacques  Bernoulli.  Fouret  a  appeló  Tattention  sur  ce  point 
de  rhistoire  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  dans  une  Communieation  à  la  Société  mathé  ma  fique 
de  France  [BuUetin,  t.  XX,  p.  38). 

Cette  passage  remplace  la  partie  du  n."  212  qui  se  rapporte  à  Bonatli. 
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iir. 

Courbe  de  Vivlaiii. 

La  rel/ition  entre  la  courbe  de  Viviani  et  la  strophoíde  déraontrée  aii  n."  707  a  été  géné- 
ralisée  récemment  pai-  M.  Gabriel  Marie,  qui  a  reconnu  que  la  projection  stéréographique  de 
cette  courhe  stir  le  plan  XY  (fig.  1G4,  p.  313)  ett  une  stroplioide,  qiiand  le  centre  d'inve> sion 
est  un  point  de  la  courbe  dijférent  du  point  douhle.  Si  ce  centre  coincide  avcc  iin  sommet  de  la 
coiirhe,  la  strophorle  ett  droite;  dons  les  autres  cas,  elle  il  est  ohlique. 

IV. 
Coiirbes  de  Lainé  et  spirales  sinusóides. 

On  détei'inine  aisément  1'urdre  de  la  courbe  de  Lamé  correspondant  à  réquation 

(1,  (t)"+(í)"='.  -±f- 

oíi  p  et  2"  sont  deux  eiitiers  preiniers  entre  eux.  II  suffit  de  remarquei",  pour  cela,  qu'une 
droite  arbitraire  passant  par  Forigine  des  coordonnées  coupe  Ia  courbe  en  jjy  points  distinets 
ou  coíncidants  quand  m  >  O,  et  en  2piq  points  distinets  ou  coíncidants  quand  m<^0.  Donc 
Vordre  de  la  courbe  est  égal  à  pq  quand  Vexposant  m  est  2)osilif,  et  est  égal  à  2pq  quand  m 
est  négatif. 

On  peut  déterminer  ensuite  ia  classe  de  la  même  courbe  au  nioyen  du  théorème  démontré 
au  n."  G44,  d'ou   il    resulte   que   i'ordre   de   la   polaire  reciproque  considérée  dans  ce  para- 

grapiíe,  est  — f_ — .  Donc  la  classe  de    la  courbe  (1)   est  pip-^-g)   quand   m  <^0,  p{p  —  (j) 

quand  »n>0  et  j>]>9,  2p{q  —  p)  quand  ni>0  e\.p<q. 

L'ordre  et  la  classe  d'une  spjirale  simisoíde  algébrique  peuvent  être  obtenus  au  nioyen  des 
propositions  qu'on  vient  d'énoncer.  En  eífet,  on  peut  niettre  Téquation  de  cette  courbe  sons 
la  forme 

^imfi  j_  g—ml)  „ 

( 2)  6'»  =  a'"  cos  ?íí  6  =  a"' ,     «i  =  ^  > 

^  '2  q 

ou,  en  faisant  a;  =;  o  cos  9,  ?/  =  p  sin  6, 

(x+  iy)- '"  +  (x  —  iy)~"'  =  2a-'". 
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Donc  Tordre  et  la  classe  de  la  spirale  coiisidérée  sont  égaux  à  Tordi-e  et  à  la  classe  de 
la  courbe  de  Lanié  à  exposant  (—?«),  et  on  a  le  théorèrae  suivant: 

Si  ííi  >  O,  Vordre  de  la  spirale  sinusóide  déjinie  par  Véquulion  (2)  est  2pq,  et  sa  classe  est 

PÍP^^I)-  '^*  "i<0,  Vordre  de  la  courbe  esf  pq  et  la  classe  p{p  —  q),  sij)^q,  ^P  {í-~p)i  *^' 

9>P- 

Ce    théorème    a   été   démcntré  par   Halplien   dans  TAppendice   avec   lequel   il  a  enriclii 

réditióii  française  des  Courles  planes  de  Salmon  (1884,  p.  561  et  562.). 


Cul)i([ue  <lc  Tscliiriiliaiiseii. 

II  resulte  de  la  doctrine  exposóe  au  ii.°  G77-2.°  que  la  première  anti-podaire  de  la  para- 
hole  par  rapport  au  foyer,  c'est-à-dire  la  seconde  anti podaire  de  la  droite,  est  la  cubique  de 
Tschirnhausen.  Cette  cubique  a  été  eonsidérée  aux  n."*  lÕO,  ÕG8  et  G9õ. 

La  rédaetion  des  deux  preinières  ligues  du  n.°  150  doit  être  modifiée  de  la  inanière  sui- 
vante :  Les  paraboles  divergentes  à  noeud  dont  les  parauiètres  véritient  la  condition 
3 a  (a  —  Yjsslj  furent  noramées  cubiques  de  Tschirnhausen  par  M.  Archibald.  .  .. 


VI. 
C'ycli«j[iics  sphériqucs. 

Nous  avons  mentionné  au  n."  725  les  preiniers  travaux  consacrés  au  cycliques  spliériques. 
Nous  croyons  devoir  signaler  encore  un  ménioire  important  publié  en  1871  par  Casey  dans 
les  Philosophical  Transactions  of  London  R.  Societij,  sous  ce  titre:  Cijclides  and  Sphaero- 
Quartics.  Ce  mémoire  fait  suite  au  mémoire,  mentionné  au  n.°  252,  que  Tillustre  géoniètre 
a  consacré  aux  quartiques  bicirculaires,  et  il  a  été  la  source  de  quelques  travaux  publiés  en 
Angleterre  sur  les  cycliques,  parmi  lesquels  nous  signaleions  un  mémoire  de  M.  Jeífery, 
inséré  aux  Proceedings  of  the  London  Maihematical  Socieli/  (1884,  t.  xvi,  p.  109). 


Table  d  es  co  urbes. 


Alysoídcs:  t.  II,  p.  15. 
Auiillagmatiques:  t.  li,  p.  306-309. 
Aiiallagmatiques  du  troiaième  ordre   (vid.  cubiques 

circulaucs). 
Anallagmatiques  du  quatiièine  ordre  (vid.  quartiques 

bieirculaires). 
Anallagmatiques  sphériques :  t.  II,  p.  334. 
Anguiiiea:  t,  l,  p.  97,  98,  102,  113;  t.  ll,  p.  40tí. 
Aranea:  t.  II,  p.  155. 

Astroide :  t.  I,  p  328-333,  345 ;  t.  ll,  p.  170,  245. 
Atriphthaloide :  t.  I,  p.  348. 

Besace:  t.  I,  p.  269-273;  t.  ll,  p.  314-315. 

Bicorne:  t.  I,  p.  310-312. 

Bifolium :  t.  I,  p.  300-302. 

Biquadratiques  gaúches:  t.  II,  p.  418-425,  432-435. 

Cappa:  t,  I,  p.  274-277;  t.  ll,  p.  240,  388. 

Capricorne  :  t.  II,  p.  319,  320,  386-388. 

Cardioíde:  t.  I,  p.  213-218,  233;   t.   ll,  p.  167,  170, 

172,  173,  ^07,  271,  406-407. 
Cartésiennes:  t.  I,  p.  237-258. 
Cartésiennes  sphériques:  t.  II,  p.  336. 
Cassinienncs:  t.  I,  p.  172. 

Cassinieiínes  ii  n  pôles:  t.  II,  p.  275-282,  300. 
Cassinienncs  sphériques :  t.  II,  p.  324. 
Corcie  gaúche:  t.  II,  p.  441. 
Chaiiiette:  t.  ll,  p.  11-19,  21,  29,  227-229,  283. 
ChHÍncfte  d'égale  résistance :  t.  ll,  p.  27-29. 
Chainette  elliptique:  t.  II,  p.  229. 
Cliainctte  liyperbolique :  t.  II,  p.  229. 
(haiuctte  parabolique:  t.  ll,  p.  229. 
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Chainette  sphérique:  t.  ll,  p.  359  367. 

Cissoidale  de  deu.x  lignes:   t.  l,   p.  1,  11,  16,  18,  20, 

29,  30,  39,  57,  59,  79,  200. 
Cissoíde  de  Dioclés:  t.  l,  p.  1-11,  28,  76,  112;  t.  ll, 

p.  125,  477. 
Cissoide  obliquo:  t.  i,  p.  11-16. 
Cissoíde  de  Zalnaduik:  t.  l,  p.  18-26. 
Cissoides:  t.  I,  p    1-26. 
Clélies:  t.  II,  p.  346-348. 
Clothoide:  t.  il,  p.  102-107. 
Cochléoíde :  t.  ii,  p.  96-101,  386. 
Compagne  de  la  cycloidc:  t.  ll.  p.  30,  142. 
Conchoide  :  t.  I,  p.  266. 

Conchoide  de  la  droite  (vid.  conchoide  de  Xicomède). 
Conchoide  de  Niconiède :  t.  i,  p.  259-268. 
Conchoide  de  Sluse :  t.  l,  p.  26-30, 
Conchoide  du  cercle  (vid.  limaçon  de  Pascal). 
Conchoide  parabolique  de  Descartes  :  1. 1,  p.  106-107, 
Conchoides  des  coniqucs:  t.  i,  p.  320,  312-321 ;  t.  II, 

p.  300. 
Courbe  à  longue  inflcxion  :  t.  I,  p.  326. 
Courbe  d'Architas  :  t.  ll,  p.  435-437. 
Courbe  de  Debeaune :  t.  ll,  p.  6-9. 
Courbe  de  Gutschoven :  t.  l,  p.  274-277. 
Courbe  de  .Terabek :  t.  I,  pag.  317-318. 
Courbe  de  la  voile  :  t.  ii,  p.  13. 
Courbe  de  Rolle:  t.  i,  p.  115-117. 
Courbe  de  Talbot:  t.  I,  p.  354;  t.  II,  p.  228. 
Courbe  de  Viviani :  t.  II,  p.  311-320,  478. 
Courbe  de  Watt:  t.  i,  p.  323-328;  t.  ii,  p.  300. 
Courbe  des  secantes :  t.  II,  p.  35-36. 
Courbe  des  sinus:  t.  II,  p.  28-35,  142,  314,  378. 
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Courho  iK-s  tangentes :  t.  II,  p.  oõ-3li,  408. 

CoLiibe  (111  eliieii :  t  II,  p.  254. 

('oui))e  ciu  diable;  t.  I,  p.  29G-2ÍÍ7. 

Coutlic  flu  pcmlule  sphérique :  t.  II,  p.  367-'J71. 

Courbe  ólastique:  t.  li,  p.  44-50,  54,  "286. 

Courbe  i''quipoteiitielle  doCayley:  t.  Ij  p.  37á;  t.  n, 

p.  3U0. 
Courbe  framma:  t.  II,  p.  56-58. 
('ourlie  bypergéométrique :  t.  II,  p.  5G. 
Coiirljc    isochi-oue    paraceiítriqiie :    t.    II,   p.   50-55, 

28li. 
Courbe  lintcaire :  t.  ll.  p.  44-50. 
Courbe  (  sin  {x  |-  iij)  \  —  c:  t.  ir,  p.  36-38. 
Courbes  ;i  courbure  constante :  t.  ll,  p.  441-444. 
Courbes  à  torsion  constante  :  t.  ll,  p.  445-447. 
Courbes  uplanétiques  (vid.  ovales  de  Descartes). 
Courbes  cyclo-cyliiidriques:  t.  ii,  p.  320-324. 
t;ourbes  de  Bertraud:  t.  II,  p.  447-452. 
Courbes  de  Cesàro:  t.  IX,  p.  273-274. 
Courbes  de  Descartes:  t.  II,  p.  243-244. 
Courbes  de  direction :  t.  II,  p.  269,  .302-306. 
Courbes  d'Euler :  t.  II,  p.  290-293. 
Courlies  de  Jean  Bernoulli :  t.  II,  p.  235-237. 
Courbes  de  Lamé :  t.  II,  p.  244-253,  437-438,  478. 
Courbes  de  poiírsuite:  t.  II,  p.  254. 
Courbes  do  puissance  eoustaute :  t.  II,  p.  300-309. 
Courbes  de  Ribaucour:  t.  II,  p.  264,  282-286. 
Courbes  de  Serret:  t.  11,  p.  286-300. 
Courbes  de  Wallis.-  t.  II,  p.  55-56. 
Courbes  de  W.  Roberts:  t,  II,  p.  333-334. 
Courbes  d'inflexion  proportionnelle:  t.  II,  p.  261. 
Courbes  cpieyeliques:  t.  II,  p.  210-211,  214. 
Courbes  isotropiques :  t.  II,  p.  300. 
Courbes  parallèles  à  rastroíde:  t.  i,  p.  333-338. 
Courbes  parallèlos  à  rellipse :  t.  I,  p.  357-368. 
Courbes  tétraédrales  symétriques:  t.  II,  p.  437-440. 
Clourbes  triangulaires  symétriques:  t.  II,  p.  251-2o3, 

438-440. 
Cruciforme :  t.  I,  p.  277-284;  t.  II,  p.  245. 
Cubique  d'Agnesi  (vid.  versiera). 
Cubique  de  THospital  (vid.  cubique  de  Tscliirnhau- 

sen). 
Cubique  de  Tsehirnhausen :  t.  I,  p.  132;  t.  il,  p.  173, 

305,  479. 
Cubique  gaúche  :  t.  il,  p.  405,  418,  425-434,  439,  440. 
Cubique  luixte:  t.  I,  p.  118-121. 
Cubiques  circulaires:    t.  I,  p.  65-83,    146-150,  389; 

t   II,  p.  300,  336. 


Cubiques  de  Cbasles :  t,  l,  p.  143-146. 

Cubiques  planes:   t.  i,  p.  125-151,  387-389;  t.  ll,  p. 

423-424. 
Cubo-cyeloide:  t.  l,  p.  3.33. 
Cyeliques  planes,  t.  II,  p.  300-309. 
Cycliques  spbériíjues:  t.  It,  p.  334-341,  479. 
Cycloide:  t.  ii,  p.  133-149,  283,  378. 
Cycloíde-circulaire:  t.  l,  p.  213. 
Cyoloides   allongées   et  raccourcies :    t.    II,   p.    144, 

1.50-154. 
Cycloídes  proportiounelles :  t.  II,  p.  149. 

Développante  du  cercle :    t.  it,  p.  106,  195-202,  380 

à  381. 
Développée    de    la   parabule   (vid.    parabole    semi- 

eubique). 
Développée  de  Tellipse:  t.  I,  p.  339;  t.  ll,  p.  245. 
Développée  de  Tbyperbole:  t.  i,  p.  313;  t.  ii,  p.  245. 

Ellipse  cubique:  t.  11,  p,  427. 

EUipse  logarithmique :  t.  ii,  p.  408-411. 

Ellipse  sphérique:  t.  II,  p.  326-334,  337-338. 

Epieycloide  de  Huygens,  t.  II.  p.  170-174,  403. 

Épicyeloides:  t.  n,  p.  155-170,  205,  298,  300. 

Epicycloides  allongées  et  racceurcies:   t.  1,  p.  209; 

t.  II,  p.  202-217. 
Épicyloides  sphériques:  t.  II,  p.  348-353,  401-403. 
Épis:  t.  II,  p.  163,  237-240,  459. 

Fleur  de  jasmin:  t.  i,  p.  87. 

Focal  à  noeud  (vid.  strophoide). 

Focale  de  Quetelet  (vid.  strophoide). 

Focale  de  Van-Recs:  t.  I,  p.  45-58. 

Folium  de  Descartes:  t.  I,  p.  85-91,  94,  95,  112 

Folium  doublc :  1. 1,  p.  300-302;  t.  II,  p.  189-190,  300. 

Folium  parabolique  :  t.  l,  p.  121-125. 

Folium  siinple:  t.  I,  p.  297-299  ;  t.  II,  p.  189,  300. 

Folium  triple:  t.  i,  p.  302-305;  t.  ll,  p.  189,  300. 

Galand  (vid.  strophoide), 

Hélices  coniques:  t.  II,  p.  389-395. 

Hélices  cylindriques:    t.  II,  p.   31,  42,  373-388,  390 

à  400,  401-403. 
Hélices  cylindro-coniqnes:  t  II,  p.  396-400. 
Hélices  sphériques;  t   II,  p.  401-403. 
Herpolhodie  :  t.  II,  p.  467. 
Hippopèdcs :  t.  II,  p.  312,  .324-426. 
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Horoptcre :  t.  II,  p.  405-40S,  427. 

Huit:  t.  I,  p.  272;  t.  II,  p.  315. 

Ilyperbole  cubique :  t.  II,  p.  427. 

Hypeibole  logaiitliinkiue :  t.  II,  p.  411-413. 

Hypei-boles:  t.  II,  p.  127-130. 

Ilyperboles  redondautes,  défectives  et  piuMboIiques: 

t.  I,  p,  93. 
Hyporbolismes  et  antiliyperbolismcs:   t.  I,  p.  99,  112 

à  113;  t.  II,  p.  11,  120,  130. 
Hyperbolismes   des  eoniques ;    t.  I,   p.  93,   100-103, 

108-109,  113-115,  117,  121,  124,  293-295. 
Hypercycloidcs  :  t.  II,  p.  222. 
Ilypocyeloíde  k  trois   rebroussements,   triangulaire, 

tricúspide  ou  de  Steiner:  t.  II,  p.  174-195. 
Hypocycloides :  t.  II,  p.  1 55-170,  300. 
Hypocycloides  allongées  et  raccourcies :  t.  ii,  p.  202 

à211. 

Kampile :  t.  ii,  p.  436. 
KoUleiíspitzencurve  (vid.  puiitiíbnne). 
Kreuzcurve  (vid.  cruciforine). 
Kukumaeide  (vid.  stroplioíde). 

Leinniscatc  de  Bernoulli:  t.  I,  p.  166,  189-197,  288, 

327;  t.  II,  p.  51,  54,  271,  286,  209,  317,  323,  477. 
Lemniseate  de  Gerono  (vid.  huit). 
Lcuuiiscate  elliptique   et  lemniseate  hyperboliquc  : 

t.  I,  p.  178-197,  327;  t.  ii.  p.  325. 
Lemniseate  équilatòie :  t.  l,  p.  197. 
Lemniseate  sphérique  d'Eudoxe :  t.  II,  p.  325. 
Leiíniiscate  spliéviquc  de  W.  Kobcrts,  t.  II,  p.  334, 
Ligue  d'iutei'section   de  dcux  cones  de  révolution  à 

axes  paralléles:  t.  II,  p.  415-417. 
Ligues  asyinptotiques  des  hélicoídca  ganches :  t.  II, 

p.  384-385. 
Ligues  de  courbure  de  rellipsoídc:  t.  II,  p.  452-455. 
Ligues  de  courbure  de  Thélicoide  à  piau  directcur: 

t.  II,  p.  383-384. 
Ligues  de  perspective   de  Thélicoide  gauclie :   t.  II, 

p.  385-386. 
Ligues  de  poursuite :  t.  ll,  p.  254-258. 
Ligues  dVmbre  de  Ihélicoide  gaúche:   t.  II,  p.  386 

à388. 
Ligues  géodésiqúes  de  Tellipsoíde :  t.  II.  p.  455-465. 
Lignes  géodésiqúes  du  cone  de  révolution:  t.  ll,  p.  459. 
Lima<.on  de  Pascal:  t.  l,  p.  199-218,  220,  233,  2C6; 

t.  II,  p,  209-210,  300. 
Lituus:  t.  II,  p   74-76. 


Logarithmique :  t.  II,  p.  1-11,  74,  383. 
Logocycliquc  (vid.  strophoidel. 
Loxodromies:  t.  II,  p.  353-359,  394. 

Ncpbroidc;  t.  II,  p.  170-174. 
Noeuds:  t.  II,  p.  210-244,  344,  346. 

Opbiuride:  t.  I,  p.  26. 

Ovale  de  Cassini:  t.  I,  ji.  1G5-172,  175-178;  t.  Ii,  p. 

279,  323. 
Ovale  de  Descartes:  t.  I,  p.  218-213;  t.  II,  p.  417. 
Ovóide  :  t   I,  p.  297-í:99. 

Parabolc  cubique:  t.  T,  p.  93:  t.  II,  p.  121-123,  234. 
Parabole  cubique  gaúche  :  t.  ll,  p.  427. 
Parabole  de  Descartes:  t.  I,  p.  106-107,  2G6. 
Parabolc  de  Neil  (vid.  parabole  semi-cubique). 
Parabole  de  U  allis  (vid.  parabole  cubi(|ue). 
Parabole  hélicoíde:  t.  II,  ]).  69. 
Parabole  hyperboliquc  cubique:  t.  ii,  p.  127. 
Parabole  logarithmique:  t.  II,  p.  414-415. 
Parabole  semi-cubique  :  t.  I,  p.  132;  t.  II.  p.  123-127. 
Paraboles:  t.  II,  p.  116-121. 

Paraboles  divergentes:  t.  I,  p.  124-143;  t.  II.  p.  421. 
Paraboles  virtuelles:  t.  i,  p.  268-274,  293;   t.  ll,  p. 

315,  325. 
Paracycloídes  :  t.  II,  p   222. 
Paradoxus  de  Menclaus :  t.  II,  p.  312. 
Perles  de  Sluse:  t.  II,  p.  231-234. 
Podaire  du  cercle :  t,  I,  p.  203. 
Põdaires.centrales  des  toroídcs  :  t.  i,  p.  368. 
Podaires  des  eoniques:  t.  I,  p.  25,  203,250;  t.  II,  p.  477. 
Polhodic:  t.  II,  p.  467-476. 
Pscudo-chainette;  t.  ll,  p.  108-110. 
Pseudo-eycloides  :  t.  II,  p.  218-223. 
Pseudo-spirale:  t.  II,  p.  107. 
Pseudotractricc:  t.  II,  p.  111-113. 
Pseudo -trochoídc:  t.  II,  p.  222. 
Pseudo-versiera:  t.  I,  p.  110-115. 
Pteroíde  (vid.  stroplioíde). 
Puntiforme:  t.  I,  p.  286-289;  t.  II.  p.  245. 

Quadratrice  de  Dino.strate:  t.  II,  p.  39-44,  381. 
yuartique  bieirculaire:   t.  I,  234-2")S,  389-391;  t.  II, 

p.  300,  329,  336. 
Quartiquc  piriforme :  t.  I,  p.  289-294;  t.  II,  p.  234. 
Quartiques  à  deux  cu  trois  points  donblcs  :  1. 1,  p.  256 

à  258;  t.  II,  p.  193-195,  251,  425. 
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(.ínnitiquos  a   tiois   points  d'iiiflexion  doublcs:   t.l, 

p.  287-289. 
yiiiirtiques  de  Ruiz-Castizo:  t.  I,  p.  306-310. 
(íiiaitiqucs  de  Wallis:  t.  I,  p.  292-294. 
<juartiriue3  ganches:  t.  II,  p.  418-425,  432-435. 

Kobervalliennc  :  t.  I,  p.  111. 

Kosaces:  t.  II,  p.  162-163,  211-217,  341,  346,34''. 

Roulette :  t.  II,  p.  133. 

Roulette  de  Delaunivy:  t.  li,  p.  223-229. 

Roulette  de  Slunn :  t.  II,  p.  223. 

Seaiabée  :  t.  I.  p.  344-318 

Sécautoide  (vid.  courbe  des  secantes). 

Serpentine  (vid.  anguinea). 

Sinusóide  (vid.  courbe  des  siuus). 

Spiíiile  conique  de  Pappus :  t.  II,  p.  394. 

Spiíale  d'Aichimòde:    t.   II,  p.  59-63,  197,   199-200, 

210,  383,  384,  389,  392. 
Spirale  logarithmique  conique :  t.  II,  p.  396. 
Spiíale  de  Galilée:  t.  II,  p.  64-67,  393-394. 
Spiíale  de  Ferrnat:  t.  II,  p.  67-69. 
Spirale  sphcrique  de  Pappus:  t.  II,  p.  343-316. 
Spirale  de  Poinsot:  t.  ll,  p.  86-89,  222,  354,  475-476. 
Spirale  des  cosécantes  hyperboliqucs:  t.  II,  p.  89,  220, 

356. 
Spirale   des   cosinus  hyperboliques:     t.    II,    p.    89, 

222. 
Spirale  des  secantes  liyperboliques   (vid.  spirale   de 

Poinsot). 
Spirale  des  sinus  hyperboliques :    t.  li,  p.  89,  220, 

383-384. 
Spirale  équiangle  (vid.  spirale  logarithmique). 
Spirale  hyperbolique  conique  :  t.  II,  p.  393. 


Spirale  logarithmique:  t.  II,  p.  72,    76-86,  106,  107, 

273,  355,  383,  396-399. 
Spirales  hélicoídes:  t.  II,  p.  69,  1-32. 
Spirales  hyperboliques:  t.  II,  p.  72-74,  91-92,  130  íi 

132,  198,  378,  383,  385.      • 
Spirales  paraboliques:   t.  II,  p.  69-72,  130-132,  392. 
Spirales  sinusóides:  t.  I,  p.  133,  t.  II,  p.  173,259-274, 

277,  278,  284-285,  478. 
Spirale  tractrice:  t.  II,  p.  90-93,  95,  198. 
Spirique  de  Persous:  t.  I,  p.  15j-197;  t.  II,   p.  325, 

336-337. 
Spiriques:  t.  I,  p.  165. 
Strophoide :  t.  I,  p.  30-45,   57,   58,  75  ;  t.  II,   p.   98, 

240,  318,  387. 
Syntractrice  :  t.  II,  p.  24-27. 

Tangeutoíde  (vid.  courbe  des  tangentes). 

TangentoVdes  polaires :  t.  ll,  p.  240. 

Ti'tracuspide  de  Hellavitis:  t.  l,  p.  314. 

Toroíde :  t.  I,  p.  358-368. 

Tractrice:  t.  il,  p.  15, 19-24. 

Tractrice  circulairc:  t.  II,  p.  93-96. 

Tractrice  compliquée:  t.  'I,  p.  90. 

Tractoire  (vid.  tractrice). 

Tròfle:  t.  I,  p.  9.5-96;  t.  II,  p.  192. 

Trident-  t.  i,  p.  93,10.3-107. 

Trifolium  (vid.  folium  triple). 

Trisectrice  de  Maelaurin:  t.  l,  p.  58-62,  88,  95. 

Trochoide :  t.  II,  p.  133. 

Velaria:  t.  ll,  p.  13. 

Versiera:  1. 1,  p.  108-115,385-386;  t.  ii,  p.  405-406. 

Visiera:  t.  I,  p.  26,  110,  111. 

Visoria :  t.  II,  p.  10. 


Table  des  auteurs  mentionnés  dans  ce  volume. 


Abel,  p.  '■>'{■>.. 

Allrgrct,  p.  2tí5,  273,  298. 

Angelis  (De),  p.  115,  131. 

Aoust,  p.  359. 

Apollonuis,  p.  377. 

Appell,  p.  272,  3(30,  363,  364,  367, 

43  L  432,  455,  467. 
Aichibald,  p.  173,  479. 
Aichiiiiéde,  p.  59,  60,  61,  62,  63, 

131,  196,  197,  199,  200,  210. 
Arcliitas,  p.  435,  437. 
Aubiy,  p.  215,  237,  240,  318. 


B 


Biidiiioiíu,  p.  187. 

tíarbarin,  p.  471. 

B.irbier,  p.  261. 

Bardiu,  p  387. 

Banow,  p.  35. 

Hassaiii,  p.  260,  263,  266. 

Beauval  (M.  de),  p.  20. 

]5cltrami,  p.  22,  432. 

Bentheii,  p.  96. 

Bcrnoiílli  (Daniel),  p.  156,  158. 

Beriioulli  (Jacques),  p.  6,  8,  12, 13, 
49,  50,  51,  53,  54,  69,  70,  71, 
72,  77,  78,  80,  102,  117,  120, 
126,  132,  138,  143,  145,  146, 
1.56,  172,  2:i5,  286,  311,  312, 
357,  460,  477. 


BernouDi  (Jcan),  p  6,  8, 12, 13,  18, 
19,  20,  21,  49,  54,  72,  86,  89, 
123,  127,  13.Õ.  l.iS,  139,  143, 
144,  145,  146,  147,  151,  156, 
159,  171,  196,  197,  210,  23.5, 
282,  286,  349,  352,  460. 

Bornoulli  (Nicolasi,  p.  ]4(;,  147, 
158,  282. 

Bertini,  p.  134. 

Bertrand,  p.  376,  447,  449. 

Biermanii,  p.  361. 

Binet,  p.  50. 

Bioehe,  p.  427,451. 

Bobillier,  p.  27,  228,  359,  367. 

Bolza,  p.  17,  18. 

Bonatti,  p.  477. 

Bonnct  (O  ),  p.  270,  282,  284,  285, 
4.50. 

Booth,  p.  331,  332,  408,  409,  411, 
414. 

Boignet,  p.  333. 

Bouguer,  p.  254,  2.58. 

Boulliau,  p.  138. 

Bouquct,  p.  443. 

Boymanu,  p.  359. 

Brassine,  p.  301. 

Bridginan,  p.  311. 

Brill  (L),  p.  oijl. 

Brocard,  p.  19,  152,  155,  176,  188, 
189,  191,  223,  357. 

Buflune  (Augclo),  p.  403. 


Calicii,  p.  191. 

Cantor  i  i\I  ),  p.  59. 

Ciippello,  p.  320. 

Caiathéodoiy,  p.  145. 

faicavy,  p.  63,  66,  130,  134,  149. 

fardan,  p.  169. 

Casey,  p.  479. 

Catalan,  p.  228. 

Cavaliori,  p.  62,  115,  116. 

Caylcy,  p.  56,  167,  173,  187,  329, 
418,422,465. 

Cesàro  (E.),p.  15,97,  99, 102, 104, 
108,  109,  111,  113,  193,  218, 
227,  264,  273,  284,  441. 

Ceva  (Th.),  p.  392,  396. 

Chaslcs,  p.  31,  121,  166,  19G,  199, 
20t),  205,  208,  210,  332,  333, 
336,  378,  383,  390,  394,  415, 
416,  418,  422,  424,  426,  429, 
431,  4.i4,  462,  465. 

Cifarclli,  p.  26. 

Clairauf,  p.  196,  210,  371,  470. 

Clebsch,  p.  361,  422. 

Collignon,  p.  27,  187. 

Conoii,  p.  59. 

Coriolie,  p.  27. 

Cornu,  p.  102,  103. 

Cotes,  p.  2,  5,  36,  72,  74,  75,  90, 
196,  198. 

Coitrcier,  p.  33(;. 

Ci-emona,   p.    175,   178,   180,  184, 


48G 


187,  19],  333,  425,   4-27,  431, 
434. 
Cusa,  p.  133. 

D 

Darboux,  p.  280,  324,  3.S4,  335, 
341,  420,  444,  445,  41tí,  44!1, 
450,  476. 

D'Arrost,  p.  318,  357. 

Dcbauiie,  p.  1.  6,  7.  8 

De  Champ  (Brctoii),  p.  301. 

Dulaunay.  p.  223,  22tí,  228,  229. 

Dolens,  p.  180,  182. 

Desargiics,  p.  155. 

Descartes,  p.  1,  G,  7,  8,  77,  78, 
ll.'>,  116,  134,  135,  150,  151, 
152,225,243,321,322. 

Dipu,  p.  153. 

Digby,  p.  127,  128,  129. 

Dinosti-ate,  p.  39,  40,  42,  96. 

Dioclès,  p.  125. 

Dubois-Aimé,  p.  251. 

Dumoud,  p.  435. 

Dupain,  p.  209. 

Dupin,  p.  452,  454. 

Duvége,  p.  371. 

Dlirer,  p.  155. 


Emcry.  p.  271. 

Eratosthéne,  p.  436. 

Eulci-,  p.  49,  56,58,  14.-.,  147,  15G, 
158,  175,  1S8,  218,  222,  270, 
286,287,290,292,477. 

Eudomus,  p  435. 

Eiido.xe,  p.  312,  324,  436,  437. 

Eutociíis,  p.  97,  435. 

Euict,  p.  245. 


Fabry,  p.  446. 
Fagiiano,  p.  34,  216. 
Falkcuburg,  p.  96,  97. 
Fermat,  p.  43,  64,  66,  67,  CS,  69, 
115,   116,  119,   124,   127,   128, 


129,   130,   131,   134,  149,   150, 

394. 
Feirers,  p.  187. 
FiiR-k,  p.  27. 
Fiseliei-,  p.  361. 
Fouclic,  p.  446. 
Foui-et,  p.  44,  203,  249,  2r?3,  382, 

439,  440,  477. 
Fouricr,  p.  121,  147. 
Fraiiçois,  p.  386. 
Fiéeliet,  p.  187. 
Frenet,  p.  445,  448. 
Fiiss,  p.  158,  175.  286,  332. 

Galil.V.  p.  12,  64,133.311,394. 

Garbinski,  p.  390. 

Gaiilticr,  p.  353. 

Gaiíss,  p.  57,  58. 

Geiíiinus,  p.  378. 

Gorgoiinc,  p.  359. 

Gliinas.si,  p.  1. 

Gilbert,  p,  245. 

Gilbert  (D.),  p.  27. 

Ghard  (A.),  p.  356. 

Gob,  p.  153,  187,  188,  205. 

Godefroy,  p.  57,  118,  245,  249. 

Goldbach,  p.  57,  158,  175. 

Gountliei-,  p.  356- 

Goiípilliòre  (Ilaton  de   la),  p.  19, 

23,  80,  84,  85,  86,  90,  92,  100, 

K5,    169,  2C0,   262,  266,  270, 

271,  273,  275. 
G ouiTierie  i  De  la),  p,  240, 245,  251 , 

384,  385,  386,   387,  388,  439, 

440, 
Goiíisat,  p.  17,  272. 
Groer,  p.  187. 
Giandi    (Guido),  p.   2,  212,  213, 

215,  311,  346,  347,  348,  392, 

396,  397. 
Graves,  p.  462. 

Grecnhill,  p.  228,  364,  371,  475. 
Gregory  (James),  p.  2,  36,  357. 
Griss,  p.  228,  371. 
Gruncrt,  p.  358. 


Gudermann,  p.  27,  330,  331,  332, 

333,  357,  359,  360,  365,  36(5. 
Guillcry,  p.  379. 

H 

Haliich,  p.  228. 

Hadictte,  p.  353,  386. 

Hadamard,  p.  465. 

Halley,  p.  357. 

Halplieii,  p.  48,371.  479. 

Harnack,  p.  422,  425. 

Ilarl,  p.  462. 

HebnhoUz,  p.  405. 

Hermaiiii,  p.  72,  146,  282,  312^ 
348,  349. 

Ilermite,  p  50,  371. 

Hervey,  p   162,  177. 

Hess,  p.  472. 

Heiíract,  p.  124. 

Hippi.is  ]..  40,  42. 

Hobbes,  p.  63. 

Humbert,  p.  162,  177,  269,  272, 
302,  305,  335. 

Huygens,  p.  2,  3,  4,  5,  8,  9, 10, 12, 
16,  19,  20,  21,  22,  36,  42,  49, 
54,  55,63,  95,  117,  125,  126, 
127,  131,  134,  135,  136,  138, 
144,  149,  150,  154,  155,  171, 
195,  231,  234,  235,  236,  237, 
311,  357. 


Jacobi,  p.  460,  464.  465,  475. 

Jamblique,  p.  96. 

Jamet,  p.  215,  251,  253,  4S9.  440. 

Joacliinistlial,  p.  462,  465. 

Juel,  p.  301. 

Jmigius,  p.  12. 

K 

Kapteyii,  p.  109. 
Klein,  p.  82,  475. 
Kocnigs,  p.  447. 
Korteweg,  p.  12,  13. 


487 


Lagrangc,  p.  145,  371. 
Laguen-p,  p.   IG'2,   177,  302,  305, 

324,  334,  335,  418,  422.  432. 
La  Hiie,  p.  143, 152, 155,  158, 171, 

205. 
Laisant,  p.  218,  359. 
Lalouv('i-e,  p.  149,311. 
Lainé,  p.  241. 
Laquicre,  p.  92,  2G1. 
Lebcsgue,  p.  333. 
Lecornu,  p.  200. 
Lcgendrc,  p.  18,  58, 147.  272.  460, 

475. 
Léautó,  p.  422,  425. 
Lcibniz,  p.  8,  9,  10,  12,  17,  IS,  20, 

43,  50,  53,  54,  117,  12G,  138, 

145,  155,  282,  311,  357. 
Lelioiívre,  p.  431. 
Léotaud,  p.  42. 
Lercli,  p.  109. 
Leroy,  p.  2J5. 
Levy  (Lucieii),  p.  423. 
LTIospital,  p.  2,  3,  5,  8,  117,  145, 

152,  l.'^.(;,  210,  235,  311. 
Libri,  p.  60. 
lâe,  p.  82. 

Lindiõf,  p.  17,  18,  228. 
Liouvillc,  p.   294,  297,   443,  4(;3, 

464,  465. 
Lobatschp.wsky,  p.  22. 
liOngchamps  (De),  p.  175, 188, 189, 

191. 
Loi-ia,   p.  1,  24,  59,  77,  212,  344, 

434. 
Loriga,  p.  23. 
Loucheur,  p.  208. 
Lucas,  p.  2C1,  322,  416. 
Ludwig,  p.  405. 
Lyon,  p.  44<i. 

M 

Mac-Cullagli,  p.  465. 

Mackay,  p.  176,  178,  180,  187. 
Maclauiiii,   p.  92,    174,   210,  l59, 

263,  26.5,  268,  270,  271,  272. 


Magiius,  p.  33í^,  333. 

Maiinhciíi,  p.  196,  197. 

Maroolougo,  p.  475. 

Marie  (Gabrid),  p.  315,  318,  478. 

Maupertuis,  p.  254,  359. 

Mayer,  p.  18. 

Mcnclaus,  p.  312. 

Mennesoii,  p.  218. 

Meisenne,  p.  19,30,63,64,77,115, 

116,  133,    131,   l.:35,   150,  243, 

321,394. 
Meusniei-,  p.  18. 
Miiidiíig,  p.  359,  360. 
Mobiiií,  p  428,  429,  431. 
Moigno,  p.  17. 
Molk,  p.  371,  475. 
Monge,  p.380,  415,  418,  J43,  4.52. 
Mortucla,  p.  59,  326. 
Morlcy,  p.  161. 
Moutard,  p.  .306,  307. 
iMyloii,  p.  134. 

N 

Neil.  p.  124. 
Nepei-,  p.  8. 
Neuberg,  p.  97,  153, 187,  188, 190, 

196,  198,  207. 
Newton,   p.   20,  43,   85,   120,  121, 

144,  145,  155. 
NicoJas,  p.  2. 
Nicolle,  p.  205. 
Kicoméde,  p.  4i'. 
Niel:-en,  p.  57. 
Nizze,  p.  59. 
Nunes,  p.  356. 


O 


Offenboui-g,  p.  348,  352. 
Ocagne  (D'),  p.  26,  191.  301. 
Oldenbourg,  p.  8,  43,  138. 
Olivier  (Tb.),  p.  378,  379,  382,  386, 

387,  388,  390,  301,  393,  896. 
Ovídio,  p.  432. 


Paige,  p.  231. 

l'ainvin,  ii.  175,  178,  184,  208,  334, 

423. 
Pappus,  p.  40,  41,  59,  96,  312,  343, 

34.5,  377,  381,  390,  394. 
Pascal,  p.  63,   133,  134,  135,  141, 

150,153,205,231,233,391. 
Pascal  (Ernest),  p.  434. 
Paucellicr,  p.  253,  4.39. 
Ponbertoii,  [i.  147. 
Pergcr,  p.  360. 
Perkd,  p.  97. 
Persy,  p.  S86. 
Pcsenas,  p.  92. 
Petcrsen,  p.  301. 
Pctrarcb,  p.  180. 
Peyrard,  p.  60. 
Pirondini,  p.    107,    196,   202,  214, 

359,  400,  403. 
Pitot,  p.  31,  378. 

Poinsot,  p.  86,  87,  88,  89,  467,  473. 
Poissoii,  p.  48,  147. 
Poleni,  p.  24. 
Poncelet,  p.  188, 320,  334, 386, 387, 

388,  417,  422,  453. 
Proclus,  p  40,  97,  377,  390. 
Pi-octor,  p.  170,  211. 
Puiseux,  p.  107,  147,  371,  379. 

Q 

Quctclet,  p.  415,  417,  424. 
Quciret,  p.  254. 

R 

Rcsal,  p.  471,  472. 

Retali,  p.  .301, 

Rcye,  p.  434. 

Ribaiicour,  p.  282, 

Riccati,  p.  24. 

Ricci,  p.  1,  151. 

Ridolti,  p.  212. 

Roberts  (M.),  p.  282,  324,  465. 
Roberts  (S.),  p.  161. 


488 


Roberta  (W.),  p.  271,  272,  279, 333,       Sitnson,  p.  187. 


334. 

Robcrval.  p.  30,  32,  33,42,  01,  (J3, 
llõ,  ll(i,  133,  134,  140,  142, 
150,  311,  314,  320,  392. 

Roemcr,  p.  155. 

Roth,  p.  223. 

Rouqucl,  p.  90,  92, 

Ruffi.ii,  p.  301. 


Saavedra,  p.  10. 

Saiu-Laurent,  p.  254. 

Saint-Vincent  (Gr.),  p.  63. 

Salmon,  p.  302,  304,4  1«,  434,  479. 

Saussure,  p.  222. 

Schiaparelli,  p.  324. 

Schooten,  p.  55,  124,  234, 

Sclioubert,  p.  332. 

Schríitcr,  p.  175,  431. 

Scliiir,  p.  405. 

t>erret   (J.  A.),  p.   225,   204,  209, 

275,  279,  286,  287,  293,  294, 

290,  300,  370,  443,  444,  445, 

446,  449,  463. 
Serret  (P.>,  p.  187,  390,  397,  399, 

402,  443,  449. 
Seydwitz,  p.  447. 
Simplicius,  p.  90. 


SlHse,  p.  127,  131,  231,  2.32,  233, 

234. 
Siicllius,  p.  356,  357. 
Sparre  (De),  p.  371,  472,  475. 
Steiner,  p.  175, 176,  178,  179, 180, 

187,  188,  191,  333. 
Stevin,  p.  350. 
Sturin,  p.  201,  223,  254. 
Stuyvaert,  p.  405,  407,  430. 
Suardi,  p.  212. 


Tanncnberg.  p.  410. 
Tannery  (J.),  p.  371,  475. 
Taiincry  (P.),  p.  7,  59,  64,  97,  312, 

377,  437. 
Taylor,  p.  282. 
Tissot,  p.  371,  396,  399. 
Todhunter,  p.  17,  29. 
Torricelli,  p.  1,  2,  4,  77,   78,  124, 

134,  392. 
Torreja,  p.  333,  434. 
Townseiid,  p.  191. 
Tschirnhausen,  p.  171. 

U 

Uylenbroeck,  p.  196. 


Varignon,  p.  72,  90,130,  i.!].  132. 
Vallès,  p.  3;'3.  398. 
Vauneson,  p.  320,  333,  358. 
Vasseur  (Le),  p.  4-17. 
Vaumesle,  p.  155. 
Viviani,  p.  311. 

W 

Wautzel,  p.  50. 

Wallace,  p.  187. 

Wallis,  30,  32,  42,  55,  50,  5.<.  02, 
63,66,  77,78,99,115,110,  119, 
124,  127,  129,  130,  133,  134, 
135,  141,  150,311. 

Wallz,  p.  359. 

Watson,  p.  178. 

Weierstrass,  p.  46,  47,  <;7.  88. 

Weyl,  p.  i87. 

Weyr  (Em.),  p.  434. 

Wolffing,  p.  97,  222. 

Wolstnholni,  p.  101,  207. 

AVren,  p.  134. 


Z 


Zeutben,  p.  41,  62,  03. 


Table  des  matières. 


CHAPITRE  VII. 
Courbes  ti-anscendantes  remarquables. 

Pag. 

I  —  La  logai-ithmique 1 

]I  —  La  chainette H 

III  — La  tractrice 11' 

IV  —  La  syutractrice ■ 24 

V  —  Chainette  d'égale  résistance 27 

VI  —  Les  courbes  des  sinus,  des  tangentes  et  des  secantes 29 

VII  —  Siir  la  courbe  |  sin  (x  -\-iy)\-=c 36 

Vlll  —  La  quadratiice  de  Dinostrate 39 

IX  —  La  courbe  élastique  ou  lintéaire 44 

X  —  Courbe  isochrone  paracentrique 50 

XI  —  Courbes  de  Wallis.  Courbe  gamma 55 

CHAPITRE  VIII. 
Les  spií-ales. 


I  —  La  spirale  d'Archiinède 59 

II  —  La  spirale  de  Ualilée t>4 

III  --  La  spirale  de  Ferinat 67 

IV  —  La  spirale  parabolique 69 

V  —  La  spirale  hyperbolique 72 

VI  —  Le  Lituus 74 

VII  —  La  spirale  logarithmique 76 

VÍII  —  La  spirale  de  Poinsot 86 

IX  —  La  spirale  tractrice 90 

X  —  Tractrice  circulaire 9.S 

XI  —  La  cochléoide 96 

XII  —  La  clothoide 102 

XIII  —  La  pseudo-chainctte 108 

XIV  —  La  pseudo-tractrice 111 

VOL.    V  LLL 


490 


CHAPITRE  IX. 
Les  paraboles  et  les  hyperboles  générales.  Les  spirales  coirespondaiites. 

Pag. 

I  —  Les  pnraboles 115 

II  —  La  parabole  cubique.  La  i)arab(ile  semi-cubiqui; 121 

III  —  Les  byperboles 12T 

IV  —  Les  spirales  pavaboliques  et  liyperboliques 130 


CHAPITKE  X. 
Les  courbes  cycloidales. 

I  —  La  cycloído  ordinaire 133 

I[  —  Lc8  cycloiJes  raccourcies  et  allongres 150 

III  —  Les  épieycloídos  et  hypocyoloides 155 

IV  —  Lépicycloíde  do  Huygeus  ou  iiephroíde 170 

V  —  Sur  riiypocycloide  ;'i  trois  robroussements 174 

VI  —  Les  développautes  du  cerclc lí'5 

VII  —  Les  épioycloídes  et  les  hypocycloídea  allongées  et  raccourcies 202 

VIII  —  Les  rosaces • 211 

IX  —  Les  pseudo  -cycloidrs 218 

X  —  La  roulette  de  Dclaunav 223 


CHAPITRE  XI. 
Sur  diverses  classes  de  courbes. 

I  —  Les  perles  de  Sluse 231 

II  —  La  courlie  de  Jean  Bernoulli 235 

III  —  Les  épis 237 

IV  —  Les  noeuds.  Les  courbes  de  Descartes 240 

V  —  Les  courbes  de  Lamé 2)4 

VI  —  Ligues  de  poursuite 2r)4 

VII  —  Les  spirales  sinusóides 259 

VIII —  Cassiniennes  k  n  pôles 275 

IX  —  Les  courbes  de  Ribaucour 282 

X  —  Les  courbes  de  Serret 28(j 

XI  —  Cycliques  planos.  Courbes  de  diroction 3('.0 


4i4 


CHAPITRE  XII. 
Sur  les  cycliques  sphériques. 

Pag. 

I  —  La  courbe  de  Viviani ^^^ 

II  —  Les  courbes  cyclo  cylindriques.  Les  ea.-53inienncs  sphériques 3^0 

III  —  L'hyppopède  d'Eudoxe 324 

IV  —  L'ellipse  sphérique.  Le3  coiubes  de  W.  Roberls 326 

V  —  Les  cycliques  sphériques ^a-* 

CHAPITRE  XIII. 
Sur  quelques  courbes  sphériques. 

I  —  La  spirale  de  Pappus 343 

II  —  Les  clélies 34t; 

III  —  Les  épicyloídes  sphériques 343 

IV  —  La  loxodromie 353 

V  —  La  thaiuette  sphérique 35.) 

VI  —  La  courbe  du  peiulule  sphérique 3h7 

CHAPITRE  XIV. 
Sur  les  hélices.  Sur  quelques  courbes  de  Thélicoide  gaúche. 

I  —  Les  hélices  cyliudriques.  Les  ligues  de  courbure,  d'ombre,  de  perspective  etc.  de  Thélicoide 

gaúche "^'"^ 

II  —  Sur  les  hélices  coniques.  Sur  quelques  spirales  coniques 389 

III  —  Les  hélices  cylindro-coniques 3í(- 

IV  —  Les  hélices  sphériques.  Les  hélices  biconiques 401 

CHAPITRE  XV. 
Sur  quelques  courbes  algébriques  gaúches. 

I  —  Sur  riioroptère '^^^ 

II  —  L'ellipse  logarithmique,  Thyperbole  logarithmique  et  la  parabole  logarithmique  ..." 407 

III  —  jSur  Tintersection  de  deux  cones  de  révolution  k  axes  paralléles 415 

1  V  —  Sur  les  cubiques  gaúchos  et  les  quartiques  gaúches 418 

V  _  ( 'ourbe  d'Architas 435 

Yl  —  Sur  li's  courbes  tétraédrales  syinétriques 437 


492 


CHAPITRE  XVI. 
Sur  diverses  classes  de  courbes  gaúches. 

Pag 

I  —  Les  courbes  à  courbure  constante 441 

II  —  Les  courbes  à  torsiou  constante 445 

III  —  Courbea  de  Beitrand 447 

IV  —  Sur  les  Hgnes  géodésiques  et  les  lignes  de  courbure  de  rellipsoide 45á 

CHAPITRE  XVII. 

La  polhodie  et  Therpolhodie 4(;7 

AnornoNs 477 

Table  des  coubbes 481 

TabLE  des  AUTEUBS    MEKTIONNÉS    DANS  CE  VOLUME 4S5 


Errata. 


Page 

Liyne 

Au  llett  de: 

1 

16 

uno 

3 

fi 

maxime 

6 

2 

Jacquea 

6 

3 

Jean 

14 

1 

minime 

15 

11 

tactríces 

15 

28 

ealculée 

17 

10  et  17 

minime,  maxiine 

18 

24,  etc. 

maxime 

22 

20 

par 

23 

22 

ordonné 

27 

13 

Phylosophieal 

U 

17 

déduire 

35 

14 

appele 

35 

26 

de  celles  ;i  laquelle 

38 

21  et  22 

maxime,  minime 

38 

23 

dans  ce  deuxième  cas 

42 

5 

ganche 

45 

7 

coéfficient 

4B 

4 
18 

à 

48 

V/2a(a  +  e)-(a4-c) 

50 

1  et  5 

maxime,  minime 

63 

31 

t.  II,  1889 

6H 

6 

si 

75 

9 

aii  Ktuus 

83 

1 

k  un 

90 

26 

coirespondant 

91 

26 

logarilhvuqtie 

98 

2 

maxime  ou  minime 

112 

21 

qu'aIors  R  tcnd 

123 

9 

H 

130 

22 

Carcavi 

137 

8 

OPla 

141 

5 

revolution 

151 

13  et  19 

minime,  maxime 

159 

22 

.    R 

Bin  —  cí 
r 

101 

1 

répicycloíde 

Lisez : 
une 

máxima 
Jean 

Jacques  et  Jian 
minima 
tradrices 
obtenue 

minima,  maxim<i 
máxima 
sous 

ordonnée 
Philoso}>hi':al 
indiqucr 
appelle 

dos  lignes  auxquellea 
máxima,  minima 
dans  ee  cas 
«  plan  directeur 
coéfficient 
sur 

x-  ==  l/2a  (a  +  fi)  -  (a  -f  c) 
maximum,  minimum 
t.  III,  1889 
quand 
du  liluva 
à  lun 

conespondante 
liyperboliqut 
máxima  ou  minima 
que  R  tend  alors 

*j 

Caicavy 

OP  de  la 

revolution 

minima,  máxima 

.     R 
sin  — 

la  courbc  (4) 


494 


Page 

Liyre 

Au  lieu  dt  : 

lAscz : 

167 

15 

X  et  Y  de 

X  et  Y  des  points  de 

170 

22 

Tren  Irise 

Trcatise 

194 

17 

v/ax,  v^hy,  i/cz 

/Ãx,  /by,  /cz 

203 

9 

qui  repiósentc 

et  clle  cst 

211 

U 

Treatrise 

Treatise 

212 

3 

li{íl'3 

lignes 

213 

1 

v:iloui-s  de 

valeurs 

214 

18 

qir^lors  lo  ríipport  ii  eet 

que  lo  rapport  u  est  alors 

223 

13 

coiiiquc 

conique  à  centre 

225 

14 

léquation  <lc  1:1  noiínalc 

la  normale 

233 

13 

pieiul  la  plus  gi-and  valcur 

est  máxima 

245 

U 

h  =  a  t/—  1 

6  =  a,  v/— 1 

257 

2 

situes 

situéos 

265 

8 

Treatrise 

Trealise 

279 

6 

viileurs  de 

valeurs 

280 

16 

à  la  classe 

à  une  classe 

282 

8 

ligne 

lignes 

288 

24 

tC 

<,  c 

300 

29 

cicliques 

cycliques 

306 

'2 

2o  cos'  -r  p  —  —  1 

2p  cos'-5-0  =^ — p 
o 

313 

14 

situécB 

situes 

313 

15 

tangentes 

tangents 

321 

25 

dun 

d'une 

324 

13 

W.  Koberts 

Michael  Roberta 

325 

22 

==nl2 

=  a=6 

325 

23 

distancea  à  ces  points 

distances  du  point  décrivant  à  ces  foyers 

338 

22 

figures 

eourbes 

346 

27 

égals 

égaux 

356 

19 

cosícaiits 

cosécanles 

357 

16 

cosécants 

cosécantes 

366 

14 

qu'alors  prcnnent 

que  prennent  alors 

367 

1 

les  équations,  rapportées 

réquation,  raiiportée 

383 

27 

les  lignes 

les  projections  sur  le  plan  xy  des  lignes 

385 

6 

les  lignes 

les  projections  sur  le  plan  xy  des  lignes 

401 

11 

à  une 

à  une  telle 

402 

5 

L'épicyeloide  sphérique 

I/épicycloide  sphérique  rectifiable 

403 

3 

épicycloides  spliériques  sont 

épic3'cloídes  sphériques  mentionnécs  sont 

412 

7 

etB 

et  (' 

419 

21 

Le 

La 

422 

34 

quatiique 

quartique 

433 

28 

et  nn 

et  i'i  un 

439 

31 

mentionnó 

signalée 

446 

26 

des  couibes 

des  eourbes  alíróbriciues 

SiippU-iiiciit  i»  Terratii  dii  tome  prócédcnt. 


"age 

Liyne 

Au  lieu  de  : 

I.isiu  : 

8 

10 

publiúe 

puljlié 

11 

7 

prop.  X 

n"  X 

11 

10 

prop.  V 

n."  - 11 

21 

13 

concspondants  à  ce 

point,  par  de  la 

correspondant  à  ce  point,  par  la 

23 

29 

cocfticients 

coellicients  angiilaircs 

31 

20 

Treatrise 

Tieaíise 

41 

3 

daiis  les  poiíits 

aux  points 

41 

7 

dans  Icsquels 

pour  Icsquels 

41 

21 

con-cspondiíutea 

correspondant 

45 

28 

correspondautes 

correspondant 

48 

23 

corresponilaiits 

correspondant 

51 

5 

philomaticiue 

philoinathique 

79 

20" 

ee  qui  donue 

qui  donno 

83 

21 

initiée 

aboidce 

83 

26 

précódents 

l)rcc(''dcntcs 

85 

19 

emploie 

cinploi 

85 

23 

addressre 

adresséc 

87 

11 

synoiume 

synonyinc 

87 

19 

proci's 

procede 

92 

1 

qu'existent 

qu'il  existe 

9G 

17 

Oquilatóre 

éqiiilatéral 

116 

13 

uiiiiime 

miiiiina 

IKi 

22 

un  valem-  iiiaxiine  ou  minimc 

une  valeiír  inuxima  ou  iniuima 

lil 

5 

correspondantes 

correspondant 

122 

18 

inaxime  et  miniine 

máxima  et  ininima 

124 

5 

suprimez  le  texie  depuis  douc  eettc  com 

•be  JKsqnà  plus  loin,  et  siihstitwz  Ic  Icxfe  síii- 

va/it:  donc  cctte 

courbe  est  iuvcrsc 

d'uiie  ligue  noininée  folíum  siinple,  qui  será 

étiidióe  plus  loiu. 

131 

19 

maxime  et  miniine 

nia.\iina  et  inluiina   * 

139 

21 

Cleljpscli 

Clcbscli 

151 

29  et  36 

Clebcscli 

Clebsch 

153 

7 

Euclides 

Euelidc 

154 

2 

on  le  va  voir 

on  va  le  voir 

157 

6  et  U 

maxirni?  et  miniine 

máxima  et  miiiima 

160 

24 

maxinie 

máxima 

496 


Page 

Ligne 

Au  Hen  de: 

Lisez  : 

172 

27 

philomutiqite 

philomalhique 

200 

3 

une  procede 

un  procede 

213 

4 

Pliylosophiciil 

Philosophical 

213 

11 

Ozanau 

Ozanam 

213 

14 

qu"on 

qui  en 

213 

14 

on  voit 

on  le  voit 

214 

7 

coirigcz  !e  texie  depuis  rósulte  jiisqu'à 

valeurs,   et  substituez  le  teste 

de  la  substitution  dans  réquation 

de  la  droite  des  valeurs  de  x  e 

214 

i2 

de  substituer. .  .,  tangente 

de  la  substitution  . . .,  tange 

215 

3 

Cest  condition. . ., 

que 

La  condition. . .,  est  que 

216 

17 

bisectrice 

hissectriee 

2ie 

31 

à  multiples 

à  des  multiples 

217 

8 

Ccst  condition. . ., 

que 

La  condition.  . .,    est  que 

220 

1 

correspondantes 

correspondant 

220 

10  et  11 

avcc  le  point 

à  point 

222 

1 

qualors  prenncnt 

que  prennent  alors 

222 

1 

cou  e 

coupe 

223 

1 

contradition 

contradiction 

223 

28 

niaxime  ou  ininime 

máxima  ou  niiniiiia 

224 

3 

maximes  ou  minimes 

máxima  ou  mininia 

224 

10  et  21 

égalc 

égal 

224 

14 

miixime  ou  minime 

máxima  ou  minima 

226 

11 

applicables  quand  los  courbes  sont 

applicables  aux  courbes 

226 

29 

veriHent 

vérifient 

227 

16 

correspondants 

correspondant 

227 

20 

coincidentes 

eoíncidents 

231 

32 

il  a  exposé 

il  en  a  exposé 

242 

7 

le  point 

les  points 

242 

9 

n.°  258 

n.°  257 

243 

29 

correspondants 

correspondant 

247 

8 

general 

generala 

2Õ2 

19 

definie 

définie 

253 

7 

(n.»94) 

(n.o^  94  et  95) 

253 

13 

sinterseptent 

se  rencontrent 

255 

12 

i\  deux 

en  deux 

255 

31 

d'uno  mode  réel 

sous  forme  réelle 

255 

22 

iiitersepte  ia  quart 

ique  à 

rencontre  la  quartique  cn 

258 

12 

s'interscptent 

se  rencontrent 

262 

16 

correspondants 

■ 

correspondant 

265 

9 

Euclides 

Euclidc 

265 

15 

p.5 

prop.  5 

205 

18 

Arcbimedes 

Archimcde 

266 

6  et  22 

Lecciones 

Lectiones 

269 

2 

Le  besacc 

La  besace 

273 

25 

parceque 

parce  que 

280 

15 

correspondants 

correspondant 

285 

14 

resulte  de  dériver 

ses  deux  membres 

resulte  de  sa  diôcrenciation 

497 


Page 

Ligue 

Ati  Um  de: 

287 

3 

C"ost  conditioii . . 

296 

3 

bisarre 

303 

30 

éqtiilalere 

311 

17 

un 

317 

17 

Jarabek 

322 

2 

p.  446 

333 

7 

Bispai 

333 

S 

2.''  série 

337 

11 

Jiiaclimisthal 

344 

8,  etc. 

tcti-aeuspides 

359 

5 

Champs 

359 

6 

l.'^84 

360 

3 

Champs 

360 

8 

coriespondaiits 

370 

18 

sont  conchoidct 

372 

15 

rhylosophical 

372 

16 

le  iiiéiidian 

380 

11 

Clcbesch 

380 

4 

recommenderoiis 

380 

5 

Clubesch 

384 

14 

c'est  qu'elle 

389 

4 

correspondantes 

389 

7  et  10 

conespondaiils 

395 

Bispai 

395 

Clebesch 

395 

Guenochi 

396 

Jaiabeck 

que 


JÁser  : 

La  conditioií. .  .,  est  què 

bizarre 

éqiiilatéral 

une 

Jerabek 

p.  447 

Rispal 

l.cre  série 

Joachimsthal 

téti-acuspides 

Champ 

1844 

Champ 

correspondant 

sont  des  conchvidc» 

riiilosophical 

la  méridieniic 

Clebsch 

recommanderoiis 

Clebsch 

est  qu'elle 

correspondant 

correspondant 

Rispal 

Clebsch 

Genocchi 

Jerabek 


VOL.    V 


M.MM 


QA 

3 

G65 

190^ 

V.5 


Physknl  .?: 


Gomes  Teixeira,    Francisco 
Obras  sobre  rnatheraatica 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 


UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


